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Vorrede. 


Das  Werk;  welches  hiermit  in  die  Oeffeutlichkeit  tritt,  ist  die 
eudhche  Ausführimg  eines  seit  lauge  geplauten  Uuteruehnieus.  Bei 
der  Bedeutung,  welche  die  grossen  Schöpfungen  Riemann's  für  die 
Entwicklung  der  neueren  Mathematik  haben,  gehören  die  meisten  der 
Riemann'schen  Abhandlungen  zu  den  unentbehrlichsten  ITülfsmitteln 
des  Mathematikers,  und  eine  Sammlung  seiner  Werk(^  dürfte  daher 
einem  allgemein  gehegten  Wunsche  um  so  mehr  entgegen  kommen, 
als'  die  meisten  derselben  im  Buchhandel  nicht  oder  nur  schwer  zu 
erhalten  sind.  Es  kommt  dazu  die  dringende  Pflicht  gegen  die  Wissen- 
schaft, die  im  handschriftlichen  Nachlass  noch  verborgeneu  Unter- 
suchungen und  Gedanken  der  Oeffentlichkeit  nicht  länger  vorzuenthalten. 

Schon  im  Frühjahr  1872  war  daher  unter  mehreren  Freunden 
Riemann's  der  Plan  zu  einer  solchen  Sammlung  entstanden  und  C  leb  seh 
hatte  mit  seiner  ganzen  Thatkraft  die  Leitung  des  Unternehmens  in 
die  Hand  genommen,  und  sich  mit  Dedekind  vereinigt,  in  dessen 
Besitz  nach  Riemann's  Wunsch  der  handschriftliche  Nachlass  nach 
des  Verfassers  Tod  gekommen  war,  und  der  bereits  mehrere  Abhand- 
lungen aus  demselben  herausgegeben  hatte. 

Durch  den  beklagenswerthen  und  unerwarteten  Tod  von  Clebsch 
gerieth  leider  das  Vorhaben  in's  Stocken  und  blieb  längere  Zeit  gänz- 
lich liegen.  Als  mir  im  November  1874  Dedekind  im  Namen  der 
Frau  Professorin  Riemann  den  Vorschlag  machte,  die  Leitung  der 
Herausgabe  zu  übernehmen,  liin  ich  nicht  ohne  schwere  Bedenken 
darauf  eingegangen.  Denn  oljwohl  ich  von  dem  Umfang  der  damit 
verbundenen  Arbeit  damals  noch  keine  richtige  Vorstellung  hatte,  war 
ich  mir  der  zu  übernehmenden  Verantwortung  wohl  bewusst.  Nur 
die  Erwägung,  dass  im  Falle  meiner  Weigerung  die  Ausführung  aber- 
mals auf  lange  Zeit  hinausgeschoben  zu  werden,  wenn  nicht  gänzlich 
zu  scheitern  drohte,  half  mir  meine  Bedenken  überwinden,  und  so  ent- 
schloss  ich  mich,  was  an  mir  läge,  zu  thun,  um  das  Unternehmen  zu 
einem  befriedigenden  Abschluss  zu  bringen,  da  Dedekind  mir  die 
Versicherung  gab,  mich  bei  der  Arbeit  nach  Kräften  zu  unterstützen, 
ein  Versprechen,  welches  er  treulich  gehalten  hat. 


jy  Vorrede. 

Die  von  Riemauu  selbst  oder  nach  seinem  Tode  bereits  veröffent- 
lichten Arbeiten  wurden  revidirt,  hin  und  wieder  durch  einen  im  Nach- 
lass  aufgefundenen  Zusatz  bereichert,  und  in  kleinen  Ungenauigkeiten 
verbessert,  sonst  aber  in  unveränderter  Form  aufgenommen.  Nur  die 
Abhandlung  über  die  Flächen  vom  kleinsten  Inhalt  hat  in  Folge  einer 
von  K.  Hattendorff  auf  meinen  Wunsch  ausgeführten  Ueberarbeitung 
einige  wesentlichere  Aenderungen  erfahren. 

Von   den   im  Nachlass   enthaltenen  Entwürfen  fanden  sich  einige 
in  fast  druckfertiger  Form  vor,   andere  aber  in  einem  so  fragmentari- 
schen   Zustande,    dass    die  Verknüpfung    und    Darstellung    erhebliche 
Schwierigkeiten  machte.     Von  der  grossen  Menge   nur  Formeln  ohne 
Text  enthaltender  Papiere   war   wenig  für  den   Druck   zu   verwerthen. 
Besonders  hervorzuheben  ist  unter   den   ersteren   die  Arbeit   über  den 
Rückstand  in  der  Leidener  Flasche,   welche  Riemann    scliou  im  An- 
schluss  an  die  Mittheilung  in  der  Göttinger  Naturforscher-Versammlung 
zur  Publication  vorbereitet    hatte,    ferner    die    in  lateinischer  Sprache 
geschriebene  Beantwortung  einer  Preisfrage  der  Pariser  Akademie  über 
isotherme  Curven,   welche   besonders  deshalb  von  hohem  Interesse  ist, 
weil  darin  Riemann's   Untersuchungen    über   die   allgemeinen  Eigen- 
schaften der  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  in  den  Gruiid- 
zügen    niedergelegt    sind    und    eine    merkwürdige   Verwendung   finden. 
Die  Darstellung  in  dieser  Abhandlung  ist   eine   äusserst  knappe,   und 
die  Wege,   auf  denen  die  endlichen  Resultate  erhalten  wurden,   finden 
sich  darin  nur  im  Allgemeinen  augedeutet.     Von  der  Ausführung  einer 
beabsichtigten    zweiten    eingehenderen    Darstellung    des    Gegenstandes 
wurde  Riemann  durch  seinen  Gesundheitszustand  abgehalten,  Dass  ich 
im  Stande  bin,  diese  schöne  Untersuchung  in  der  letzten  von  Riemann 
herrührenden  Redaction   zum   Abdruck    zu   bringen,  verdanke   ich   der 
Güte  des  beständigen  Secretärs  der  Pariser  Akademie,  Herrn  Dumas, 
welcher  auf  ein  namens  der  Göttiüger  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
von   Herrn   Wo  hl  er    an   ihn   gerichtetes   Ansuchen    mit  der   dankens- 
werthesteu  Bereitwilligkeit  mir  das  Originalmanuscript  zur  Verfügung 
stellte. 

Von  Riemann's  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten  liegt  der  erste  Theil  in  ziemlich  druck- 
fertiger Form  von  Riemann's  Hand  vor  und  war  vermuthlich  zu  der 
Publication  bestimmt,  die  in  der  Abhandlung  über  Abel'sche  Functionen 
angekündigt  ist,  al^er  nicht  zur  Ausführung  kam.  Ein  zweiter  Theil, 
der  die  wahre  Verallgemeineruug  der  Theorie  der  hypergeometrischeu 
Reihen  enthält,  fand  sich  nur  im  ersten  Entwürfe  vor,  jedoch  so,  dass 
der  Gedankengang  vollständig  hergestellt  werden  konnte. 


Vorrede.  V 

Ferner  ist  hier  uoch  der  iu  italienischer  Sprache  geschriebene  An- 
fang zu  einer  Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  des  Quotienten 
zweier  hyiiergeometrischer  Reihen  durch  einen  Kettenbruch  zu  erwähnen, 
deren  Bearbeitung  H.  A.  SchAvarz  in  Göttiugen  übernommen  hat, 
dem  ich  hierfür  sowie  für  manchen  Rath  an  anderen  Stellen  hier 
meinen  Dank  ausspreche. 

Obwohl  die  Vorlesungen  Riemann's  dem  ursprünglichen  Plane  nach 
von  dieser  Sammlung  ausgeschlossen  sind,  so  habe  ich  mich  doch  zur  Auf- 
nahme zweier  kleinerer,  in  sich  abgeschlossener  Untersuchungen  über  die 
Convcrgenz  der  j^j-fach  unendlichen  Theta-Reihe  und  über  die 
Abel  sehen  Functionen  für  den  Fall  p  =  o  entschlossen,  bei  deren 
Bearbeitung  ein  von  G.  Roch  geführtes  Vorlesungsheft  zu  Grunde  ge- 
legt werden  konnte,  theils  wegen  des  grossen  Interesses,  welches  die 
Gegenstände  haben,  theils  weil  eine  zusammenhängende  Veröffentlichung 
dieser  Vorlesungen,  wie  es  scheint,  vorläufig  nicht  in  Aussicht  steht. 

Ich  erwähne  hier  uucli  die  den  Anhang  bildenden  naturphilo- 
sophischen Fragmente,  welche  wenigstens  eii^e  ungefähre  Vorstellung 
von  dem  Inhalt  der  Speculationen  geben  können,  denen  Riemann 
einen  grossen  Theil  seiuer  Gedankenarbeit  widmete  und  die  ihn  viele 
Jahre  seines  Lebens  hindurch  begleitet  ha))en.  Diese  Bruchstücke 
dürften  trotz  ihrer  Lückenhaftigkeit  und  Unvollständigkeit  geeignet 
sein-,  auch  in  weiteren  Kreisen  Aufmerksamkeit  zu  erregen,  wenn  sie 
auch  nicht  viel  mehr  als  die  Anfänge  und  die  allgemeinsten  Grundzüge 
einer  eigenthümlichen  und  tiefsinnigen  Weltanschauung  enthalten. 

Eine  willkommene  Beigabe  für  die  Freunde  und  Verehrer  Rie- 
mann's wird  endlich  die  biogra])hische  Skizze  sein,  welche  Dedekind 
auf  meinen  Wunsch  auf  der  Grundlage  von  Briefen  und  anderen  Mit- 
theiluugen  der  Riemann'schen  Familie,  unterstützt  durch  seine  eigenen 
Erinnerungen  verfasst  hat. 

Was  die  Anordnung  des  Stoffes  betrifft,  so  ist  in  den  beiden 
ersten  Abtheilungen  die  chronologische  Reihenfolge  streng  inne  ge- 
halten worden;  in  der  dritten  Abtheilung,  welche  den  Nachlass  enthält, 
konnte  diese  Anordnung  nicht  ganz  consequent  durchgeführt  werden, 
theils  weil  sich  die  Entstehungszeit  hier  nicht  immer  vollständig  fest- 
stellen Hess,  theils  weil  die  mehr  ausgeführten  Untersuchungen  dem 
Fragmentarischen  vorangestellt  werden  sollten. 

Königsberg,  im  März  1876.  H.  Weber. 
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Eiemann's  gesammeltp  matlitmatischo  Werke.    1. 


I. 

Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer 
veränderlichen  complexen  Grösse. 

(Inanguraklissertation,  Göttiugen,  1851.) 


1. 

Denkt  man  sich  unter  ä'  eine  veränderliche  Grösse,  welche  nach 
und  nach  alle  möglichen  reellen  Werthe  annehmen  kann,  so  wird, 
wenn  jedem  ihrer  Werthe  ein  einziger  Werth  der  unbestimmten  Grösse 
^v  entspricht,  iv  eine  Function  von  2  genannt,  und  wenn,  während  ß 
alle  zwischen  zwei  festen  Werthen  gelegenen  Werthe  stetig  durcli- 
läuft,  tv  ebenfalls  stetig  sich  ändert,  so  heisst  diese  Function  inner- 
halb dieses  Intervalls  stetig  oder  continuirlich.  (^) 

Diese  Definition  setzt  offenbar  zwischen  den  einzelnen  Werthen 
der  Function  durchaus  kein  Gesetz  fest,  indem,  wenn  über  diese 
Function  für  ein  bestimmtes  Intervall  verfügt  ist,  die  Art  ihrer  Fort- 
setzung ausserhalb  desselben  ganz  der  Willkür  überlassen  bleibt. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  z  kann  durch  ein  mathe- 
matisches Gesetz  gegeben  sein,  so  dass  durch  bestimmte  Grössen- 
operationen  zu  jedem  Werthe  von  z  das  ihm  entsprechende  w  gefunden 
wird.  Die  Fähigkeit,  für  alle  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalls 
liegenden  Werthe  von  s  durch  dasselbe  Abhängigkeitsgesetz  bestimmt 
zu  werden,  schrieb  man  früher  nur  einer  gewissen  Gattung  von 
Functionen  zu  (functiones  continuae  nach  Euler's  Sprachgebrauch); 
neuere  Untersuchungen  haben  indess  gezeigt,  dass  es  analytische  Aus- 
drücke giebt,  durch  welche  eine  jede  stetige  Function  für  ein  gege- 
benes Intervall  dargestellt  werden  kann.  Es  ist  daher  einerlei,  ob 
man  die  Abhängigkeit  der  Grösse  tu  von  der  Grösse  0  als  eine  will- 
kürlich    gegebene   oder   als    eine    durch   bestimmte    Grössenoperationen 
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4  1.     Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 

bedingte  definirt.  Beide  Begriffe  siud  in  Folge  der  erwähnten  Theoreme 
eongrueut. 

Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  die  Veränderlichkeit  der  Grösse 
z  nicht  auf  reelle  Werthe  beschränkt  wird,  sondern  auch  complexe 
von  der  Form  x  -\-  yi  (wo  i  =  j/ —  1)  zugelassen  werden. 

Es  seien  x  -j-  yi  und  x  -f-  yl  -\-  dx  -\-  dyi  zwei  unendlich  wenig 
verschiedene  Werthe  der  Grösse  s,  welchen  die  Werthe  n  -\-  vi  und 
u  -j-  vi  -f-  du  -\-  dvi  der  Grösse  tv  entsprechen.  Alsdann  wird,  wenn 
die  Abhängigkeit  der  Grösse  tv  von  z  eine   willkürlich   angenommene 

ist,   das    Verhältniss  7  ,  T  ,    •  sich  mit  den  Werthen  von  dx  und  dy 

et  Ob    I    et  y  t 

allgemein  zu  reden  ändern,  indem,  wenn  man  dx  -\-  dyi  =  sc^'  setzt, 

du  -(-  dvi 
dx  -\-  dyi 


I     ^     rdu         dv     \_  /'cv     1^  f  u\    .  "]    d.r  -    dyi 
+  2-   [^g^  "  fy  ~^  \y~k'^  Wy)  ' 


+ 


cu  ^.dv\     .     ^    /de         du 
bx'    dy J    '     '^  \c X        cy 

'du        dv  j^  /dv     I    du 
dx        dy    '    \dx    '    dy 


d.r  -{-  dyi 


2fi 


wird.  Auf  welche  Art  aber  auch  tv  als  Function  von  z  durch  Ver- 
bindung   der    einfachen    Grössenoperationen    bestimmt    werden    möge, 

immer  wird  der  Werth  des  Differentialquotienten  -p  von  dem  beson- 
dern Werthe  des  Differentials  dz  unabhängig  sein*).  Offenbar  kann 
also  auf  diesem  Wege  nicht  jede  beliebige  Abhängigkeit  der  complexen 
Grösse  tv  von  der  complexen  Grösse  z  ausgedrückt  werden. 

Das  eben  hervorgehobene  Merkmal  aller  irgendwie  durch  Grössen- 
operationen bestimmbaren  Functionen  werden  wir  für  die  folgende 
Untersuchung,  wo  eine  solche  Function  unabhängig  von  ihrem  Aus- 
drucke betrachtet  werden  soll,  zu  Grunde  legen,  indem  wir,  ohne  jetzt 
dessen  Allgemeingültigkeit  und  Zuläuglichkeit  für  den  Begriff'  einer 
durch  Grössenoperationen  ausdrückbaren  Abhängigkeit  zu  beweisen, 
von  folgender  Definition  ausgehen: 


*)  Diese  Behauptung  ist  offenbar  in  allen  Fällen  gerechtfertigt,   wo  sich  aus 
dem   Ausdrucke   von  iv  durch  s  mittelst  der  Regeln   der  Differentiation  ein  Aus- 
druck von  ^—  durch  2  finden  lässt;   ihre  streng   allgemeine   Gültigkeit  bleibt  für 
dz 

jetzt  dahin  gestellt. 
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Eine  veränderliche  complexe  Grösse  tv  heisst  eine  Functioji    einer 
andern  veränderlichen  complexen  Grösse  2,  wenn   sie   mit  ihr   sich  so 

ändert,  dass  der  Werth  des  DifFerentialquotienten  ^  unabhängig   von 

dem  Werthe  des  Differentials  dz  ist. 


Sowohl  die  Grösse  z,  als  die  Grösse  w  werden  als  veränderliche 
Grössen  betrachtet,  die  jeden  complexen  Werth  annehmen  können. 
Die  Auffassimg  einer  solchen  Veränderlichkeit,  welche  sich  auf  ein 
zusammenhängendes  Gebiet  von  zwei  Dimensionen  erstreckt,  wird 
wesentlich  erleichtert  durch  eine  Anknüpfung  an  räumliche  Anschau- 
ungen. 

Man  denke  sich  jeden  Werth  x  -\-  yi  der  Grösse  b  repräsentirt 
durch  einen  Punkt  0  der  Ebene  A,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
X,  y,  jeden  Werth  ii  -\-  vi  der  Grösse  tv  durch  einen  Punkt  Q  der 
Ebene  B,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  w,  v  sind.  Eine  jede  Ab- 
häncjigkeit  der  Grösse  w  von  0  wird  sich  dann  darstellen  als  eine 
Abhängigkeit  der  Lage  des  Punktes  Q  von  der  des  Punktes  0.  Ent- 
spricht jedem  Werthe  von  0  ein  bestimmter  mit  2  stetig  sich  ändern- 
der Werth  von  tv,  mit  andern  Worten,  sind  it  und  v  stetige  Functionen 
von  Xjf/,  so  wird  jedem  Punkte  der  Ebene  Ä  ein  Punkt  der  Ebene  U, 
jeder  Linie,  allgemein  zu  reden,  eine  Linie,  jedem  zusammenhängenden 
Flächenstücke  ein  zusammenhängendes  Flächenstück  entsprechen.  Man 
wird  sich  also  diese  Abhängigkeit  der  Grösse  w  von  *;  vorstellen  können 
als  eine  Abbildunsi;  der  Ebene  A  auf  der  Ebene  B. 


Es  soll  nun  untersucht   werden,   Avelche  Eigenschaft    diese  Abbil- 
dung  erhält,   wenn   tv    eine   Function    der    complexen   Grösse   2,   d.  h. 

wenn  -7—  von  ds  unabhängig  ist. 
dz  °  ^ 

Wir  bezeichnen  durch  0  einen  unbestimmten  Punkt  der  Ebene  A 

in  der  Nähe  von  0,  sein  Bild  in  der  Ebene  B  durch  q,   ferner  durcli 

*'  +  //<^  +  (^-^^  +  f^U^     '^iiic^    ii  -\-  vi  -\-  du  -\-  dvi    die    Werthe    der 

Grössen  2  und  w  in  diesen   Punkten.     Es  können  dann   dx,  dy  und 

du,  dv   als   rechtwinklige   Coordinaten    der  Punkte   0   und  q  in    Bezug 

auf  die   Punkte  0  und  Q   als    Anfangspunkte   angesehen   werden,   und 

wenn  man  dx -\- dyi  =  ee'f'  und  du  -\-  dvi  =^  7]e'^"'   setzt,   so   werden 

die   Grössen   £,  (p,  t],  t  Polarcoordinaten    dieser   Punkte    für    dieselben 
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Aufangspuiikte  sein.  Sind  nun  o'  und  o"  irgend  zwei  bestimmte 
Lagen  des  Punktes  o  in  unendlicher  Nähe  von  0,  und  drückt  man  die 
von  ihnen  abhängigen  Bedeutmigen  der  übrigen  Zeichen  durch  ent- 
sprechende Indices  aus,  so  giebt  die  Voraussetzung 

du'  -\-  dv' i du"  -\-  dv" i 

dx"  -\-  dy" i 

dx'  -\-  dy'  i 


dx' 

'  + 

dy'i 

und  folglich 

du' 
du" 

+ 

dv' 
dv' 

i 

'  i 

V 

,(.//• . 

-'/'")' 

\voraus  ->, 

n 

= 

s' 
s" 

und 

t' 

— 

t"  . 

=  _  f,i<p'  —  <p")i 

dx    -\-  dy   i        i  ^ 

(p'  —  fp" ,   d.  h.  in    den   Dreiecken 

o'Oo"  und  q'Qc["  sind   die   Winkel  o  Oo"  und  (iQ(l'   gleich   und  die 
sie  einschliessenden  Seiten  einander  proportional. 

Es  findet  also  zwischen  zwei  einander  entsprechenden  unendlich 
kleinen  Dreiecken  und  folglich  allgemein  zwischen  den  kleinsten  Thei- 
len  der  Ebene  A  und  ihres  Bildes  auf  der  Ebene  j?  Aehnlichkeit 
Statt.  Eine  Ausnahme  von  diesem  Satze  tritt  nur  in  den  besonderen 
Fällen  ein,  wenn  die  einander  entsin-echenden  Aenderungen  der  Grössen 
z  und  tc  nicht  in  einem  endlichen  Verhältnisse  zu  einander  stehen, 
was  bei  Herleitung  desselben  stillschweigend  vorausgesetzt  ist*). 


4. 

Bringt  man  den  Difi'erentialcpiotienten'  ^  _  "T  , — ;  in  die  Form 

dv 


/cu    ,    dv   .\    ^      X    (cv        cu  .\    -, 
\cx    ^    ox    j  \py        oy    )     ^ 


dx  -\-  dyi  ' 

so  erhellt,  dass  er  und  zwar  nur  dann  für  je  zwei  Werthe  von  dx 
und  du  denselben  Werth  haben  wird,  wenn 

du cv        j   ? ''  cu 

ex        ry  dx  cy 

ist.  Diese  Bedingungen  sind  also  hinreichend  und  nothweudig,  damit 
10  =  u  -\-  vi  eine  Function  von  z  =^  x  -\-  ^ji  sei.  Für  die  einzelneu 
( nieder  dieser  Function  fliessen  aus  ihnen  die  folgenden: 

*)  lieber  diesen  Gegenstand  sehe  man: 
„Allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe:  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  so 
abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 
wird,  von  C.  F.  Clauss.  (Als  Beantwortung  der  von  der  königlichen  Societät  der 
Wissenschaften  in  Copeuhagen  für  1822  aufgegebenen  Preisfrage",  abgedruckt  in: 
,,Astronomische  Abhandlungen,  herausgegeben  von  Schumacher.  Drittes  Heft. 
Altona.     1825.")     (Gauss  Werke  Bd.  IV,  p.  189.) 
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c^u  _|    c'^u  ^^^  _j_  ^^'^  

dx^    '    d>j-  '  dx'^  "'    dy-  ' 

welche  für  die  Untersuehimg  der  Eigenschaften,  die  Einem  Gliede 
einer  solchen  Function  einzeln  betrachtet  zukommen,  die  Grundlage 
bilden.  Wir  werden  den  Beweis  für  die  wichtigsten  dieser  Eigen- 
schaften einer  eingehenderen  Betrachtung  der  vollständigen  Function 
voraufgehen  lassen,  zuvor  aber  noch  einige  Punkte,  welche  allgemei- 
neren Gebieten  angehören,  erörtern  und  festlegen,  um  uns  den  Boden 
für  jene  Untersuchungen  zu  ebenen. 


Für  die  folgenden  Betrachtungen  bescliränken  wir  die  Veränder- 
lichkeit der  Grössen  'jp,  y  auf  ein  endliches  Gebiet,  indem  wir  als  Ort 
des  Punktes  0  nicht  mehr  die  Ebene  A  selbst,  sondern  eine  über 
dieselbe  ausgebreitete  Fläche  T  betrachten.  Wir  wählen  diese  Ein- 
kleidung, bei  der  es  unanstössig  sein  wird,  von  auf  einander  liegenden 
Flächen  zu  reden,  um  die  Möglichkeit  offen  zy  lassen,  dass  der  Ort 
des  Punktes  0  über  denselben  Theil  der  Ebene  sich  mehrfach  er- 
strecke, setzen  jedoch  für  einen  solchen  Fall  voraus,  dass  die  auf 
einander  liegenden  Flächentheile  nicht  längs  einer  Linie  zusammen- 
hängen, so  dass  eine  Umfaltung  der  Fläche,  oder  eine  Spaltung  in  auf 
einander  liegende  Theile  nicht  vorkommt. 

Die  Anzahl  der  in  jedem  Theile  der  Ebene  auf  einander  liegen- 
den Flächentheile  ist  alsdann  vollkommen  bestimmt,  wenn  die  Begren- 
zung der  Lage  und  dem  Sinne  nach  (d.  h.  ihre  innere  und  äussere 
Seite)  gegeben  ist;  ihr  Verlauf  kann  sich  jedoch  noch  verschieden 
gestalten. 

In  der  That,  ziehen  wir  durch  den  von  der  Fläche  bedeckten 
Theil  der  Ebene  eine  l^eliebige  Linie  ?,  so  ändert  sich  die  Anzahl  der 
über  einander  liegenden  Flächentheile  nur  beim  Ueberschreiten  der 
Begrenzung,  und  zwar  beim  Uebertritt  von  Aussen  nachsinnen  um 
-j-  1,  im  entgegengesetzten  Falle  um  —  1,  und  ist  also  überall  be- 
stimmt. Längs  des  Ufers  dieser  Linie  setzt  sich  nun  jeder  angrenzende 
Flächentheil  auf  ganz  bestimmte  Art  fort,  so  lange  die  Linie  die  Be- 
grenzung nicht  triff't,  da"  eine  Unbestimmtheit  jedenfalls  nur  in  einem 
einzelnen  Punkte  und  also  entweder  in  einem  Punkte  der  Linie  selbst 
oder  in  einer  endlichen  Entfernung  von  derselben  Statt  hat;  wir  kön- 
nen daher,  wenn  wir  unsere  Betrachtung  auf  einen  im  Innern  der 
Fläche  verlaufenden  Theil  der  Linie  l  und  zu  beiden  Seiten  auf  einen 
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liinreicliojul  kleinen  Flüchenstreifen  beschränken,  von  bestimmten 
angrenzenden  Klüclientheilen  reden,  deren  Anzahl  auf  jeder  Seite  gleich 
ist,  und  die  Avir,  indem  wir  der  Linie  eine  bestimmte  Richtung  bei- 
logen, auf  der  Linken  mit  «j,  a^,  . . .  an,  auf  der  Rechten  mit  «/,  a./, ...  d „, 
l^ezeichnen.  Jeder  Flächentheil  a  wird  sich  dann  in  einen  der  Flächen- 
theile  a  fortsetzen;  dieser  wird  zwar  im  Allgemeinen  für  den  ganzen 
Lauf  der  Linie  l  derselbe  sein,  kann  sich  jedoch  für  besondere  Lagen 
von  l  in  einem  ihrer  Punkte  ändern.  Nehmen  wir  an,  dass  oberhalb 
eines  solchen  Punktes  ö  (d.  h.  längs  des  vorhergehenden  Theils  von  l) 
mit  den  Flächentheilen  a\,  a'g,  .  .  .  «'„  der  Reihe  nach  die  Flächen- 
i heile  f^i,  a.^,  . .  .  (f ^  verbunden  seien,  unterhalb  desselben  aber  die 
Flächentheile  üai,  ciao,  ■  •  ■  cia^,  wo  a^,  a^,  .  .  .  cCn  nur  in  der  Anordnung 
von  1,  2,  ...  M  verschieden  sind,  so  Avird  ein  oberhalb  ö  von  a^  in  a\ 
eintretender  Punkt,  wenn  er  unterhalb  6  auf  die  linke  Seite  zurück- 
tritt, in  den  Flächentheil  r/„j  gelangen,  und  wenn  er  den  Punkt  a  von 
der  Linken  zur  Rechten  umkreiset,  wird  der  Index  des  Flächentheils, 
in  welchem  er  sich  befindet,  der  Reihe  nach  die  Zahlen 

1,  «1,  «„1,  ...  ^,  af,,  ... 

• 

durehlaufen.  -  In  dieser  Reihe  sind,  so  lange  das  Glied  1  nicht  wieder- 
kehrt, nothwendig  alle  Glieder  von  einander  verschieden,  weil  einem 
beliebigen  mittlem  Gliede  o:^,  nothwendig  ^  und  nach  einander  alle 
früheren  Glieder  bis  1  in  unmittelbarer  Folge  vorhergehen  5  wenn  aber 
nach  einer  Anzahl  von  Gliedern,  die  offenbar  kleiner  als  n  sein  muss 
und  =  m  sei,  das  Glied  1  wiederkehrt,  so  müssen  die  übrigen  Glieder 
in  derselben  Ordnung  folgen.  Der  um  6  sich  bewegende  Punkt  kommt 
alsdann  nach  je  m  Umläufen  in  denselben  Flächentheil  zurück  und 
ist  auf  m  der  auf  einander  liegenden  Flächentheile  eingeschränkt, 
welche  sich  über  6  zu  einem  einzigen  Punkte  vereinigen.  Wir  nennen 
diesen  Punkt  einen  Windungspunkt  m  —  1  ster  Ordnung  der  Fläche  T. 
Durch  Anwendung  desselben^Verfahrens  auf  die  übrigen  n  —  m  Flächen- 
theile werden  diese,  wenn  sie  nicht  gesondert  verlaufen,  in  Systeme 
von  1)1,^,  m.^,  ...  Flächentheilen  zerfallen,  in  welchem  Falle  auch  noch 
Windungspunkte  m^  —  Ister,  nh^,  —  Ister  Ordnung  in  dem  Punkte  6 
liegen. 

;,  Wenn  die  Lage  u)ul  der  Sinn  der  Begrenzung  von  T  und  die 
Lage  ihrer  Windungspuukte  gegeben  ist,  so  ist  T  entweder  vollkom- 
men bestimmt  oder  doch  auf  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Ge- 
stalten beschränkt;  Letzteres,  in  so  fern  sich  diese  Bestiramungsstücke 
;iiif  verschiedene  der  auf  einander  liegenden  Flächentheile  beziehen 
klunien. 
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Eine  veränderliche  Grösse,  die  für  jeden  Punkt  0  der  Fläche  T, 
allgemein  zu  reden,  d.  h.  ohne  eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und 
Punkten*)  auszuschliessen,  Einen  bestimmten'  mit  der  Lage  desselben 
stetig  sich  ändernden  Werth  amiiramt,  kann  offenbar  als  eine  Function 
von  j:,  y  angesehen  werden,  und  ül)erall,  wo  in  der  Folge  von  Functionen 
von  X,  y  die  Rede  sein  wird,  werden  wir  den  Begriff  derselben  auf 
diese  Art  festlegen. 

Ehe  wir  uns  jedoch  zur  Betrachtung  solcher  Functionen  wenden, 
schalten  wir  noch  einige  Erörterungen  über  den  Zusammenhang  einer 
Fläche  ehi.  Wir  beschränken  uns  dabei  auf  solche  Flächen,  die  sich 
nicht  längs  einer  Linie  spalten. 

6. 

Wir  betrachten  zwei  Flächentheile  als  zusammenhängend  oder 
Einem  Stücke  angehörig,  wenn  sich  von  einem  Punkte  des  einen  durch 
das  Innere  der  Fläche  eine  Linie  nach  einem  Punkte  des  andern  ziehen 
lässt,  als  getrennt,  wenn  diese  Möglichkeit  nicht  Statt  findet. 

Die  Untersuchung  des  Zusammenhangs  einer  Fläche  beruht  auf 
ihrer  Zerlegung  durch  Querschnitte,  d.  h.  Linien,  welche  von  einem 
Begrenzungspunkte  das  Innere  einfach  —  keinen  Punkt  mehrfach  — 
bis  zu  einem  Begrenzungspunkte  durchschneiden.  Letzterer  kann  auch 
in  dem  zur  Begrenzung  hinzugekommenen  Theile,  also  in  einem 
frühern  Punkte  des  Querschnitts,  liegen. 

Eine  zusammenhängende  Fläche  heisst,  wenn  sie  durch  jeden 
Querschnitt  in  Stücke  zerfällt,  eine  einfach  zusammenhängende,  andern- 
falls eine  mehrfach  zusammenhängende. 

Lehrsatz  I.  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  A  zerfällt 
durch  jeden  Querschnitt  ah  in  zwei  einfach  zusammenhängende  Stücke. 

Gesetzt,  eins  dieser  Stücke  würde  durch  einen  Querschnitt  cd 
nicht  zerstückt,  so  erhielte  man  offenbar,  je  nachdem  keiner  seiner 
Endpunkte  oder  der  Endpunkt  c  oder  beide  Endpunkte  in  ah  fielen, 
durch  Herstellung  der  Verbindung  längs  der  ganzen  Linie  ah  oder 
läno;s    des   Theils   ch    oder    des    Theils    cd   derselben    eine    zusammen- 


*)  Diese  Beschränkung  ist  zwar  nicht  durch  den  Begriff  einer  Function  au 
sich  geboten,  aber  um  Infinitesimah-echnung  auf  sie  anwenden  zu  können  erfor- 
derlich: eine  Function,  die  in  allen  Punkten  einer  Fläche  unstetig  ist,  wie  z.  B. 
eine  Function,  die  für  ein  coramensurables  x  und  ein  commensurables  y  den 
Werth  1,  sonst  aber  den  Werth  2  hat,  kann  weder  einer  Differentiation,  noch 
einer  Integration,  also  (unmittelbar)  der  Infinitesimalrechnung  überhaupt  nicht  un- 
terworfen werden.  Die  für  die  Fläche  T  hier  willkürlich  gemachte  Beschränkung 
wird  sich  später  (Art.  15.)  rechtfertigen. 


10  I.     Griuullageii  für  ciuc  allgemeine  Tlicoiic 

hängende  Fläelie,  welche  durch  emen  (^)ueräch]iitt  aus  Ä  entstände, 
gegen  die  Vorraussetzung. 

Lehrsatz  IL  Wenn  eine  Fläche  T  durch  w/*)  Querschnitte  q^  in 
ein  System  1\  von  »?.^  einfach  zusammenhängenden  Flächeustücken 
und  durch  n.,  Querschnitte  q.^  in  ein  System  T^  von  ni.^  Flächenstücken 
zerfällt,  so  kann  n.2  —  m.^  nicht  >  «^  —  in^  sein. 

Jede  Linie  q.,  bildet,  wenn  sie  nicht  ganz  in  das  Querschnitt- 
system qi  fällt,  zugleich  einen  oder  mehrere  Querschnitte  q.J  der 
Fläche  Tj.     Als  Endpunkte  der  Querschnitte  r//  sind  anzusehen: 

1)  die  2n2  Endpunkte  der  Querschnitte  q.^,  ausgenommen,  wenn  ihre 
Enden  mit  einem  Theil  des  Liniensystems  q^  zusammenfallen, 

2)  jeder   mittlere    Punkt    eines    Querschnitts   q^,    in  welchem  er  in 
einen  mittlem  Punkt  einer  Linie  q^  eintritt,  ausgenommen,  wenn 

-  er  sich  schon  in  einer  andern  Linie  q^  befindet,  d.  h.  wenn  ein 
Ende  eines  Querschnitts  gj  mit  ihm  zusammenfällt. 

Bezeichnet  nun  ft,  wie  oft  Linien  beider  Systeme  während  ihres 
Laufes  zusammentreffen  oder  auseinandergehen  (wo  also  ein  einzelner 
gemeinsamer  Punkt  dopj^elt  zu  rechnen  ist),  i'^,  wie  oft  ein  Endstück 
der  (/i  mit  einem  mittlem  Stücke  der  g^,  v^,  wie  oft  ein  Endstück 
der  q.,  mit  einem  mittlem  Stücke  der  r/j,  endlich  v.^,  wie  oft  ein  End- 
stück der  q^  mit  einem  Endstücke  der  q.^  zusammenfällt,  so  liefert 
Nr.  1  2«2  — '1^2  —  '^3;  Nr.  2  w  —  v^  Endpunkte  der  Querschnitte  g'^; 
beide  Fälle  zusammengenommen  aber  umfassen  sämmtliche  Endpunkte 
und  jeden  nur  einmal,  und  die  Anzahl   dieser  Querschnitte  ist  daher 

"-^ J^ =  11.2  ~\~  ^'^     Durch  ganz    ähnliche   Schlüsse   er- 

giebt  sich  die  Anzahl  der  Querschnitte  q\  der  Fläche  T^,  welche  durch 

die  Linien  q^  gebildet  werden,  = — ^ —   •         — -^* ,  also  ==  j«i -j- *'• 

Die  Fläche  T^  wird  nun  offenbar  durch  die  n.^  -\-  s  Querschnitte  q'.^  in 
dieselbe  Fläche  verwandelt,  in  welche  T.,  durch  die  n^  -f-  s  Querschnitte 
q\  zerfällt  wird.  Es  besteht  aber  T^  aus  nt^  einfach  zusammenhän- 
genden Stücken  und  zerfällt  daher  nach  Satz  I.  durch  n.,  -\-  s 
Querschnitte  in  vt^  -\-  Wy  -\-  s  Flächenstücke;  folglich  müsste,  Aväre 
in.2  <  }iij^  4"  IL,  —  n^,  die  Zahl  der  Flächenstücke  T.j  durch  ii^  -f-  ^"Quer- 
schnitte um  mehr  als  ii^  -}-  s  vermehrt  werden,  was  ungereimt  ist. 

Zufolge  dieses  Lehrsatzes  ist,  wenn  die  Anzahl  der  Querschnitte 
unbestimmt  durch  n,  die  Anzahl  der  Stücke  durch  Jit  bezeichnet  wird. 


*)  Unter  einer  Zerlegung  durch  melirere  Querschnitte  ist  stets  eine  successivc 
zu  verstehen,  d.  h.  eine  solche,  -wo  die  durch  einen  Querschnitt  entstandene 
Fläche  durch  einen  neuen  Querschnitt  weiter  zerlegt  wird. 
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n  —  m  für  alle  Zerlegungen  einer  Flüche  in  einfach  zusammenhängend o 
Stücke  constant;  denn  betrachten  wir  irgend  zwei  bestimmte  Zer- 
legungen durch  n^  Querschnitte  in  w^  Stücke  und  durch  n^  Quer- 
schnitte in  m^  Stücke,  so  muss,  wenn  erstere  einfach  zusammenhängend 
sind,  Wcj  —  ?%  < '%  — m^,  und  wenn  letztere  einfach  zusammenhän- 
gend sind;  Ui^  —  nij^  ^  **2  —  '^^hf  ^^^o  wenn  Beides  zutrifft,  n.,  —  w^ 
=  n^  —  w^  sein. 

Diese  Zahl  kann  füglich  mit  dem  Namen  „Ordnung  des  Zusam- 
menhangs" einer  Fläche  belegt  werden;  sie  wird 

durch  jeden  Querschnitt  um  1   erniedrigt  —  nach  der  Definition  — , 

durch  eine  von  einem  Innern  Funkte  das  Innere  einfach  bis  zu 
einem  Begrenzungspunkte  oder  einem  frühern  Schnittpunkte  durch- 
schneidende Linie  nicht  geändert  und 

durch  einen  innern  allenthalben  einfachen  in  zwei  Funkten  endenden 
Sclmitt  um   1  erhöht, 

weil  erstere  durch  Einen,  letztere  aber  durch  zwei  Querschnitt(^  in 
Einen  Querschnitt  verwandelt  werden  kann. 

Endlich  wir(i  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  einer  aus  mehreren 
Stücken  bestehenden  Fläche  erhalten,  wenn  man  die  Ordnungen  des 
Zusammenhangs  dieser  Stücke  zu  einander  addirt. 

Wir  werden  uns  indess  in  der  Folge  meistens  auf  eine  ans  Einem 
Stücke  bestehende  Fläche  beschränken,  und  uns  für  ihren  Zusammen- 
hang der  kunstloseren  Bezeichnung  eines  einfachen,  zweifachen  etc. 
bedienen,  indem  wir  unter  einer  wfach  zusammenhängenden  Fläche 
eine  solche  verstehen,  die  durch  n  —  1  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  zerlegbar  ist. 

In  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  des  Zusammenhangs  der  Begren- 
zung von  dem  Zusammenhang  einer  Fhkhe  erhellt  leicht: 

1)  Die  Begrenzung  einer   einfach  zusammenhängenden  Fläche   be- 
steht notliw endig  aus  Einer  in  sich  zurücklaufenden  Linie. 

Bestände  die  Begrenzung  aus  getrennten  Stücken,  so  würde  ein 
Querschnitt  q,  der  einen  Funkt  eines  Stücks  a  mit  einem  Punkte  eines 
andern  h  verbände,  nur  zusammenhängende  Flächentheilo'  von  einander 
scheiden,  da  sich  im  Innern  der  Fläche  längs  a  eine  Linie  von  der 
einen  Seite  des  Querschnitts  q  an  die  entgegengesetzte  führen  Hesse; 
und  folglich  würde  q  die  Fläche  nicht  zerstücken,  gegen  die  Voraus- 
setzung. 

2)  DiH-ch  jeden  Querschnitt  wird  die  Anzahl  der  Begrenzungsstücke 
entweder  um   1  vermindert  oder  um  1  vermehrt. 

Ein  Querschnitt  q  verbindet  entweder  einen  Punkt  eines  Begren- 
zungsstücks a   mit  einem  Punkte    eines    andern  h,  —  in   diesem    Falle 


]'2  \.     (!riin(lla<x('ii  fiir  (;iiie  iilli^cniriiiu    r!iri)iie 

bilden  iille  diese  Linien  zusammengenommen  in  der  Folge  a,  q,  b,  q 
ein  einziges  in  sich  zurücklaufendes  Stück  der  Begrenzung  — 

oder  er  verbindet  zwei  Punkte  Eines  Stücks  der  Begrenzung,  — 
in  diesem  Falle  zerfällt  dieses  durch  seine  beiden  Endpunkte  in  zwei 
Stücke,  deren  jedes  mit  dem  Querschnitte  zusammengenommen  ein  in 
sich  zurücklaufendes  Begrenzungsstück  bildet  — 

oder  endlich,  er  endet  in  einem  seiner  früheren  Punkte  und  kann 
betrachtet  werden  als  zusammengesetzt  aus  einer  in  sich  zurücklaufen- 
den Linie  o  und  einer  andern  1,  welche  einen  Punkt  von  o  mit  einem 
Punkte  eines  Begrenzungsstücks  a  verbindet,  —  in  Avelchem  Falle  o 
eines  Theils,  und  a,  l,  o,  l  andern  Tlieils  je  ein  in  sich  zurücklaufen- 
des Begrenzungsstück  bilden. 

Es  treten  also  entweder  —  im  erstem  Falle  —  an  die  Stelle 
zweier  Ein,  oder  —  in  den  beiden  letzteren  Fällen  —  an  die  Stelle 
Eines  zwei  Begrenzungsstücke,  woraus  unser  Satz  folgt. 

Die  Anzahl  der  Stücke,  aus  Avelchen  die  Begrenzung  eines  nfach 
zusammenhängenden  Flächenstücks  besteht,  ist  daher  entweder  =  u 
oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner. 

Hieraus  ziehen  wir  noch  das  Corollar: 

Wenn  die  Anzahl  der  Begrenzungsstücke  einer  y<fach  zusammen- 
hängenden Fläche  =  n  ist,  so  zerfällt  diese  durch  jeden  überall  ein- 
fachen im  Innern  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  in  zwei  getrennte 
Stücke. 

Denn  die  Ordnung  des  Zusammenhangs  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert, die  Anzahl  der  Begrenzungsstücke  um  2  vermehrt;  die  Fläche 
würde  also,  wenn  sie  eine  zusammenhängende  wäre,  einen  m fachen 
Zusammenhang  und  n  -\-  2  Begrenzungsstücke  haben,  was  unmöglich  ist. 


7. 

Sind  X  und  Y  zwei  in  allen  Punkten  der  über  A  ausgebreiteten 
Fläche  T  stetige  Functionen  von  x,  y,  so  ist  das  über  alle  Elemente 
(IT  dieser  Fläche  ausgedehnte  Integral 

/(al+  gf)  ^^^  =  -JiX^o.l  +  Ycos^)  äs, 

wenn  in  jedem  Punkte  der  Begrenzung  die  Neigung  eincsr  auf  sie  nach 
Innen  gezogenen  Normale  gegen  die  ^-Axe  durch  ^,  gegen  die  y/-Axe 
durch  r]  bezeichnet  wird,  und  sich  diese  Integration  auf  sämmtliche 
Elemente  ds  der  Begrenzungslinie  erstreckt. 

Um   das  Integral     I    -^dT  zu   transformiren,   zerlegen    wir    den 
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von  der  Fläche  T  bedeckten  Theil  der  Ebene  A  durch  em  System  der 
a;-Axe  paralleler  Linien"  in  Elementarstreifen,  und  zwar  so,  dass  jeder 
Windungspunkt  der  Fläche  T  in  eine  dieser  Linien  füllt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  der  auf  jeden  derselben  fallende  Theil  von  T 
aus  einem  oder  mehreren  abgesondert  verlaufenden  trapezförmigen 
Stücken.  Der  Beitrag  eines  unbestimmten  dieser  Flächenstreifeu, 
welcher   aus   der  y-Axe    das  Element  dy  ausscheidet,  zu   dem  Werthe 

von    /  ^^dT  wird  dann  offenbar  =  f/?/    i  y^dx,    wenn    diese    Litc- 

gration  durch  diejenige  oder  diejenigen  der  Fläche  T  angehörigen 
geraden  Linien  ausgedehnt  wird,  welche  auf  eine  durch  einen  Punkt 
von  dy  gehende  Normale  fallen.  Sind  nun  die  unteren  Endpunkte 
derselben  (d.  h.  welchen  die  kleinsten  Werthe  von  x  entsprechen) 
0^,  .0^^,  0^  ,  .  .  .,  die  oberen  0',  0",  0'",  .  .  .  und  bezeichnen  wir  mit 
X,  X^,  ....  X',  X",  ....  die  Werthe  von  X  in  diesen  Punkten, 
mit  ds^,  ds^^,  ....  ds',  ds",  ....  die  entsprechenden  von  dem  Flächen- 
streifen aus  der  Begrenzung  ausgeschiedenen  Elemente,  mit  |^,  |^^,  .  .  .  . 
I',  I",  ....  die  Werthe  von  ^  an  diesen  Elementen,  so  wird 

rdx 


J 


o     dx  =  —  X  —  X    —  X 

ex  /  >/  / 


-f  X'  +  X"  +  X'"  .... 

Die  Winkel  ^  werden  offenbar  spitz  an   den   unteren,    stumpf  an   den 
oberen  Endpunkten,  und  es  wird  daher 

dy  =        cos  t,ds^  =       cos  i,^ds^^  .... 
=  —  cos  ^  ds  =  —  cos  ^'  ds"  .... 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

dy  I  -TT-  dx  =^  —  2JX  cos  i,ds, 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  Begrenzungselemente   bezieht,   welche 
in  der  ^-Axe  dy  zur  Projection  haben.  • 

Durch  Integration  über  sämmtliche  in  Betracht  kommende  dy 
werden  offenbar  sämmtliche  Elemente  der  Fläche  T  und  sämmtliche 
Elemente  der  Begrenzung  erschöpft,  und  man  erhält  daher,  in  diesem 
Umfange  genommen, 

r^'  dT  =  —   fx  cos  Ids. 
Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  findet  man 
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und  folglich 


Bezeichnen  wir  in  der  Begrenzimgslinie,  von  einem  festen  Anfangs- 
])unkte  aus  in  einer  bestimmten  später  festzusetzenden  Richtung  ge- 
rechnet, die  Länge  derselben  bis  zu  einem  unbestimmten  Punkte  Oo 
durch  s,  und  in  der  in  diesem  Punkte  0„  errichteten  Normalen  die 
Entfernung;  eines  unbestimmten  Punktes  0  von  demselben  und  zwar 
nach  Innen  zu  als  positiv  betrachtet  durch  |;,  so  können  offenbar  die 
Werthe  von  x  uud  ij  im  Punkte  0  als  Functionen  von  s  und  j)  an- 
gesehen werden,  und  es  werden  dann  in  den  Punkten  der  Begrenzungs- 
linie die  partiellen  Differentialquotienten 


ex  5.       eil  ex  ,  Cy 

^ —  =  cos  E,     -r-'-  -         "      " 

dp  '     ep 


cos  a,     ;^  =  cos^,    -^  =  +  cos7^,    -^ -=  +  cos  I, 


wo  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  die  Richtung,  in  welcher  die 
Grösse  s  als  wachsend  betrachtet  wird,  mit  p  einen  gleichen  Winkel 
einschliesst,  wie  die  a:-Axe  mit  der  ^y-Axe,  wenn  einen  entgegen- 
gesetzten, die  unteren.  Wir  werden  diese  Richtung  in  allen  Theilen 
der  Begrenzung  so  annehmen,  dass 

ex  cy  1    f.  1   T  1        oy  dx 

^—  =  ^     und  folglich       —  =  —  -?r- 
es  ep  "  es  cp 

ist,  Avas  die  Allgemeinheit  unserer  Resultate  im  Wesentlichen  nicht 
beeinträchtigt. 

Offenbar  können  wir  diese  Bestimmungen  auch  auf  Linien  im 
Innern  von  T  ausdehnen;  nur  haben  wir  hier  zur  Bestimmung  der 
Vorzeichen  von  dp  und  ds,  wenn  deren  gegenseitige  Abhängigkeit  wie 
dort  festgesetzt  wird,  noch  eine  Angabe  hinzuzufügen,  Avelche  entweder 
das  Vorzeichen  von  dp  oder  von  ds  festsetzt;  und  zwar  werden  wir 
bei.  einer  in  sich  zurücklaufenden  Linie  angeben,  von  welchem  der 
durch  sie  geschiedenen  Flächentheile  sie  als  Begrenzung  gelten  solle, 
wodurch  das  Vorzeichen  von  dp  bestimmt  wird,  bei  einer  nicht  in 
sich  zurücklaufenden  aber  ihren  Anfangspunkt,  d.  h.  den  Endpunkt, 
wo  .s'  den  kleinsten  Werth  annimmt. 

Die  Einführung  der  für  cos  |  und  cos  i]  erhaltenen  Werthe  in  die 
im  vorigen  Art.  bewiesene  Gleichung  giebt,  in  demselben  Umfange  wie 
dort  genommen. 
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9. 

Durch  Anwendung   des  Satzes  am  Schlüsse   des  vorigen   Art.  auf 
den  Fall,  wo  in  allen  Theilen  der  Fläche 

dx  ""     dy 

ist,  erhalten  wir  folgende  Sätze: 

I.    Sind    X  und    Y  zwei    in    allen   Punkten    von    T  endliche    und 
stetige  und  der  Gleichung 

dX    ,    dY 
öx    '     cy 

genügende  Functionen,  so  ist,  durch  die  ganze  Begreuzung  von  T  aus- 
gedehnt, 

^     cp    '        dp) 


R- 


Denkt  man  sich  eine  heliebige  über  A  ausgestreckte  Fläche  T^  m 
zwei  Stücke  T,.  und  T..  auf  beliebige  Art  zerfällt,  so  kann  das  Integral 


/("g  + 


'^4-YV>\ds 


cp 


in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  T.^  betrachtet  werden  als  die  Differenz 
der  Integrale  in  Bezug  auf  die  Begrenzung  von  T^  und  in  Bezug  auf 
die  Begrenzung  von  T^,  indem,  wo  T^  sich  bis  zur  Begrenzung  von 
Ti  erstreckt,  beide  Integrale  sich  aufheben,  alle  übrigen  Elemente  aber 
einem  Elemente  der  Begrenzung  von  T.j  entsprechen. 
Mittelst  dieser  Umformuno-  erg-iebt  sich  aus  L: 


IL    Der  Werth  des  Integrals 


f(^P> 


'        cpj       ' 


durch  die  ganze  Begrenzung  einer  über  A  ausgebreiteten  Fläche  er- 
streckt, bleibt  bei  beliebiger  Erweiterung  oder  Verengerung  derselben 
constant,  wenn  nur  dadurch  keine  Flächentheik  Hein-  oder  austreten, 
innerhalb  welcher  die  Voraussetzungen  des  Satzes  I.  nicht  erfüllt  sind. 
Wenn  die  Functionen  X,  Y  zwar  in  jedem  Theile  der  Fläche  T 
der  vorgeschriebenen  Differentialgleichung  genügen,  aber  in  einzelnen 
Linien  oder  Punkten  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet  sind,  so  kann  man 
jede  solche  Linie  und  jeden  solchen  Punkt  mit  einem  beliebig  kleinen 
Flächentheil  als  Hülle  umgeben  und  erhält  dann  durch  Anwendung 
des  Satzes  IL: 


V 


\C)  1.     (jiundlagen  für  oiiic  .nllgoniciue  Theorie 

111.    Das  Inteunil 


/(x||  +  r^).. 


in  ]»ezu<;'  auf  die  ganze  Begrenzung  vo)i  T  ist   gleich   der  8umme  der 
InteuTule 


J'i^U+'t)"^ 


in  Bezug  auf  die  Umgrenzungen  aller  Unstetigkeitsstellen,  und  zwar 
behält  in  Bezug  auf  jede  einzelne  dieser  Stellen  das  Integral  denselben 
Werth,  in  wie  enge  Grenzen  man  sie  auch  einschliessen  möge. 

Dieser  Werth  ist  für  einen  blossen  Unstetigkeitspunkt  nothwendig 
gleich  0,  wenn  mit  der  Entfernung  q  des  Punktes  0  von  demselben 
zugleich  qX  und  ()  1"  unendlich  klein  werden;  denn  führt  man  in  Be- 
zug auf  einen  solchen  Punkt  als  Anfangspunkt  und  eine  beliebige  An- 
fangsrichtung Polarcoordinaten  q,  (p  ein  und  wählt  zur  Umgrenzung 
einen  um  denselben  mit  dem  Radius  q  beschriebeneu  Kreis,  so  wird 
das  auf  ihn  bezügliche  Integral  durch 


j'(^g+i'H:)*"^ 


ausgedrückt    und    kann    folglich    nicht  einen    von    Null    verschiedenen 
Werth  X  haben,  weil,  was  auch  n  sei,  ^  immer  so  klein  angenommen 

werden  kann,  dass  abgesehen  vom  Zeichen  [X  - — \-  Y  -  \  q  für  jeden 
A\'erth   von  od  <  -  -  und  folglich 


/(^•;+i-B)«"'^<'' 


wird.  « 

IV.  Ist  in  einer  einfach  zusammenhängenden  über  Ä  ausgebrei- 
teten Fläche  für  jeden  Flächentheil  das  durch  dessen  ganze  Begrenzung 
erstreckte  Integral 


oder 


so  erhält  für  irgend  zwei  feste  Punkte  0,,  und  0  dies  Integral  in 
Bezug  auf  alle  von  ()„  in  doi'scllx'n  jiaeli  0  gehende  Linien  denselben 
AVerth. 
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Je  zwei  die  Punkte  0«  und  0  verbindende  Linien  s^  und  s.,  bilden 
zusammengenommen  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  6'3.  Diese  Linie 
besitzt  entweder  selbst  die  Eigenschaft,  keinen  Punkt  mehrfach  zu 
durchschneiden,  oder  man  kann  sie  in  mehrere  allenthalben  einfache 
in  sich  zurücklaufende  Linien  zerlegen,  indem  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  aus  dieselbe  durchlaufend  jedesmal,  wenn  man  zu  einem 
frühern  Punkte  zurückgelangt,  den  inzwischen  durchlaufenen  Theil 
ausscheidet  und  den  folgenden  als  unmittelbare  Fortsetzung  des  vor- 
hergehenden betrachtet.  Jede  solche  Linie  aber  zerlegt  die  Fläche  in 
eine  einfach  und  eine  zweifach  zusammenhängende;  sie  bildet  daher 
noth wendig  von  Einem  dieser  Stücke  die  ganze  Begrenzung,  und  das 
durch  sie  erstreckte  Integral 


J'{^w-^U)^^ 


wird  also  der  Voraussetzung  nach  =  o.  Dasselbe  gilt  folglich  auch 
von  dem  durch  die  ganze  Linie  s.^  erstreckten  Integrale,  wenn  die 
Grösse  s  überall  in  derselben  Richtung  als  wachsend  betrachtet  wird; 
es  müssen  daher  die  durch  die  Linien  s^  und  s^  erstreckten  Integrale, 
wenn  diese  Richtung  ungeändert  bleibt,  d.  h.  in  einer  derselben  von 
0,j  nach  0  und  in  der  andern  von  0  nach  Oo  geht,  einander  aufheben, 
also,  wenn  sie  in  letzterer  geändert  wird,  gleich  werden. 

Hat  man  nun  irgend  eine  beliebige  Fläche  T,  in  welcher  allgemein 

zu  reden 

oX    .    cY  _ 
dx  "■"  dy 

ist,  so  schliesse  man  zunächst,  wenn  nöthig,  die  Unstetigkeitsstellen  aus, 
so  dass  im  übrigen  Flächenstücke  für  jeden  Flächentheil 


Ji^'^-^'^)'^^-" 


ist,  und  zerlege  dieses  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  T*.  Für  jede  im  Innern  von  T*  von  einem  Punkte 
Oo  nach  einem  andern  0  gehende  Linie  hat  dann  unser  Integral  den- 
selben Werth;  dieser  Werth,  für  den  zur  Abkürzung  die  Bezeichnung 

0 


/(^If-^lf)"' 


gestattet  sein  möge,'  ist  daher,  0,,  als  fest,  0  als  beweglich  gedacht, 
für  jede  Lage  von  0  abgesehen  vom  Laufe  der  Verbindungslinie  ein 
bestimmter  und  kann  folghch  als  Function  von  x,  y  betrachtet  werden. 
Die  Aenderung  dieser  Function  wird  für  eine  Verrückung  von  0  längs 
eines  beliebigen  Linienelements  ds  durch 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  2 
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ausgedrückt,  ist  in  7'*  überall  stetig  und  längs  eines  Querschnitts  von 
T  zu  beiden  Seiten  gleich; 
V.    das  Integral 

bildet  daher,  0„  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y,  welche  in  T* 
überall  sich  stetig,  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  von  T  aber 
um  eine  längs  derselben  von  einem  Zweigpunkte  zum  andern  constante 
Grösse  ändert,  und  von  welcher  der  partielle  Differentialquotient 

i^=Y,  "^^-X  ist. 

ex  '    oy 

Die  Aenderungen  beim  ueberschreiten  der  Querschnitte  sind  von 
feiner  der  Zahl  der  Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unab- 
hängiger rrrösseu  abhängig;  denn  wenn  man  das  Querschnittsystem 
,wickwärts  —  die  späteren  Theile  zuerst  —  durchläuft,  so  ist  diese 
Aenderung  überall  bestimmt,  wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes 
Querschnitts  gegeben  wird;  letztere  Werthe  aber  sind  von  einander 
unabhängig.  (-) 

10. 
Setzt  mau  für  die  bisher  durch  X  bezeichnete  Function 


für   Y,  so  wird 

oX 
dx 


CU  ,     CU  ^  Öll  ,     CU 

u  -75 u   ö—    und  II  -K n    -0— 

ex  ex  cy  oy 


wenn  also  die  Functionen  u  und  u'  den  Gleichungen 
genügen,  so  wird 


dx'^    '    dy-  '  dx-     '    dy^ 


dX.dY 
dx    '     dy 


iiiul  es  finden  auf  den  Ausdruck 


welcher 


/■ 
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=  j     [''    dp--''       W)    ^^ 

wird,  die  Sätze  des  vorigen  Art.  Anwendung. 

Machen  wir  nun  in  Bezug  auf  die  Function  ti  die  Voraussetzung, 
dass  sie  nebst  ihren  ersten  Differentialquotienten  etwaige  Unstetig- 
keiten  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet,  und  für  jeden  Uu- 
stetigkeitspunkt  zugleich    mit    der  Entfernung   ^    des  Punktes   0    von 

demselben  q  ^-^    und    q  ^  unendlich  klein  werden,  so  können  ^le  Un- 

Stetigkeiten  von  u  in  Folge  der  Bemerkung  zu  III.  des  vorigen  Art. 
ganz  unberücksichtigt  bleiben. 

Denn  alsdann  kann  man  in  jeder  von  einem  Unstetigkeitspunkte 
ausgehenden  geraden  Linie  einen  Werth  R  von  q  so  annehmen,  dass 

du du  dx  j^      du  dy 

^  d  Q        ^  dx  d  Q  ~^  ^  dy  dQ 

unterhalb  desselben  immer  endlich  bleibt,  und  bezeichnet  ü  den  Werth 
von  n  für  q  =  B,  M  abgesehen  vom  Zeichen  den  grössten  Werth  der 

Function  q  ^  m  jenem  Intervall,  so  wird,  in  derselben  Bedeutung 
genommen,  stets  u  —  U  <M  (log  p  —  log  R)  sein,  folglich  q  {U  —  U) 
und    also    auch   qu  mit   q    zugleich   unendlich    klein   werden;    dasselbe 

gilt  aber  der  Vorausset/amg  nach  von  q  k^  und  q  -^  und  folglich, 
wenn  n'  keiner  Unstetigkeit  unterliegt,  auch  von 

{du  ,  du\  1        (     cu  du\ 

^X'dx-''    J-x)    ^"^'^    H"   ^~       ^j' 
der  im  vorigen  Art.  erörterte  Fall  tritt  hier  also  ein. 

Wir  nehmen  nun  ferner  an,  dass  die  den  Ort  des  Punktes  0 
bildende  Fläche  T  allenthalben  einfach  über  A  ausgebreitet  sei,  und 
denken  uns  in  derselben  einen  beliebigen  festen  Punkt  Oo,  wo  *f,  x,  y 
die  Werthe  ii„,  Xo,  jfo  erhalten.     Die  Grösse 

^  log  f  (x  —  Xof  -{-{y  —  yof  ^  =  log  r , 

als  Function  von  x,  y  betrachtet,  hat  alsdann  die  Eigenschaft,  dass 

d  ^  log  r    1    d  '^  log  r  ^^ 
dx^     "•"      dy' 

wird,  und  ist  nur  für  x  =  Xo,  y  =  yo,  also  in  unserm  Falle  nur  für 
Einen  Punkt  der  Fläche  T  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet. 

Es  wird  daher  nach  Art.  9.,  IIL,  wenn  wir  log  r  für  u'  setzen 


j'(" 


dlosr       1  du\    j^ 


cp  "     c  p 

2* 
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in  Bezug  auf  die  ganze  Begrenzung  von  T  gleich  diesem  Integrale  in 
Bezug  auf  eine  beliebige  Umgrenzung  des  Punktes  Oo  und  also,  wenn 
wir  dazu  die  Peripherie  eines  Kreises,  wo  r  einen  constanten  Werth 
hat,  wählen  und  von  einem  ihrer  Punkte  in  einer  behebigen  festen 
Hichtung  den  Bogen  bis  0  in  Theilen  des  Halbmessers  durch  9)  be- 
zeichnen, gleich 

2n 


J'*    3  log  r      ,  ,  r?^    7 

u~^rdcp-\ogrj  ^^ds, 


0 
oder  da 

i  J^  ds==  0  ist,       =  —   /  ud(p, 
*'  ü 

welcher  Werth,    wenn  «<  im  Punkte   Oo  stetig  ist,  für   ein   unendlich 
kleines  r  in  —  Mo  2  7t  übergeht. 

Unter  den  in  Bezug  auf  u  und  T  gemachten  Voraussetzungen 
haben  wir  daher  für  einen  beliebigen  Punkt  O,,  im  Innern  der  Fläche, 
in  welchem  «  stetig  ist, 

in  Bezug  auf  die  ganze  Begrenzung  derselben  und 

•in 
0 

in  Bezug  auf  einen  um  0„  beschriebenen  Kreis.    Aus  dem  ersten  dieser 
Ausdrücke  ziehen  wir  folgenden 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  u  innerhalb  einer  die  Ebene 
A  allenthalben  einfach  bedeckenden  Fläche  T  allgemein  zu  reden  der 
Di  ft'erentialgleichung 

o^u  j_  d^u 

genügt  und  zwar  so,  dass 

1.)  die  Punkte,  in  welchen  diese  Differentialgleichung  nicht  erfüllt 
ist,  keinen  Fläch  entheil, 

2.)  die  Punkte,  in  welchen  v,  tt-,  ^^  unstetig  werden,  keine  Linie 

stetig  erfüllen, 
3.)  für  jeden  Unstetigkeitspunkt  zugleich   mit  der  Entfernung  q 

des  Punktes  0  von  demselben  die  Grössen  p  t^— ,  p  ^r-  unend- 

^  ox^  ^  dy 

lieh  klein  werdou  und 
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4.)  bei    u    eine    durch    Abänderung   ihres    Werthes    in    einzehien 
Punkten  hebbare  Unstetigkeit  ausgeschlossen  ist, 
so  ist  sie  nothwendig  nebst  allen  ihren  Differentialquotienten  für  alle 
Punkte  im  Innern  dieser  Fläche  endlich  und  stetig. 

In  der  That,   betrachten  wir  den  Punkt  Oo  als  beweglich,   so  än- 
dern sich  in  dem  Ausdrucke 


/( 


,  ou  c  log  r\    -j 

log  r  ö u      ^       I  d 

°    dp  Gp    J 


nur  die  Werthe  log  r,      ^      ,        ^   .    Diese  Grössen  aber  sind  für  jedes 

Element  der  Begrenzung,  so  lange  Oo  im  Innern  von  T  bleibt,  nebst 
allen  ihren  Differentialquotienten  endliche  und  stetige  Functionen  von 
Xa,  yo,  da  die  Differential quotienten  durch  gebrochene  rationale 
Functionen  dieser  Grössen  ausgedrückt  werden,  die  nur  Potenzen  von 
r  im  Nenner  enthalten.  Dasselbe  gilt  daher  auch  für  den  Werth 
unsers  Integrals  und  folglich  für  die  Function  « g.  Denn  diese  könnte 
unter  den  früheren  Voraussetzungen  nur  in  einzelnen  Punkten,  indem 
sie  unstetig  würde,  einen  davon  verschiedenen  Werth  haben,  welche 
Möglichkeit  durch  die  Voraussetzung  4.)  unsers  Lehrsatzes  wegfällt. 

11. 

Unter  denselben  Voraussetzungen  in  Bezug  auf  u  und  T,  wie  am 
Schlüsse  des  vorigen  Art.  haben  wir  folgende  Sätze: 

I.  Wenn  längs  einer  Linie  u  ^=  o  und  ^  =  o  ist,  so  ist  u 
überall  =  o. 

Wir  beweisen  zunächst,  dass  eine  Linie  A,  wo  u  =  o  und  ^  =  o 

ist,  nicht  die  Begrenzung  eines  Flächentheils  a,  wo  n  positiv  ist, 
bilden  könne. 

Gesetzt,  dies  fände  statt,  so  scheide  man  aus  a  ein  Stück  aus, 
welches  eines  Theils  durch  A,  andern  Theils  durch  eine  Kreislinie  be- 
grenzt wird  und  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  nicht  enthält,  welche 
Construction  allemal  möglich  ist.  Man  hat  dann,  wenn  man  die  Polar- 
coordinaten  von  0  in  Bezug  auf  Oq  durch  r,  cp  bezeichnet,  durch  die 
ganze  Begrenzung  dieses  Stücks  ausgedehnt 

du     ,  /*     dlogr 


I  logr;^—  ds  —  in 
J      ^    dp  J 


ds 


dp 

also    in    Folge    der  iVnnahme    auch    für    den    ganzen    ihr  angehörigen 
Kreisbogen 

/  udcp -\- log  r  I  y^^ds  =  o, 
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oder  da 


J 


^—  äs  =  0 
dp 


ist, 

0, 


I  ttdcp 


was  mit  der  Voraussetzung,  dass    u.  im  Innern  von  a  positiv  sei,  un- 
verträglich ist. 

Auf  ähnliche  Art  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  u  ==  o  und 

^  zr=  0  nicht  in  einem  Begrenzungstheile  eines  Flächenstücks  h,  wo  u 

negativ  ist,  stattfinden  könne. 

Wenn  nun   in  der  Fläche  T  in  einer  Linie  ii  =  o  und  ^—  =  o  ist 

op 

und   in  irgend   einem  Theile   derselben  ti  von  Null   verschieden   wäre, 

so  müsste  ein  solcher  Flächentheil  offenbar  entweder  durch  diese  Linie 

selbst  oder  durch   einen  Flächentheil,   wo  u  =  o  wäre,   also  jedenfalls 

durch  eine  Linie  wo  u  und  t^-  =  o  wäre,  begrenzt  werden,  was  noth- 

wendig  auf  eine  der  vorhin  widerlegten  Annahmen  führt. 

IL  Wenn  der  Werth  von  u  und  -^  längs  einer  Linie  gegeben 
ist,  so  ist  u  dadurch  in  allen  Theileu  von  T  bestimmt. 

Sind  H^  und  u.^  irgend  zwei  bestimmte  Functionen,  welche  den  der 
Function  u  auferlegten  Bedingungen  genügen,  so  gilt  dies  auch,  wie 
sich  durch  Substitution  in  diesen  Bedingungen  sofort  ergiebt,  für  ihre 
Differenz  u^  —  ii^.  Stimmten  nun  ^^^  und  «3  längs  einer  Linie  nebst 
ihren  ersten  Differentialquotienten  nach  p  überein,  in  einem  andern 
Flächentheile   aber   nicht,   so   würden  längs   dieser  Linie   »^  —  ^<2  ==  0 

und  — ^-^ =  0    sein,    ohne    überall   ^=    0    zu    sein,    dem    Satze   I. 

dp  ' 

zuwider. 

III.  Die  Punkte  im  Innern  von  T,  wo  u  einen  coustanten  Werth 
hat,  bilden,  wenn  u  nicht  überall  coustant  ist,  nothwendig  Linien, 
welche  Flächentheile,  wo  11  grösser  ist,  von  Flächentheilen,  wo  u  kleiner 
ist,  scheiden. 

Dieser  Satz  ist  aus  folgenden  zusammengesetzt: 

n  kann  nicht  in  einem  Punkte  im  Imiern  von  T  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  haben; 

u  kann  nicht  nur  in  einem  Theile  der  Fläche  constant  sein; 

die  Linien,  in   denen  u  =  a  ist,  können  nicht  beiderseits  Flächen- 
theile begrenzen,  wo  ii  —  a  dasselbe  Zeichen  hat; 
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Sätze,  deren  Gegentheil ,  wie  leicht  zu  sehen,  allemal  eine  Verletzung 
der  im  vorigen  Art.  bewiesenen  Gleichung 

0 

oder 

herbeiführen  müsste  und  folglich  unmöglich  ist. 

12. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zurück  zur  Betrachtung  einer  veränderlichen 
complexen  Grösse  n^  =  u-\-vi,  welche,  allgemein  zu  reden  (d.  h.  ohne 
eine  Ausnahme  in  einzelnen  Linien  und  Punkten  auszuschliessen),  für 
jeden  Punkt  0  der  Fläche  T  Einen  bestimmten  mit  der  Lage  desselben 
stetig  und  den  Gleichungen 

cu  0  V    du  cv 

dx         dy'  dy  dx 

gemäss  sich  ändernden  Werth  hat,  und  bezeichnen  diese  Eigenschaft 
von  IV  nach  dem  früher  Festgestellten  dadurch,  dass  wir  iv  eine 
Function  von  z  =  x  -\-  yi  nennen.  Zur  Vereinfachung  des  Folgenden 
setzen  wir  dabei  im  Voraus  fest,  dass  bei  einer  Function  von  z  eine 
durch  Abänderung  ihres  Werthes  in  einem  einzelnen  Punkte  hebbare 
Unstetigkeit  nicht  vorkommen  solle. 

Der  Fläche  T  wird  vorerst  ein  einfacher  Zusammenhang  und  eine 
allenthalben  einfache  Ausbreitung  über  die  Ebene  A  beigelegt. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Function  iv  von  z  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  jedenfalls  nicht  längs  einer  Linie  erleidet  und  ferner  für 
jeden  beliebigen  Punkt  0'  der  Fläche ,  wo  0  =  /  sei ,  iv  (z  —  /)  mit 
unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  unendlich  klein  wird,  so  ist 
sie  nothwendig  nebst  allen  ihren  DifFerentialquotienten  in  allen  Punkten 
im  Innern  der  Fläche  endlich  und  stetig. 

Die  über  die  Veränderungen  der  Grösse  tu  gemachten  Voraus- 
setzungen zerfallen,  wenn  z  —  /  =  Qß'^'  gesetzt  wird,  für  w  und  v  in 
die  folgenden: 


und 


^  .  du         3 V 

1.) ^-  =  0 

^  ex         öy 

,-jv  du    1    cv 

^•)  ä^  +  ä^  =  ^ 
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für  jeden  Tlieil  der  FHiclie  T-^  3.)  die  Funktionen  ii  und  v  sind  nicht 
längs  einer  Linie  unstetig;  4.)  für  jeden  Punkt  0'  werden  mit  der  Ent- 
fernung Q  des  Punktes  0  von  demselben  qh  und  qv  unendlich  klein; 
5.)  für  die  Functionen  u  und  v  sind  Unstetigkeiten,  die  durch  Ab- 
änderung ihres  Wertlies  in  einzelnen  Punkten  gehoben  werden  könnten, 
ausgeschlossen. 

In  Folge  der  Voraussetzungen  2.),  3.),  4.)  ist  für  jeden  Theil  der 
Fläche  T  das  über  dessen  ganze  Begrenzung  ausgedehnte  Integral 

nach  Art.  9.,  111.  =  o  und  das  Integral 

0 

Jlu  ^  —  V  -J-]  ds 

Oo 

erhält  daher   (nach  Art.  9.,  IV.)   durch  jede  von   Oo  nach  0   gehende 

Linie  erstreckt  denselben  Werth  und  bildet,   Oo  als  fest  gedacht,  eine 

bis  auf  einzelne  Punkte  nothwendig  stetige  Function  U  von  x,  y,  von 

welcher  (und  zwar  nach  5.)   in  jedem  Punkte)  der  Differentialquotient 

cU  c  U 

^^-  =  u  und  -^—  =  —  V  ist.     Durch  Substitution  dieser  Werthe  für  u 

ex  cy 

und  V  aber  gehen  die  Voraussetzungen  1.),  3.),  4.)  in  die  Bedingungen 

des  Lehrsatzes   am   Schlüsse    des  Art.  10.  über.     Die  Function   U  ist 

daher  nebst  allen  ihren  Differentialquotienten  in  allen  Punkten  von  T 

endlich  und   stetig  und  dasselbe  gilt  folglich  auch  von  der  complexen 

Function  iv  =  -^ ^—  i  und  ihren  nach  s  genommenen  Differential- 

cx         cy  ° 

quotienten. 

13. 

Es  soll  jetzt  untersucht  werden,  was  eintritt,  wenn  wir  unter 
Beibehaltung  der  sonstigen  Voraussetzungen  des  Art.  12.  annehmen, 
dass  für  einen  bestimmten  Punkt  0'  im  Innern  der  Fläche  {p  —  0')  tv 
==  ge^'  w  bei  unendlicher  Annäherung  des  Punktes  0  nicht  mehr 
unendlich  klain  wird.  In  diesem  Falle  wird  also  tv  bei  unendlicher 
Annäherung  des  Punktes  O  an  (/  unendlich  gross,  und   wir  nehmen 

an,  dass,  wenn  die  Grösse  tv  nicht  mit       von  gleicher  Ordnung  bleibt, 

d.  h.  der  Quotient  beider  sich  einer  endlichen  Grenze  nähert,  wenig- 
stens die  Ordnungen  beider  Grössen  in  einem  endlichen  Verhältnisse 
zu  einander  stehen,  so  dass  sich  eine  Potenz  von  q  angeben  lässt, 
deren   Product   in   w  für   ein   unendlich   kleines   q   entweder   unendlich 
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klein  wird  oder  endlich  bleibt.  Ist  ^  der  Exponent  einer  solchen 
Potenz  und  n  die  nächst  grössere  ganze  Zahl,  so  wird  die  Grösse 
{2  —  /)"  w  =  q''  c"'^'  w    mit    Q    unendlich    Idein,    und    es    ist    daher 

{z  —  /)"•"    tv  eine  Function  von  z  (da  —^ — ~ von  dz  unabhängig 

ist),  welche  in  diesem  Theile  der  Fläche  den  Voraussetzungen  des  Art.  12. 
genügt  und  folglich  im  Punkte  0'  endlich  und  stetig  ist.  Bezeichnen 
wir  ihren  Werth  im  Punkte  0'  mit  a„_i,  so  ist  iz  —  /)''"  lu  —  ««—i 
eine  Function,  die  in  diesem  Punkte  stetig  und  =  0  ist  und  folglich 
mit  Q  unendlich  klein  wird,  woraus  man  nach  Artikel  12.  schliesst,  dass 

(z  —  /)""■"  tv  —    "~^.  eine  im  Punkte  0'  stetige  Function  ist.     Durch 

Fortsetzung  dieses  Verfahrens  wird  offenbar  tv  mittelst  Subtraction 
eines  Ausdruckes  von  der  Form 

Ol        ,         «2  an  —  i 


(z-z)' {z 

in  eine  Function  verwandelt,  welche  im  Punkte  0'  endlich  und  stetig 
bleibt. 

Wenn  daher  unter  den  Voraussetzungen  des  Art.  12.  die  Aenderung 
eintritt,  dass  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  einen  Punkt  0' 
im  Innern  der  Fläche  T  die  Function  iv  unendlich  gross  wird,  so  ist 
die  Ordnung  dieses  unendlich  Grossen  (eine  im  verkehrten  Verhältnisse 
der  Entfernung  wachsende  Grösse  als  ein  unendlich  Grosses  erster 
Ordnung  betrachtet)  wenn  sie  endlich  ist,  noth wendig  eine  ganze  Zahl; 
und  ist  diese  Zahl  =  m,  so  kann  die  Function  to  durch  Hinzufügung 
einer  Function,  welche  2  m  willkürliche  Constanten  enthält,  in  eine  in 
diesem  Punkte  (/  stetige  verwandelt  werden. 

Anm.  Wir  betrachten  eine  Function  als  Eine  willkürliche  Constante  ent- 
haltend, wenn  die  möglichen  Arten,  sie  zu  bestimmen,  ein  stetiges  Gebiet  von 
Einer  Dimension  umfassen. 

14. 

Die  im  Art.  12.  und  13.  in  Bezug  auf  die  Fläche  T  gemachten 
Beschränkungen  sind  für  die  Gültigkeit  der  gewonnenen  Resultate  nicht 
wesentlich.  Offenbar  kann  man  jeden  Punkt  im  Innern  einer  beliebigen 
Fläche  mit  einem  Stücke  derselben  umgeben,  welches  die  dort  voraus- 
gesetzten Eigenschaften  besitzt,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles, 
wo  dieser  Punkt  ein  Windungspunkt  der  Fläche  ist. 

Um  diesen  Fall  zu  untersuchen,  denken  Avir  uns  die  Fläche  T  oder 
ein  beliebiges  Stück  derselben,  welches  einen  Windmigspunkt  «-Ister 
Ordnung  0',  wo  z  =  z  =  x  -\-  \j  l  sei,  enthält,  mittelst  der  Function 
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ty  =  {z  —  /)"  auf  einer  andern  Ebene  yl  abgebildet,  d.  li.  wir  denken 
uns  den  Wertli  der  Function  l  =  i^  -\-  r]  i  im  Punkte  0  durch  einen 
Punkt  @,  dessen  rechtwinklige  Ooordinaten  %  t]  sind,  in  dieser  Ebene 
vertreten,  und  betrachten  @  als  Bild  des  Punktes  0.  Auf  diesem  Wege 
erhält  man  als  Abbildung  dieses  Theils  der  Fläche  T  eine  zusammen- 
hängende über  yJ  ausgebreitete  Fläche,  die  im  Punkte  0',  dem  Bilde 
des  Punktes  0'  keinen  Windungspunkt  hat,  wie  sogleich  gezeigt  wer- 
den soll. 

Zur  Fixirung  der  Vorstellungen  denke  man  sich  um  den  Punkt  0' 
in  der  Ebene  Ä  mit  dem  Halbmesser  It  einen  Kreis  beschrieben  und 
parallel  mit  der  x-Axe  einen  Durchmesser  gezogen,  wo  also  z  —  / 
reelle  Werthe  annehmen  wird.  Das  durch  diesen  Kreis  ausgeschiedene 
den  Windungspunkt  umgebende  Stück  der  Fläche  T  wird  dann  zu 
beiden  Seiten  des  Durchmessers  in  n,  wenn  R  hinreichend  klein  ge- 
wählt wird,  abgesondert  verlaufende  halbkreisförmige  Flächenstücke 
zerfallen.  Wir  bezeichnen  auf  derjenigen  Seite  des  Durchmessers,  wo 
y  —  y  positiv  ist,  diese  Flächenstücke  durch  a^,  a^  ....  a«,  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  durch  a\,  d ^  ....  rt'„,  und  nehmen  an,  dass 
für  negative  Werthe  von  z  —  /  «j,  «3  •  •  •  •  ^n  der  Reihe  nach  mit 
a'i,  a'2  ....  a'«,  für  positive  dagegen  mit  «'„,  a\ dn—\  ver- 
bunden   seien,    so    dass    ein    den  Punkt  0'  (im    erforderlichen   Sinne) 

umkreisender  Punkt  der  Reihe  nach  die  Flächen  rt^,  «'j,  a^,  d .^ «„,  «'„ 

durchläuft  und  durch  «'„  wieder  in  a^  zurückgelangt,  welche  Annahme 
offenbar  gestattet  ist.     Führen  wir  nun  für  beide  Ebenen  Polarcoordi- 
naten  ein,  indem  wir  z  —  /  =  pe'^',  ^  =  (je'  '  setzen,  und  wählen  zur 
Abbildung  des  Flächenstücks  «j  denjenigen  Werth  von 
1  1    'f  . 

{z  —  z')"^  =  q"  e'^   ,  welchen    letzterer   Ausdruck  unter  der  Annahme 

1 

0  <:;^  (p  <i  71  erhält,  so  wird  für  alle  Punkte  von  a^  6<^It^  und 
0<'^<~'i  die  Bilder  derselben  in  der  Ebene  ^  fallen  also  sämmtlich 

in  einen  von  xb  ==  0  bis  i/»  =  —  sich  erstreckenden  Sector  eines  um  &' 

^  n 

1 

mit  dem  Radius  R  "  beschriebenen  Kreises,  und  zwar  entspricht  jedem 
Punkte  von  a^  Ein  zugleich  mit  demselben  stetig  fortrückender  Punkt 
dieses  Sectors  und  umgekehrt,  woraus  folgt,  dass  die  Abbildung  der 
Fläche  «1  eine  zusammenhängende  einfach  über  diesen  Sector  aus- 
gebreitete Fläche  ist.    Auf  ähnliche  Art  erhält  man  für  die  Fläche  a'j  als 

Abbildung  einen  von  i/^  =  —  bis  ^  =  — ,  für  a^  einen  von  t^  =  —  bis 
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ib  =  '- — ,  endlich  für  a'„  einen  von  ib  =  n   bis   il>   =   'Jn    «icli 

erstreckenden  Sector,  wenn  man  cp  für  jeden  Punkt  dieser  Flächen  der 
Reihe  nach  zwischen  n  und  27i,  2n  und  o%  ....  (2n — \)%  und  2mi 
wählt;  was  immer  und  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Diese  Sectoren 
schlicssen  sich  aber  in  derselben  Folge  an  einander,  wie  die  Flächen 
a  und  a ,  und  zwar  so,  dass  den  hier  zusammenstossenden  Punkten 
auch  dort  zusammenstossende  Punkte  entsprechen;  sie  können  daher 
zu  einer  zusammenhängenden  Abbildung  eines  den  Punkt  0'  ein- 
schliessenden  Stückes  der  Fläche  T  zusammengefügt  werden,  und  diese 
Abbildung  ist  ottenbar  eine  über  die  Ebene  Ä  einfach  ausgebreitete 
Fläche. 

Eine  veränderliche  Grösse,  die  für  jeden  Punkt  0  einen  bestimmten 
Wertli  hat,  hat  dies  auch  für  jeden  Punkt  &  und  umgekehrt,  da  jedem 
0  nur   ein  &  und  jedem  ®  nur   ein  0  entspricht;   ist   sie  ferner   eine 

Function  von  z,  so  ist  sie  dies  auch  von  t,,  indem,  wenn  -y7  ^'^^  ^^^t 

auch  --jj  von    d^   unabhängig    ist,    und    umgekehrt.     Es    ergiebt   sich 

hieraus,  dass  auf  alle  Functionen  tv  von  2  auch  im  Windungspunkte 

0'  die  Sätze   der  Art.  12.   und   13.   angewandt   werden  können,    wenn 

1 

man  sie  als  Functionen  von  (z  —  /) "  betrachtet.  Dies  liefert  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  Function  lü  von  z  bei  unendlicher  Annäherung  von  0 
an  einen  Windungspunkt  m- Ister  Ordnung  0'  unendlich  wird,  so  ist 
dieses   unendlich  Grosse  uothwendig  von  gleicher  Ordnung  mit  einer 

Potenz  der  Entfernung,  deren  Exponent  ein  Vielfaches  von  —  ist,  und 


kann,   wenn  dieser  Exponent  =  —    -  ist,    durch  Hinzufügung    eines 


m 
n 
Ausdrucks  von  der  Form 


a  tu 


(z-zY        {z-zY  {z-z')'' 

wo  «1,  «^  ,  .  .  .  a,a  willkürliche  complexe  Grössen  sind,  in  eine  im  Punkte 
0'  stetige  verwandelt  werden. 

Dieser  Satz  enthält  als  Corollar,  dass  die  Function  tv  im  Punkte 
1 
0'  stetig  ist,  wenn  (z  —  z")  "  w  bei  unendhcher  Annäherung  des  Punktes 
0  an  0'  unendlich  klein  wird. 
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15. 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  Function  von  z^  welche  für  jeden  Punkt 
0  der  bcliebi«^'  über  A  ausgebreiteten  Fläclie  T  einen  bestimmten  Wertli 
hat  und  nicht  überall  constant  ist,  geometrisch  dargestellt,  so  dass  ihr 
A\'erth  /r  =  n  -\-  vi  im  Punkte  <J  durch  einen  Punkt  (J  der  Ebene  B 
vertreten  Avird,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  Uj  v  sind,  so  ergiebt 
sich  Folgendes: 

I.  Die  Gesammtheit  der  Punkte  Q  kann  betrachtet  werden,  als 
eine  Flüche  S  bildend,  in  welcher  jedem  Punkte  Ein  bestimmter  mit 
ihm  stetig  in  T  fortrückender  Punkt  0  entspricht. 

Um  dieses  zu  beweisen,  ist  offenbar  nur  der  Nachweis  erforderlich, 
dass  die  Lage  des  Punktes  Q  mit  der  des  Punktes  0  sich  allemal  (und 
zwar  allgemein  zu  reden  stetig)  ändert.  Dieser  ist  in  dem  Satze  ent- 
halten : 

Eine  Function  zv  =  u  -\-  vi  von  s  kann  nicht  längs  einer  Linie 
constant  sein,  wenn  sie  nicht  überall  constant  ist. 

Beweis:  Hätte  iv  längs  einer  Linie  einen  constanten  Werth  a-{-hi, 

so  wären  u — a  und  — 4r ,  welches  =  -;;  ,  für  diese  Linie  und 

dp     '  es' 

c^{u  —  a)      ^^    d'^{u  —  a) 


überall  =  o;  es  müsste   also   nach  Art.  11.,  L  u  —  a  und  folglich,  da 

du  dv    du  dv 

ex         dy'  dy  c x^ 

auch  V  —  h  überall  =  o  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 

IL  Li  Folge  der  in  L  gemachten  Voraussetzung  kann  zwischen 
den  Theilen  von  S  nicht  ein  Zusammenhang  Statt  linden  ohne  einen 
Zusammenhang  der  entsprechenden  Theile  von  T;  umgekehrt  kann 
überall,  wo  in  T  Zusammenhang  Statt  findet  und  w  stetig  ist,  der 
Fläche  S  ein  entsprechender  Zusammenhang  beigelegt  werden. 

Dieses  vorausgesetzt  entspricht  die  Begrenzung  von  S  einestheils 
der  Begrenzung  von  T,  anderntheils  den  Unstctigkeitsstellen;  ihre  inneren 
Theile  aber  sind,  einzelne  Punkte  ausgenommen,  überall  schlicht  über 
B  ausgebreitet,  d.  h.  es  findet  nirgends  eine  Spaltung  in  auf  einander 
liegende  Theile  und  nirgends  eine  Umfaltung  Statt. 

Ersteres  könnte,  da  T  überall  einen  entsprechenden  Zusammen- 
hang besitzt,  offenbar  nur  eintreten,  wenn  in  T  eine  Spaltung  vor- 
käme —  der  Annahme  zuwider  — ;  Letzteres  soll  sogleich  bewiesen 
werden. 
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Wir  beweisen  zuvörderst,   dass   ein  Punkt  Q',  wo  ' '"   endlich  ist, 

^  dz  ' 

nicht  in  einer  Falte  der  Fläche  S  liegen  kann. 

In  der  That,  umgeben  wir  den  Punkt  0',  welcher  Q'  entspricht, 
mit  einem  Stücke  der  Fläche  T  von  beliebiger  Gestalt  und  un- 
bestimmten Dimensionen,  so  müssen  (nach  Art.  3.)  die  Dimensionen 
desselben  stets  so  klein  angenommen  werden  können,  dass  die  Gestalt 
des  entsprechenden  Theils  von  S  beliebig  wenig  abweicht,  und  folg- 
lich so  klein,  dass  die  Begrenzung  desselben  aus  der  Ebene  B  ein  Q' 
einschliessendes  Stück  ausscheidet.  Dies  aber  ist  unmöglich',  wenn  Q' 
in  einer  Falte  der  Fläche  8  liegt. 

Nun  kann  -j- ,    als    Function    von    s,    nach    I.    nur    in    einzelnen 

clz  '  ' 

Punkten  =^  o,  und,  da  iv  in  den  in  Betracht  kommenden  Punkten  von 
T  stetig  ist,  nur  in  den  Windungspunkten  dieser  Fläche  unendlich 
werden;  folglich  etc.  w.  z.  b.  w. 

III.  Die  Fläche  S  ist  folglich  eine  Fläche,  für  welche  die  im  Art.  5, 
für  T  gemachten  Voraussetzungen  zutreffen;  und  in  dieser  Fläche  hat 
für  jeden  Punkt  Q  die  unbestimmte  Grösse  s  Einen  bestimmten  Werth, 

dz 
welcher  sich  mit  der  Lage  von  Q  stetig  und  so  ändert,   dass  -r-  von 

der  llichtung  der  Ortsänderung  unabhängig  ist.  Es  bildet  daher  in 
dem  früher  festgelegten  Sinne  s  eine  stetige  Function  der  veränder- 
lichen complexen  Grösse  iv  für  das  durch  S  dargestellte  Grössengebiet, 

Hieraus  folgt  ferner: 

Sind  0'  nnd  Q'  zwei  entsprechende  innere  Punkte  der  Flächen  T 
und  S  und  in  denselben  z  =  /,  vr  =  w',  so  nähert  sich,  wenn  keiner 
von  ihnen   ein  Windungspunkt  ist,  bei  unendlicher  Annäherung  von 

0  an  0'  7-  einer  endlichen  Grenze,  und  die  Abbildung  ist  daselbst 

eine   in    den  kleinsten  Theilen  ähnliche;   wenn  aber  (/  ein  Windungs- 
punkt l^- Ister,  0'  ein  Windungspunkt  w- Ister  Ordnung  ist,  so  nähert 
1 

(^ Kl'')  '* 

Sich  -^  bei  unendlicher  Annäherung  von  0  an  0  einer  endlichen 

{z  -  zY' 
Grenze,  und  für  die  anstossenden  Flächentheile  findet  eine  Abbildungs- 
art Statt,  die  sich  leicht  aus  Art.  14.  ergiebt. 
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16. 

Lehrsatz.     Sind  a  und   ß  zwei   beliebige  Functionen  von   x,  y, 
für  welche  das  Integral 


(JT 


durch  alle  Theile  der  beliebig  über  A  ausgebreiteten  Fläche  T  aus- 
gedehnt einen  endlichen  Werth  hat,  so  erhält  das  Integral  bei  Aenderung 
von  a  um  stetige  oder  doch  nur  in  einzelnen  Punkten  unstetige 
Functionen,  die  am  Rande  =  o  sind,  immer  für  eine  dieser  Functionen 
einen  Minimumwerth  und,  wenn  man  durch  Abänderung  in  einzelnen 
Punkten  hebbare  Unstetigkeiten  ausschliesst,  nur  für  Eine. 

Wir  bezeichnen  durch  A  eine  unbestimmte  stetige  oder  doch  nur 
in  einzelnen  Punkten  unstetige  Function,  welche  am  Rande  =  o  ist 
und  für  welche  das  Integral 


^ -/(©  +  §)')" 


über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  erhält,  durch 
G)  eine  unbestimmte  der  Functionen  a-\-  X,  endlich  das  über  die  ganze 
Fläche  erstreckte  Integral 


J    \_\dx         dy)     •"  \cy  "•"  dx) 


(IT 


durch  ii.  Die  Gesammtheit  der  Functionen  A  bildet  ein  zusammen- 
hängendes in  sich  abgeschlossenes  Gebiet,  indem  jede  dieser  Functionen 
stetig  in  jede  andere  übergehen,  sich  aber  nicht  einer  längs  einer 
Linie  unstetigen  unendlich  annähern  kann,  ohne  dass  L  unendlich  wird 
(Art.  17.);  für  jedes  A  erhält  nun,  a  =  a  -\-  X  gesetzt,  ß  einen  end- 
lichen Werth,  der  mit  L  zugleich  unendlich  wird,  sich  mit  der  Gestalt 
von  A  stetig  ändert,  aber  nie  unter  Null  herabsinken  kann;  folglich 
hat  Sl  wenigstens  für  Eine  Gestalt  der  Function  «  ein  Minimum. 

Um  den  zweiten  Theil  unseres  Satzes  zu  beweisen,  sei  u  eine  der 
Functionen  lo,  welche  5i  einen  Minimumwerth  ertheilt,  //-  eine  un- 
bestimmte in  der  ganzen  Fläche, constante  Grösse,  so  dass  u-\-  Itk  den 
der  Function  co  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügt.  Der  Werth 
von  ii  für  (o  =  it  -\-  AA^welcher 

,1  \_\^^      ^y )  ^•'^      \^y      ^'^J  ^y 

+  '''/(('-')"+  dfyj)  ''T=M+2XI,  +  Lh-^    wird, 
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muss  alsdann  für  jedes  X  (nach  dem  Begriffe  des  Minimums)  grösser 
als  M  werden,  sobald  li  nur  hinreichend  klein  genommen  ist.  Dies 
erfordert  aber,  dass  für  jedes  k  N=o  sei;  denn  andernfalls  würde 

negativ   werden,   wenn  li  dem  N  entgegengesetzt  und  abgesehen  vom 

2iV" 
Zeichen  <    .-  angenommen  würde.     Der  Werth  von  5i  für  w  =  ^^-|-A, 

in  welcher  Form  offenbar  alle  möglichen  Werthe  von  co  enthalten  sind, 
wird  daher  =  31-\-L,  und  folglich  kann,  da  L  wesentlich  positiv 
ist,  Sl  für  keine  Gestalt  der  Function  co  einen  kleinern  Werth  erhalten, 
als  für  a  =  n. 

Findet  nun  für  eine  andere  u  der  Functionen  «  ein  Minimura- 
werth  31'  von  ^  Statt,  so  muss  von  diesem  offenbar  dasselbe  selten, 
man  hat  also  M'  <  M  und  ili" <  M',  folglich  Jf  =  31'.  Bringt  man 
aber  n'  auf  die  Form  w  -j-  X',  so  erhält  man  für  31'  den  Ausdruck 
31  -\-  L',  wenn  L'  den  Werth  von  L  für  k  ^=  l'  bezeichnet,  und  die 
Gleichung  31=31'  giebt  L' ==  o.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  in 
allen  Flächentheilen 

ar  _     ar  _ 

dx  '  dy 

ist,  und  es  hat  daher,  so  weit  l'  stetig  ist,  diese  Function  nothwendig 
einen  constanten  und  folglich,  da  sie  am  Rande  =  o  und  nicht  längs 
einer  Linie  unstetig  ist,  höchstens  in  einzelnen  Punkten  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth.  Zwei  der  Functionen  w,  welche  ß  einen 
Minimumwerth  ertheilen,  können  also  nur  in  einzelnen  Punkten  von 
einander  verschieden  sein,  und  wenn  in  der  Function  «  alle  durch 
Abänderung  in  einzelnen  Punkten  hebbaren  Unstetigkeiten  beseitigt 
werden,  ist  diese  vollkommen  bestimmt. 

17. 

Es  soll  jetzt  der  Beweis  nachgeliefert  werden,  dass  A  unbeschadet 
der  Endlichkeit  von  L  sich  nich't  einer  längs  einer  Linie  unstetigen 
Function  y  unendlich  annähern  könne,  d.  h.  wird  die  Function  \  der 
Bedingung  unterworfen,  ausserhalj?  eines  die  Unstetigkeitslinie  ein- 
schliessenden  Flächentheils  T'  mit  y  übereinzustimmen,  so  kann  T' 
stets  so  klein  angenommen^  werden,  dass  L  grösser  als  eine  beliebig 
gegebene  Grösse  C  werden  muss. 

Wir  bezeichnen,  .s  und  ^)  in  Bezug  auf  die  Unstetigkeitslinie  in 
der  gewohnten  Bedeutung  genommen,  für  ein  unbestimmtes  s  die 
Krümmung,  eine  auf  der  Seite  der  positiven  p  convexe  als  positiv  be- 
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trachtet,  durch  x,  den  Werth  von  j;  au  der  Grenze  von  T'  auf  der 
positiven  Seite  durch  2^1,  auf  der  negativen  Seite  durch  2h  und  die  ent- 
sprechenden Werthe  von  y  durch  y^  und  y^.  Betrachten  wir '  nun 
irgend  einen  stetig  gekrümmten  Theil  dieser  Linie,  so  liefert  der 
zwischen  den  Normalen  in  den  Endpunkten  enthaltene  Theil  von  T', 
wenn  er  sich  nicht  bis  zu  den  Krümmungsraittelpunkten  erstreckt,  zu 
L  den  Beitrag 

j  dsj  dp  (1  -  xp)  [  (gy  +  (ßf-^^^^. 

der  kleinste  Werth  des  Ausdrucks 


sm^^ 


%p)  dp 


bei  den  festen  Grenzwerthen  y^^  und  y.^  von  A  findet  sich  aber  nach 
bekannten  ßegeln 

^ JYi  —  y-2?^ 

log  (1  — w^J^)  — log  (1  —  ■^IhV 
und  folglich  wird  jener  Beitrag  nothwendig,  wie  auch  A  innerhalb  T' 
angenommen  werden  möge,  , 

^  r (yi  — Y2)'>t<^g 

J    log  (1  —  H^a)  —  log  (1  —  Xi>,)* 

Die  Function  y  wäre  für  p  =^  0  stetig,  wenn  der  grösste  Werth,  den 
^Y\  —  Vif  für  TTj  >i>i  >  0  und  in:^  <^2  <  0  erhalten  kann,  mit  -n,^  —  ir^ 
unendlich  klein  würde;  wir  können  folglich  für  jeden  Werth  von  s  eine 
endliche  Grösse  m  so  annehmen,  dass,  wie  klein  auch  it^ — ti.2  an- 
genommen werden  möge,  stets  innerhalb  der  durch  jr^  >  ^^  >  0  und 
^2  <^  i^2  <  ^  (wo  die  Gleichheiten  sich  gegenseitig  ausschliessen)  aus- 
gedrückten Grenzen  Werthe  von  p^  und  jx,  enthalten  sind,  für  welche 
(/i  —  Vi)'  >  **'  wird.  Nehmen  wir  ferner  unter  den  früheren  Be- 
schränkungen eine  Gestalt  von  T'  beliebig  an,  indem  wir  p^  und  p.^ 
bestimmte  Werthe  /\  und  P2  beilegen,  und  bezeichnen  den  Werth  des 
durch  den  in  Betracht  gezogenen  Theil  der  Unstetigkeitslinie  aus- 
gedehnten Integrals 

m  Kcls 
i^^^— «-p  jITTog  (1  _  K  ^, )  . 

durch  n,  so  können  wir  offenbar 

(yi  —V2Y  ^ds 


ß 


ß 


>  C 


log  (1  —  Ti2h)  —  log  (1  —  yt2h) 

machen,  indem   wir  jh   "ud  p.^  für  jeden  Werth    von   s  so  annehmen, 
dass  den  Unt»leichheiteu 
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a^  a 

genügt  wird.  Dies  aber  hat  zur  Folge,  dass,  wie  auch  l  innerhalb 
T'  angenommen  werden  möge,  der  aus  dem  in  Betracht  gezogenen 
Stücke  von  T  stammende  Theil  von  L  und  folglich  um  so  mehr  L 
selbst  >  C  wird,  w.  z.  b.  w.  (^). 

18. 

Nach  Art.  16.  haben  wir  für  die  dort  festgelegte  Function  n  und 
für  irgend  eine  der  Functionen  X 

I    l\dx         dy)  dx  ^  \dy  "l"  d^)  J^j\    ^^^ 

durch  die  ganze  Fläche  T  ausgedehnt  =  o.  Aus  dieser  Gleichung 
sollen  jetzt  weitere  Schlüsse  gezogen  werden. 

Scheidet  man  aus  der  Fläche  T  ein  die  Unstetigkeitsstellen  von 
n,  ß,  l  einschliessendes  Stück  T'  aus,  so  findet  sich  der  von  dem 
übrigen  Stücke   T"   herrührende  Theil   von  N  mit  Hülfe  des   Art.  7., 

wenn  man  ( jj ~\  l  für  X  und  (ö^  +  ^|  l  für   Y  setzt, 

\dx       oyj  \dy   ^    dxj  ' 

In  Folge  der  der  Function  X  auferlegten  Grenzbedingung  wird  der  auf 
das  mit  T  gemeinschaftliche  Begrenzungsstück  von  T"  bezügliche 
Theil  von 


r/du     dj\ 

J  [dp  "^  8s) 


Ids 


gleich  0,   so  dass  N  betrachtet  werden  kann  als  zusammengesetzt  aus 
dem  Integral 


f^($^  +  w)'' 


-  1 1 

in  Bezug  auf  T"  und 

/    \_\dx        dyj  öx    '    \cy    '    öxj  dy\^  '     /    \dv    '     ti>j 

in  Bezug  auf  T' . 

Offenbar  würde  nun,  wenn  t-^  +  ^p^  in  irgend  einem  Theile  der 

'  öx-    ^    öy-  ^ 

Fläche  T  von  o  verschieden   wäre,   N  ebenfalls   einen   von  o  verschie- 
denen Werth  erhalten,   so   bald   man  X,   was   frei   steht,   innerhalb  T' 

gleich   0   und   innerhalb    T"   so    wählte,    dass   X   (0-T2  "f"  ^ — 2)    überall 

Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  3 
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C-U      ,      C'U 


dasselbe  Zeichen  hätte.     Ist  aber  ^ — ^  -I-  ^r—^  in  allen  Theilen  von  T=o, 

so  verschwindet  der  von  T"  herrührende  Bestandtheil  von  N  für  jedes 
X,  und  die  Bedingung  N  =  o  ergiebt  dann,  dass  die  auf  die  Unstetig- 
keitsstellen  bezüglichen  Bestandtheile  =  o  werden. 

Für  die  Functionen  -k J-,  -^ h  0^  haben  wir  daher,  wenn  wir 

ox        oij'  cy    '    ex  ' 

erstere  =  X  und  letztere  =  Y  setzen,  nicht  bloss  allgemein  zu  reden 
die  Gleichung 

—  -I-  —  =  r> 
c  .r     '      dy  ' 

sondern  es  wird  auch  durch  die  ganze  Begrenzung  irgend  eines  Theils 

von  T  erstreckt 

in  so  fern  dieser  Ausdruck  überhaupt  einen  bestimmten  Werth  hat. 

Zerlegen  wir  also  (nach  Art.  9.,  V.)  die  Fläche  T,  wenn  sie  einen 
mehrfachen  Zusammenhang  besitzt,  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  1'*,  so  hat  das  Integral 


f(M  +  If 


ds 


für  jede  im  Innern  von  2'*'  von  Oo  nach  0  gehende  Linie  denselben 
Werth  und  bildet,  Oo  als  fest  gedacht,  eine  Function  von  x,  y,  welche 
in  T*  überall  eine  stetige  und  längs  eines  Querschnitts  beiderseits 
eine  gleiche  Aenderung  erleidet.  Diese  Function  v  zu  ß  hinzugefügt, 
liefert  uns  eine  Function  v  =^  ß  -\-  v,  von  welcher  der  Diflferentialquotient 

bv  du  ^    CV  du    .    , 

■7^  =  —  ö—  und  '^—  =  >-  ist. 
ox  <oy  cy         ex 

Wir  haben  daher  folgenden 

Lehrsatz.  Ist  in  einer  zusammenhängenden,  durch  Querschnitte 
in  eine  einfach  zusammenhängende  T*  zerlegten  Fläche  T  eine  com- 
plexe  Function  a  -\-  ß  i  von  ,/;,  y  gegeben,  «für  welche 


J    \^\ox         cy  j     '     \cy     '     cxj 


durch  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Werth  hat,  so 
kann  sie  immer  und  nur  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  z  ver- 
wandelt werden  durch  Hinzufügung  einer  Function  ^-^  v  i  von  x,  y, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)  ^    ist    am  Rande  =  0  oder   doch   ]uir  in   einzelnen  Punkten 
davon  verschieden,  v  in  Einem  Punkte  beliebig  gegeben, 
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2)  die  Aenderungen  von  ft  sind  in  T,  von  v  in  T*  nur  in  ein- 
zelnen Punkten  und  nur  so  unstetig,  dass 

durch  die  ganze  Fläclie  erstreckt  endlich  bleiben,  und  letztere 

längs  der  Querschnitte  beiderseits  gleich. 
Die  Zulänglichkeit  der  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  (i  -{-vi 
folgt  daraus,  dass  ^,  durch  welches  v  bis  auf  eine  additive  Constante 
bestimmt  ist,  stets  zugleich  ein  Minimum  des  Integrals  il  liefert,  da, 
ti  =  a-\-^  gesetzt,  offenbar  für  jedes  l  N  =^  o  wird;  eine  Eigenschaft, 
die  nach  Art.   16.  nur  Einer  Function  zukommen  kann. 

19. 

Die  Principien,  welche  dem  Lehrsatze  am  Schlüsse  des  vorigen 
Art.  zu  Grunde  liegen,  eröffnen  den  Weg,  bestimmte  Functionen 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  (unabhängig  von  einem  Aus- 
drucke für  dieselben)  zu  untersuchen. 

Zur  Orientirung  auf  diesem  Felde  wird  ein  Ueberschlag  über  den 
Umfang  der  zur  Bestimmung  einer  solchen  Function  innerhalb  eines 
gegebenen  Grössengebiets  erforderlichen  Bedingungen  dienen. 

Halten  wir  uns  zunächst  an  einen  bestimmten  Fall,  so  kann,  wenn 
die  über  A  ausgebreitete  Fläche,  durch  welche  dies  Grössengebiet  dar- 
gestellt wird,  eine  einfach  zusammenhängende  ist,  die  Function 
iv  =  u-\-vi  von  z  folgenden  Bedingungen  gemäss  bestimmt   werden: 

1)  für  u  ist  in  allen  Begreuzungspunkten  ein  Werth  gegeben, 
der  sich  für  eine  unendlich  kleine  Ortsänderung  um  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung,  übrigens  aber 
beliebig  ändert*); 

2)  der  Werth  von  v  ist  in  irgend  einem  Punkte  beliebig  ge- 
geben; 

3)  die  Function  soll  in  allen  Punkten  endlich  und  stetig  sein. 
Durch  diese  Bedingungen  aber  ist  sie  vollkommen  bestimmt. 

In  der  That  folgt  dies  aus  dem  Lehrsatze  des  vorigen  Art.,  wenn 
man,  was  immer  möglich  sein  wird,  a-{-ßi  so  bestimmt,  dass  a  am 
Rande  dem  gegebenen  Werth  gleich  und  in  der  ganzen  Fläche  für 
jede  unendlich  kleine  Ortsänderuug  die  Aenderung  von  a-\^  ßi  unend- 
lich klein  von  derselben  Ordnung  ist. 


*)  An  sich  sind  die  Aenderungen  dieses  Werthes  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, nicht  längs  eines  Theils  der  Begrenzung  unstetig  zu  sein;  eine  weitere 
Beschränkung  ist  nur  gemacht,  um  hier  unnöthige  Weitläufigkeiten  zu  vernieidon. 

3* 
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Es  kann  also,  allgemein  zu  reden,  m  am  Rande  als  eine  ganz 
willkürliche  Function  von  s  gegeben  werden,  und  dadurch  ist  v  überall 
mit  bestimmt;  umgekehrt  kann  aber  auch  v  in  jedem  Begrenzungs- 
punkte beliebig  angenommen  werden,  woraus  dann  der  Werth  Ton  « 
folgt.  Der  Spielraum  für  die  AVahl  der  Werthe  von  tv  am  Rande  uni- 
fasst  daher  eine  Mannigfaltigkeit  von  Einer  Dimension  für  jeden  Be- 
grenzungspunkt, und  die  vollständige  Bestimmung  derselben  erfordert 
für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  Gleichung,  wobei  es  indess  nicht 
wesentlich  sein  wird,  dass  jede  dieser  Gleichungen  sich  auf  den  Werth 
Eines  Gliedes  in  Einem  Begrenzungspunkte  allein  bezieht.  Es  wird 
diese  Bestimmung  auch  so  geschehen  können,  dass  für  jeden  Begren- 
zungspunkt Eine  mit  der  Lage  dieses  Punktes  ihre  Form  stetig 
ändernde,  beide  Glieder  enthaltende  Gleichung  gegeben  ist,  oder  für 
mehrere  Theile  der  Begrenzung  gleichzeitig  so,  dass  jedem  Punkte 
eines  dieser  Theile  n — 1  bestimmte  Punkte,  aus  jedem  der  übrigen 
Theile  einer,  zugesellt  und  für  je  n  solcher  Punkte  gemeinschaftlich  n 
mit  ihrer  Lage  stetig  veränderliche  Gleichungen  gegeben  sind.  Diese 
Bedingungen,  deren  Gesammtheit  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bildet 
und  welche  durch  Gleichungen  zwischen  willkürlichen  Functionen  aus- 
gedrückt werden,  werden  aber,  um  für  die  Bestimmung  einer  im  Innern 
des  Grössengebiets  überall  stetigen  Function  zulässig  und  hinreichend 
zu  sein,  allgemein  zu  reden,  noch  einer  Beschränkung  oder  Ergänzung 
durch  einzelne  Bedingungsgleichungen  —  Gleichungen  für  willkürliche 
Constanten  —  bedürfen,  indem  bis  auf  diese  sich  die  Genauigkeit  un- 
serer Schätzung  offenbar  nicht  erstreckt. 

Für  den  Fall,  wo  das  Gebiet  der  Veränderlichkeit  der  Grösse  is 
durch  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  dargestellt  wird,  erlei- 
den diese  Betrachtungen  keine  wesentliche  Abänderung,  indem  die  An- 
wendung des  Lehrsatzes  im  Art.  18.  eine  bis  auf  die  Aenderungen 
beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  ebenso  wie  vorhin  beschaffene 
Function  liefert  —  Aenderungen,  welche  ==  o  gemacht  werden  können, 
wenn  die  Grenzbedingungen  eine  der  Anzahl  der  Querschnitte  gleiche 
Anzahl  verfügbarer  Constanten  enthalten. 

Der  Fall,  wo  im  Lmern  längs^'efn^-.  Linie  auf  Stetigkeit  ver- 
zichtet wird,  ordnet  sich  dem  vorigen  unter,  wenn  man  diese  Linie 
als  einen  Schnitt  der  Fläche  betrachtet. 

Wenn  endlich  in  einem  einzelnen  Punkte  eine  Verletzung  der 
Stetigkeit,  also  nach  Art.  12.  ein  Unendlichwerden  der  Function,  zuge- 
lassen wird,  so  kann  unter  Beibehaltung  der  sonstigen  in  unserm 
Anfangsfalle  gemachten  Voraussetzungen  für  diesen  Punkt  eine  Function 
von   s,   nach    deren    Subtraction   die  zu   bestimmende  Function   stetig 
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werden  soll,  beliebig  gegeben  werden;  dadurch  aber  ist  sie  völlig  be- 
stimmt. Denn  nimmt  man  die  Grösse  a  -\-  ßi  in  einem  beliebig  klei- 
nen lim  den  Unstetigkeitspunkt  bescliriebenen  Kreise  gleich  dieser 
gegebeneu  Function,  übrigens  aber  den  früheren  Vorschriften  gemäss 
an,  so  wird  das  Integral 


/((: 


i^-^^y+n^+'^j')"^ 


über  diesen  Kreis  erstreckt  ===  o,  über  den  übrigen  Theil  erstreckt 
einer  endlichen  Grösse  gleich,  und  man  kann  also  den  Lehrsatz  des 
vorigen  Art.  anwenden,  wodurch  man  eine  Function  mit  den  verlang- 
ten Eigenschaften  erhält.  Hieraus  kann  man  mit  Hülfe  des  Lehr- 
satzes im  Art.  13.  folgern,  dass  im  Allgemeinen,  wenn  in  einem 
einzelnen  Unstetigkeitspunkte  die  Function  unendlich  gross  von  der 
Ordnung  n  werden  darf,  eine  Anzahl  von  2n  Constanten  verfügbar  wird. 
Geometrisch  dargestellt  liefert  (nach  Art.  15.)  eine  Function  tv 
einer  innerhalb  eines  gegebenen  Grösseugebiets  von  zAvei  Dimensionen 
veränderlichen  complexen  Grösse  s  von  einer  gegebenen  Ä  bedecken- 
den Fläche  T  ein  ihr  in  den  kleinsten  Theilen,  einzelne  Punkte  aus- 
genommen, ähnliches,  B  bedeckendes  Abbild  S.  Die  Bedingungen, 
welche  so  eben  zur  Bestimmung  der  Function  hinreichend  und  noth- 
wendig  befunden  worden  sind,  beziehen  sich  auf  ihren  Werth  entweder 
in  Begrenzungs-  oder  in  Unstetigkeitspunkten;  sie  erscheinen  also 
(Art.  15.)  sämmtlich  als  Bedingungen  für  die  Lage  der  Begrenzung 
von  S,  und  zwar  geben  sie  für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  Bedin- 
gungsgleichung. Bezieht  sich  jede  derselben  nur  auf  Einen  Begren- 
zungspunkt, so  werden  sie  durch  eine  Schaar  von  Curven  repräsentirt, 
von  denen  für  jeden  Begrenzungspunkt  Eine  den  geometrischen  Ort 
bildet.  Werden  zwei  mit  einander  stetig  fortrückende  Begrenzungs- 
punkte gemeinschaftlich  zwei  Bedingungsgleichungen  unterworfen,  so 
entsteht  dadurch  zwischen  zwei  Begrenzungstheilen  eine  solche  Ab- 
hängigkeit, dass,  wenn  die  Lage  des  einen  willkürlich  angenommen 
wird,  die  Lage  des  andern  daraus  folgt.  Aehnlicher  Weise  ergiebt 
sich  für  andere  Formen  der  Bedingungsgleichungen  eine  geometrische 
Bedeutung,  was  wir  indess  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 

20. 

Die   Einführung    der   complexen   Grössen   in   die   Mathematik   hat 
ihren  Ursprung  und  nächsten  Zweck  in  der  Theorie  einfacher*)  durch 

*)  Wir  betrachten  hier  als  Elementaroperationen  Addition  und  Subtraction, 
Multiplication  und  Division,  Integration  und  Differentiation,  und  om  Abhängigkeits- 
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Grössenoperationeu  ausgedrückter  Abhängigkeitsgesetze  zwischen  ver- 
änderlichen Grössen.  Wendet  man  nämlich  diese  Abhängigkeitsgesetze 
in  einem  erweiterten  Umfange  an^  indem  man  den  veränderlichen 
Grössen,  auf  welche  sie  sich  beziehen,  complexe  Werthe  giebt,  so  tritt 
eine  sonst  versteckt  bleibende  Harmonie  und  Regelmässigkeit  hervor. 
Die  Fälle,  in  denen  dies  geschehen  ist,  umfassen  zwar  bis  jetzt  erst 
ein  kleines  Gebiet  —  sie  lassen  sich  fast  sämmtlich  auf  diejenigen 
Abhängigkeitsgesetze  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  zurück- 
führen, wo  die  eine  entweder  eine  algebraische*)  Function  der  an- 
dern ist  oder  eine  solche  Function,  deren  DifFerentialquotient  eine 
algebraische  Function  ist  —  aber  beinahe  jeder  Schritt,  der  hier  ge- 
than  ist,  hat  nicht  bloss  den  ohne  Hülfe  der  complexen  Grössen 
gewonnenen  Resultaten  eine  einfachere,  geschlossenere  Gestalt  gegeben, 
sondern  auch  zu  neuen  Entdeckungen  die  Bahn  gebrochen,  wozu  die 
Geschichte  der  Untersuchungen  über  algebraische  Functionen,  Kreis- 
oder Exponentialfunctionen,  elliptische  und  Abel'sche  Functionen  den 
Beleg  liefert. 

Es  soll  kurz  angedeutet  werden,  was  durch  unsere  Untersuchung 
für  die  Theorie  solcher  Functionen  gewonnen  ist. 

Die  bisherigen  Methoden,  diese  Functionen  zu  behandeln,  legten 
stets  als  Definition  einen  Ausdruck  der  Function  zu  Grunde,  wodurch 
ihr  Werth  für  jeden  Werth  ihres  Arguments  gegeben  wurde;  durch 
unsere  Untersuchung  ist  gezeigt,  dass,  in  Folge  des  allgemeinen 
Charakters  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  in 
einer  Definition  dieser  Art  ein  Theil  der  Bestimmungsstücke  eine  Folge 
der  übrigen  ist,  und  zwar  ist  der  Umfang  der  Bestimmungsstücke  auf 
die  zur  Bestimmung  nothwendigen  zurückgeführt  worden.  Dies  ver- 
einfacht die  Behandlung  derselben  wesentlich.  Um  z,  B.  die  Gleichheit 
zweier  Ausdrücke  derselben  Function  zu  beweisen,  musste  man  sonst 
den  einen  in  den  andern  transformiren,  d.  h.  zeigen,  dass  beide  für 
jeden  Werth  der  veränderlichen  Grösse  übereinstimmten;  jetzt  genügt 
der  Nachweis  ihrer  Uebereinstimmung  in  einem  weit  geringern  Umfange. 

Eine  Theorie  dieser  Functionen  auf  den  hier  gelieferten  Grund- 
lagen würde  die  Gestaltung  der  Function  (d.  h.  ihren  Werth  für  jeden 
Werth  ihres  Arguments)  unabhängig  von  einer  Bestimmungsweise  der- 
selben durch  Grössenoperationeu  festlegen,  indem  zu  dem  allgemeinen 
Begriä'e  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse  nur  die 


gesetz   als    desto    einfacher,    durch   je    weniger   Elementaroperationen    die   Ab- 
hängigkeit bedingt  wird.     In  der  That   lassen   sich  durch  eine   endliche  Anzahl 
dieser  Operationen  alle  bis  jetzt  in  der  Analysis  benutzten  Functionen  definiren. 
*)  D.  h.  wo  zwischen  beiden  eine  algebraische  Gleichung  Statt  findet. 
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zur  Bestimmung  der  Functiun  iiotli wendigen  Merkmale  hinzugefügt 
würden,  und  dann  erst  zu  den  verscliiedenen  Ausdrücken  deren  die 
Function  fähig  ist  übergehen.  Der  gemeinsame  Charakter  einer  Gat- 
tung von  Functionen,  welche  auf  ähnliche  Art  durch  Grössenoperationen 
ausgedrückt  werden,  stellt  sich  dann  dar  in  der  Form  der  ihnen  auf- 
erlegten Grenz-  und  Un Stetigkeitsbedingungen.  Wird  z.  B.  das  Gebiet 
der  Veränderlichkeit  der  Grösse  z  über  die  ganze  unendliche  Ebene  A 
einfach  oder  mehrfach  erstreckt,  und  innerhalb  derselben  der  Function 
nur  in  einzelnen  Punkten  eine  Unstetigkeit,  und  zwar  nur  ein  Unend- 
lichwerden, dessen  Ordnung  endlich  ist,  gestattet  (wobei  für  ein  un- 
endliches s  diese  Grösse  selbst,  für  jeden  endlichen  Werth  z'  derselben 

aber  ;; -,  als  ein  unendlich  Grosses  erster  Ordnung  gilt),  so  ist  die 

Function  noth wendig  algebraisch,  und  umgekehrt  erfüllt  diese  Bedin- 
gung jede  algebraische  Function. 

Die  Ausführung  dieser  Theorie,  welche,  wie  bemerkt,  einfache 
durch  Grössenoperationen  bedingte  Abhängigkeitsgesetze  ins  Licht  zu 
setzen  bestimmt  ist,  unterlassen  wir  indess  jetzt,  da  wir  die  Betrach- 
tung des  Ausdruckes  einer  Function  gegenwärtig  ausschliessen. 

Aus  demselben  Grunde  befassen  wir  uns  hier  auch  nicht  damit, 
die  Brauchbarkeit  unserer  Sätze  als  Grundlagen  einer  allgemeinen 
Theorie  dieser  Abhängigkeitsgesetze  darzuthun,  wozu  der  Beweis  er- 
fordert wird,  dass  der  hier  zu  Grunde  gelegte  Begriff  einer  Function 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  mit  dem  einer  durch  Grössen- 
operationen ausdrückbaren  Abhängigkeit*')  völlig  zusammenfällt. 

21. 

Es  wird  jedoch  zur  Erläuterung  unserer  allgemeinen  Sätze  ein 
ausgeführtes  Beispiel  ihrer  Anwendung  von  Nutzen  sein. 

Die  im  vorigen  Artikel  bezeichnete  Anwendung  derselben  ist,  ob- 
wohl die  bei  ihrer  Aufstellung  zunächst  beabsichtigte,  doch  nur  eine 
specielle.  Denn  wenn  die  Abhängigkeit  durch  eine  endliche  Anzahl 
der  dort  als  Elementaroperationen  betrachteten  Grössenoperationen  be- 
dingt ist,  so  enthält  die  Function  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Para- 
metern, was  für  die  Form  eines  Systems  von  einander  unabhängiger 
Grenz-  und    Unstetigkeitsbedingungen ,  die  zu  ihrer  Bestimmung  hin- 


*)  Es  wird  darunter  jede  durch  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  der 
vier  einfachsten  Rechnungsoperationen,  Addition  und  Subtraction,  Multiplication 
und  Division,  ausdrückbare  Abhängigkeit  begriffen.  Der  Ausdruck  Grössenopera- 
tionen soll  (im  Gegensatze  zu  Zahlenoperationen)  solche  Rechnungsoperationen 
andeuten,  bei  denen  die  Conimensurabilität  der  Grössen  nicht  in  Betracht  kommt. 
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reichen,  den  Erfolg  hat,  dass  unter  ihnen  längs  einer  Linie  in  jedem 
Punkte  willkürlich  zu  bestimmende  Bedingungen  gar  nicht  vorkommen 
können.  Für  unsern  jetzigen  Zweck  schien  es  daher  geeigneter,  nicht 
ein  dorther  entnommenes  Beispiel  zu  wählen,  sondern  vielmehr  ein 
solches,  wo  die  Function  der  complexen  Veränderlichen  von  einer  will- 
kürlichen Function  abhängt. 

Zur  Veranschaulichung  und  bequemeren  Fassung  geben  wir  dem- 
selben die  am  Schlüsse  des  Art.  19,  gebrauchte  geometrische  Einklei- 
dung. Es  erscheint  dann  als  eine  Untersuchung  über  die  Möglichkeit, 
von  einer  gegebenen  Fläche  ein  zusammenhängendes  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnliches  Abbild  zu  liefern,  dessen  (Gestalt  gegeben  ist,  wo 
also,  in  obiger  Form  ausgedrückt,  für  jeden  Begrenzungspunkt  des  Ab- 
bildes eine  Ortscurve,  und  zwar  für  alle  dieselbe,  ausserdem  aber 
(Art.  5.)  der  Sinn  der  Begrenzung  und  die  Windungspunkte  desselben 
gegeben  sind.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Lösung  dieser  Aufgabe 
in  dem  Falle,  wo  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  nur  Ein  Punkt  der 
andern  entsprechen  soll  und  die  Flächen  einfach  zusammenhängend 
sind,  für  welchen  Fall  sie  in  folgendem  Lehrsatze  enthalten  ist. 

Zwei  gegebene  einfach  zusammenhängende  ebene  Flächen  können 
stets  so  auf  einander  bezogen  werden,  dass  jedem  Punkte  der  einen 
Ein  mit  ihm  stetig  fortrückender  Punkt  der  andern  entspricht  und 
ihre  entsprechenden  kleinsten  Theile  ähnlich  sind;  und  zwar  kann  zu 
Einem  innern  Punkte  und  zu  Einem  Begrenzungsj)unkte  der  entspre- 
chende beliebig  gegeben  werden-,  dadurch  aber  ist  für  alle  Punkte  die 
Beziehung  bestimmt. 

Wenn  zwei  Flächen  T  und  U  auf  eine  dritte  S  so  bezogen  sind, 
dass  zwischen  den  entsprechenden  kleinsten  Theilen  Aehnlichkeit  Statt 
findet,  so  ergiebt  sich  daraus  eine  Beziehung  zwischen  den  Flächen  T 
und  R,  von  welcher  offenbar  dasselbe  gilt.  Die  Aufgabe,  zwei  belie- 
bige Flächen  auf  einander  so  zu  beziehen,  dass  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  Theilen  Statt  findet,  ist  dadurch  auf  die  zurückgeführt,  jede 
beliebige  Fläche  durch  Eine  bestimmte  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich abzubilden.  Wir  haben  hiernach,  wenn  wir  in  der  Ebene  B  um 
den  Punkt,  wo  iv  =  o  ist,  mit  dem  Radius  1  einen  Kreis  K  beschrei- 
ben, um  unsern  Lehrsatz  darzuthun,  nur  nöthig  zu  beweisen:  Eine 
beliebige  einfach  zusammenhängende  A  bedeckende  Fläche  T  kann 
durch  den  Kreis  K  stets  zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Thei- 
len ähnlich  abgebildet  werden  und  zwar  nur  auf  Eine  Art  so,  dass 
dem  Mittelpunkte  ein  beliebig  gegebener  innerer  Punkt  Oo  und  einem 
beliebig  gegebenen  Punkte  der  Peripherie  ein  beliebig  gegebener  Be- 
grenzungspunkt 0'  der  Fläche  T  entspricht. 
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Wir  bezeichnen  die  bestimmten  Bedeutungen  von  s,  Q  für  die 
Punkte  Oo,  0'  durch  entsprechende  Indices  und  beschreiben  in  T  um 
Oo  als  Mittelpunkt  einen  beliebigen  Kreis  &,  welcher  sich  nicht  bis 
zur  Begrenzung  von  T  erstreckt  und  keinen  Windungspunkt  enthäH;. 
Führen  wir  Polarcoordinaten  ein,  indem  Avir  0  —  ^0  =  ''c''"  setzen,  so 
wird  die  Function  log  (^  —  ^0)  =  log  r  -\-  cpi.  Der  reelle  Werth  ändert 
sich  daher  im  ganzen  Kreise  mit  Ausnahme  des  Punktes  0,j,  wo  er 
unendlich  wird,  stetig.  Der  imaginäre  aber  erhält,  wenn  überall  unter 
den  möglichen  Werthen  von  cp  der  kleinste  positive  gewählt  wird, 
längs  des  Radius,  wo  0  —  ^o  reelle  positive  Werthe  annimmt,  auf  der 
einen  Seite  den  Werth  0,  auf  der  andern  den  Werth  2;r,  ändert  sich 
aber  dann  in  allen  übrigen  Punkten  stetig.  Offenbar  kann  dieser  Ra- 
dius durch  eine  ganz  beliebige  vom  Mittelpunkte  nach  der  Peripherie 
gezogene  Linie  l  ersetzt  werden,  so  dass  die  Function  log  {2  —  ^o) 
beim  Uebertritt  des  Punktes  0  von  der  ^  negativen  (d,  h.  wo  nach 
Art.  8.  2^  negativ  wird)  auf  die  positive  Seite  dieser  Linie  eine  plötz- 
liche Verminderung  um  27t i  erleidet,  übrigens  aber  sich  mit  dessen 
Lage  im  ganzen  Kreise  0  stetig  ändert.  Nehmen  wir  nun  die  com- 
plexe  Function  a  -\-  ßi  von  x,  y  im  Kreise  &  ==  log  (z  —  z,,),  ausser- 
halb desselben  aber,  indem  wir  l  beliebig  bis  an  den  Rand  verlängern, 
so  an,  dass  sie 

1)  an  der  Peripherie  von  &  =  log  (z  —  2o),  am  Rande  von  T 
bloss  imaginär  wird, 

2)  beim  Uebertritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der 
Linie  l  sich  um  —  27ti,  sonst  aber  bei  jeder  unendlich  klei- 
nen Ortsänderung  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der- 
selben Ordnung  ändert, 

was  immer  möglich  sein  wird,  so  erhält  das 

über  ®  ausgedehnt  den  Werth  Null,  über  den  ganzen  übrigen  Theil 
erstreckt  einen  endlichen  Werth,  und  es  kann  daher  a  -\-  ßi  durch 
Hinzufügung  einer  bis  auf  einen  bloss  imaginären  constanten  Rest 
bestimmten  stetigen  Function  von  x,  y,  welche  am  Rande  bloss  imaginär 
ist,  in  eine  Function  t  =  m  -{-  ni  von  2  verwandelt  werden.  Der  reelle 
Theil  m  dieser  Function  wird  am  Rande  =  0,  im  Punkte  Oo  ==  —  00 
und  ändert  sich  im  ganzen  übrigen  T  stetig.  Für  jeden  zwischen  0 
und  —  00  liegenden  Werth  a  von  m  zerfällt  daher  T  durch  eine  Linie, 
wo  m  =  a  ist,  in  Theile,  wo  m  <a  ist  und  die  Oo  im  Innern  enthal- 
ten, einerseits    und    andererseits    in   Theile,  wo  ni>  a  ist   und   deren 
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Begrenzuug  theils  durch  den  Rand  von  T,  theils  durch  Linien,  -wo 
')}i  =  a  ist,  gebiklet  wird.  Die  Ordnung  des  Zusammenhangs  der 
Fläche  T  wird  durch  diese  Zerfailung  entweder  nicht  geändert  oder 
erniedrigt,  die  Fläche  zerfällt  daher,  da  diese  Ordnung  ==  —  1  ist, 
entweder  in  zwei  Stücke  von  der  Ordnung  des  Zusammenhangs  o  und 
—  1,  oder  in  mehr  als  zwei  Stücke.  Letzteres  aber  ist  unmöglich, 
weil  dann  wenigstens  in  Einem  dieser  Stücke  m  überall  endlich  und 
stetig  und  in  allen  Theilen  der  Begrenzung  constant  sein  müsste, 
folglich  entweder  in  einem  Flächentheil  einen  constanten  Werth,  oder 
irgendwo,  —  in  einem  Punkte  oder  längs  einer  Linie  —  einen  Maxi- 
mum- oder  Minimumwerth  haben  müsste,  gegen  Art.  IL,  IIL  Die 
Punkte,  wo  m  constant  ist,  bilden  also  in  sich  zurücklaufende  allent- 
halben einfache  Linien,  welche  ein  den  Punkt  Oo  einschliessendes  Stück 
begrenzen,  und  zwar  nimmt  m  nach  Innen  zu  nothwendig  ab,  woraus 
folgt,  dass  bei  einem  positiven  Umlaufe  (wo  nach  Art.  8.  s  wächst)  n, 
soweit  es  stetig  ist,  stets  zunimmt,  und  also,  da  es  nur  beim  Ueber- 
tritt  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der  Linie  l  eine  plötz- 
liche Aenderung  um  — 2%*)  erleidet,  jedem  Werth  zwischen  o  und 
2n  Einmal  von  einem  Vielfachen  von  2%  abgesehen  gleich  wird. 
Setzen  wir  nun  e'  =  tv,  so  werden  e'"  und  n  Polarcoordinaten  des 
Punktes  Q  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Punkte  Q  bildet  dann  offenbar  eine  über  K  allenthalben 
einfach  ausgebreitete  Fläche  *8';  der  Punkt  Qo  derselben  fällt  auf  den 
Mittelpunkt  des  Kreises;  der  Punkt  Q'  aber  kann  vermittelst  der  in  n 
noch  verfügbaren  Constante  auf  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  der 
Peripherie  gerückt  werden,  w.  z.  b.  w. 

In  dem  Falle,  wo  der  Punkt  0^  ein  Windungspunkt  ^^- Ister  Ord- 
nung ist,  gelangt  man,  wenn  nur  log  (z  —  So)  durch  —  log  {s  —  Zo) 

ersetzt  wird,  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  zum  Ziele,  deren  weitere 
Ausführung  man  indess  aus  Art.  14.  leicht  ergänzen  wird. 

22. 

Die    vollständige    Durchführung    der    Untersuchung    des    vorigen 
Artikels  für  den  allgemeinern  Fall,  wo  Einem  Punkte  der  einen  Fläche 


*)  Da  die  Linie  Z  von  einem  im  Innern  des  Stücks  gelegenen  Punkte  bis  zu 
einem  äussern  führt,  so  muss  sie,  wenn  sie  dessen  Begrenzung  mehrmals  schneidet. 
Einmal  mehr  von  Innen  nach  Aussen,  als  von  Aussen  nach  Innen  gehen,  imd  die 
Summe  der  plötzlichen  Aenderungen  von  n  während  eines  positiven  Umlaufs  ist 
daher  stets  =  —  2n. 
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mehrere  Punkte  der  andern  entsprechen  sollen,  und  ein  einfacher  Zu- 
sammenhang für  dieselben  nicht  vorausgesetzt  wird,  unterlassen  wir 
hier,  zumal  da,  aus  geometrischem  Gesichtspunkte  aufgefasst,  unsere 
ganze  Untersuchung  sich  in  einer  allgemeinern  Gestalt  hätte  führen 
lassen.  Die  Beschränkung  auf-  ebene,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
schlichte  Flächen,  ist  nämlich  für  dieselbe  nicht  wesentlich;  vielmehr 
gestattet  die  Aufgabe,  eine  beliebig  gegebene  Fläche  auf  einer  andern 
beliebig  gegebenen  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abzubilden,  eine 
ganz  ähnliche  Behandlung.  Wir  begnügen  uns,  hierüber  auf  zwei 
Gauss'sche  Abhandlungen,  die  zu  Art.  3.  citirte  und  die  disquis.  gen. 
circa  superf.  art.   13.,  zu  verweisen. 
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1.    Eine  veränderliche  complexe  Grösse  -w  =  u  -\-  vi  heisst  eine  Function  einer 
andern  veränderlichen  Grösse  z  ==  x  -{-  yi,  wenn  sie  mit  ihr  sich  so  ändert, 

dass   ^^  von  dz  unabhängig  ist.     Diese  Definition   vi^ird  begründet  durch 

die  Bemerkung  dass  dies  immer  stattfindet,   vrenn  die  Abhängigkeit  der 
Grösse  tv  von  z  durch  einen  analytischen  Ausdruck  gegeben  ist.      ...       3 
'J.    Die  Werthe  der  veränderlichen  complexen  Grössen  z  und  tv  werden  dar- 
gestellt durch  die   Punkte  0  und  Q  zweier    Ebenen  A   und  B,  ihre  Ab- 
hängigkeit von  einander  als  eine  Abbildung  der  einen  Ebene  auf  die  andere.       5 

3.  Ist  die  Abhängigkeit  eine  solche  (Art.  1.)  dass  -p- von  (i^  unabhängig  ist, 

dz 

so  findet  zwischen  dem  Original  und  seinem  Bilde  Aehnlichkeit  in  den 
kleinsten  Theilen  statt 5 

4.  Die  Bedingung,   dass  y-  von   dz  unabhängig  ist,   ist  identisch  mit  fol- 

j        du       dv      du  dv        ,        .,  „,  b'^u    ,    d^u 

genden:  ^  =  ^  .  ^^  =  "  ^  •     Aus    ihnen  folgen    _  +  _  =  0, 

dx^'^W~      

5.  Als  Ort  des  Punktes  0  wird  für  die   Ebene  A    eine  begrenzte   über  die- 
selbe ausgebreitete  Fläche  T  substituirt.    Windungspunkte  dieser  Fläche.     7 

6.  lieber  den  Zusammenhang  einer  Fläche 9 

i'  /dX    .    d  Y\ 

7.  Das  Integral     I    (  -^  +  ö—  \  dT  durch   die  ganze   Fläche  T  erstreckt, 

ist  gleich  — S {X  cos  |  -)-  l^cos  i])  ds  durch  ihre  ganze  Begrenzung,  wenn 
X  und  Y  beliebige  in  allen  Punkten  von  1'  stetige  Functionen  von  x 
und  ij  sind 12 

8.  Einführung   der  Coordinaten  s  und  j)   des  Punktes  O  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Linie.     Die  gegenseitige  Abhängigkeit  des  Vorzeichens  von   ds 

und  dp  wird  so  festgesetzt,  dass  ^r—  =  -^  ist 14 

ds        dp 

9.  Anwendung  des  Satzes  im  Art.  7.,  wenn  in  allen  Flächentheilen 

l^  +  l^»" 

d  X         dy 

ist 15 

10.    Bedingungen,    unter    welchen    im    Innern    einer    A   einfach    bedeckenden 

Fläche  T  eine  Function  u,   welche,  allgemein  zu  reden,   der  Gleichung 

d'^u       d^u 

ö— 2  +  ö—^  =  0  genügt,  nebst  allen   ihren  Dift'erentialquotienten  überall 

endlich  vmd  stetig  ist 18 


*)  Diese  Inhaltaübersiclit  rülirt  fast  vollständig  von  Riemanu  her. 
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d  T ,    durch    die    ganze 


16.  Das  Integral  j    [(g-  -  ^)    +(3^  +  3^) 

Fläche  T  erstreckt,  erhält  bei  Aenderung  von  a  um  stetige  oder  doch 
nur  in  einzelnen  Punkten  unstetige  Functionen,  die  am  Rande  =  0  sind, 
immer  für  Eine  einen  Minimumswerth  und  wenn  man  durch  Abänderung 
in  einzelnen  Punkten  hebbare  Unstetigkeiten  ausschliesst,  nur  für  Eine   .     30 
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18.  Ist  in  einer  beliebigen  zusammenhängenden,  durch  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T*  zerlegten  ebenen  Fläche  T  eine  Function 
a  -{-  ßi  von  x,  y  gegeben,  für  welche 


J     l[dx  "  dy)    "^  [dy  "^  dx) 
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durch  die  ganze  Fläche  endlich  ist,  so  kann  sie  immer  und  nur  auf  eine 
Art  in  eine  Function  von  z  verwandelt  werden  durch  Hinzufügung  einer 
Function  fi  ~\-  vi  von  x,  y  welche  so  bedingt  ist:  1.)  fi  ist  am  Rande  =  0, 
V  in  Einem  Punkte  gegeben.  2.)  Die  Aenderungen  von  ji  sind  in  1\ 
die   von  v  in   T*    nur   in   einzelnen   Punkten   und  nur  so  unstetig,  dass 

ganze  Fläche  endlich  bleiben  und  letztere  an  den  Querschnitten  beider- 
seits gleich 33 
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Anmerkungen. 


(1)  (zu   Seite  3.)     In  Eiemann's  Papieren  findet  sich  der  folgende  an  diese  Stelle 
gehörige  Zusatz: 

„Unter  dem  Ausdruck:  die  Grösse  w  ändert  sich  stetig  mit  z  zwischen  den 
Grenzen  z  =  a  und  z  =  h  verstehen  wir:  in  diesem  Intervall  entspricht  jeder 
unendlich  kleinen  Aenderung  von  z  eine  unendlich  kleine  Aenderung  von  lo 
oder,  greiflicher  ausgedrückt:  für  eine  beliebig  gegebene  Grösse  e  lässt  sich 
stets  die  Grösse  a  so  annehmen,  dass  innerhalb  eines  Intervalls  für  2,  welches 
kleiner  als  a  ist,  der  Unterschied  zweier  Werthe  von  lo  nie  grösser  als  s  ist. 
Die  Stetigkeit  einer  Function  führt  hiernach,  auch  wenn  dies  nicht  besonders 
hervorgehoben  ist,  ihre  beständige  Endlichkeit  mit  sich." 

(2)  (zu  Seite  18.)     Zur  Erläuterung  dieser  im  Ausdruck  etwas  dunkeln  Stelle  kann 
folgendes  Beispiel  dienen: 

In  der  beistehenden  Figur  ist  T 
eine  dreifach  zusammenhängende 
Fläche,  {ah)  sei  der  ersteQuerschnitt 
f/, ,  {cd)  der  zweite  q.^.  Man  hat  hier 
drei  verschiedene  constante  Werth- 
differenzen  der  Function 


Z 


f{^yi-^y^'" 


zu  unterscheiden.  Diese  seien:  ander 
Strecke  {ac) :  A,  an  der  Strecke  {cb):B, 
an   der  Strecke  {cd)  :  C.    Durchläuft 
man  also  zuerst  {cd),  so  kann  hier  C 
irgend  einen  Werth  haben.     Durchläuft  man   hierauf  {bc),   so  kann  hier  B 
einen  andern  beliebigen  Werth  haben.    An  {ac)  ist  aber  hiernach  die  constanie 
Werthdifferenz  A  der  Function  Z  völlig  bestimmt,  nämlich   (wenn  die   Vor- 
zeichen passend  bestimmt  werden)  A  =  B  -{-  C.    Auf  ähnliche  Weise  schliesst 
man    allgemein,    dass,    so    oft    beim    Rückwärtsdurchlaufen    des   Querschnitt- 
systems ein  schon  durchlaufener  Querschnitt  einmündet,  die  Aenderung,  welche 
die  constante  WerthdifFerenz  der  Function    dadurch   erfährt,'  vollkommen  be- 
stimmt ist. 
(3)  (zu  Seite  33.)    Die  folgenden  Bemerkungen  sind  fast  wörtlich  den  in  Riemann's 
handschriftlichen  Nachlass  gefundenen  Entwürfen  zu  Art.   17.   entnommen   und 
dienen  theils  zur  Erläuterung,  theils  zur  Ergänzimg  der  Untersuchung. 

Von  den  Werthen  Pj  und  P^  kann  auch  einer  überall  =  0  genommen 
werden,  wenn  nur  T'  eine  endliche  Breite  behält,  wodurch  unser  Beweis 
auf  den  Fall  anwendbar  wird,  wo  die  Unstetigkeit  längs  eines  Theils  der  Be- 
grenzung einträte^  oder  durch  Abänderung  von  y  längs  einer  Linie  im  Innern 
entstanden  wäre.  Für  m  ist  deshalb  nicht  geradezu  der  kleinste  Werth  von 
(Vi  —  y-z)'  ^^  ^^^^^  angegebenen  Intervall  von  p^  und  j)^  gesetzt,  damit  der 
Beweis  auch  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  y  unendlich  viele  Maxima  und 

Minima,  also  z.  B.  in  der  Nähe  der  Unstetigkeitslinie  den  Werth  sin  — ,  hätte. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  L  über  alle  Grenzen  wächst,  wenn 
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X  sich  einer  Function  y  unbegrenzt  nähert,  die  in  einem  Punkt  O'  so  unstetig 

wird,    dass   in  einem  Theil   einer   mit    dem   Radius   q    um    0'    beschriebenen 

0  y         c  y 
Kreislinie    q  >,  -,    q  ,       für  ein  unendlich  kleines  q  sich  einer  endlichen  Grenze 

nähern  oder  unendlich  werden. 

Es  lässt  sich  in  diesem  Fall  ein  Werth  M  von  q  so  annehmen,   dass  unter- 
halb desselben 

27r  _ 

ff'y  • 


JW+^ 


dcp 


nicht  0  wird.  Bezeichnen  wir  den  kleinsten  Werth  dieser  Grösse  in  diesem 
Intervall  durch  a,  so  wird  der  Beitrag  eines  zwischen  q  =  R  und  q  =  r  (wo 
r  <[  R)  enthaltenen  Kreisrings  zu  L 

R  2rt  R 

r  U  r  . 

C 

und  folglich,  wenn  man  r  =  Re     "    annimmt   >  C.      Wählt    man    also    zur 

V 

Begrenzung  von  T'  einen  Kreis,  wo  q  <^  Re  " ,  so  wird  der  aus  dem  übrigen 
T  stammende  Theil  von  L  und  folglich  L  selbst,  wie  auch  X  im  Innern  des 
Kreises  angenommen  werden  möge,  ^  C. 

(Diese  Untersuchung  bezieht  sich  zwar  zunächst  auf  einen  Pnnkt,  der  kein 
Windungspunkt  und  kein  Begrenzungspunkt  ist,  erleidet  aber  eine  wesent- 
liche Aenderung  nur  für  einen  Begrenzuugspuiikt,  wo  die  Fläche  eine  Spitze, 
d.  h.  ihre  Begrenzung  einen  Rückkehrpunkt  hat.  Die  Bestimmung  eines 
Grades  der  Unstetigkeit,  welchen  X  nicht  erreichen  kann,  beruht  indess  auch 
hier  auf  denselben  Principien  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Andeu- 
tung dieses  Falles.) 

Es  liefert  also,  wenn  der  Flächentheil,  wo  X  und  y  verschieden  sind,  un- 
endlich klein  wird,  im  Fall  einer  Unstetigkeitslinie  T'  selbst,  im  Fall  eines 
Unstetigkeitspunktes  der  übrige  Theil  von  T  einen  unendlichen  Beitrag  zu  L, 
und  unsere  Behauptung  ist  daher,  wenn  die  Unstetigkeit  den  hier  voraus- 
gesetzten Grad  erreicht,  gerechtfertigt.  Ihre  Gültigkeit  in  diesem  Umfang 
genügt  für  uns  und  in  der  That  wird  sie  für  leichtere  Unstetigkeiten  unrichtig, 
wie  z.  B.  wenn  y  in  der  Entfernung  q  des  Punktes  0  vom  Unstetigkeitspunkt 

=  (log  — 1     und  ft  ■<  i  ist.     Wir  geben  daher  dem   ersten  Theil  des   Satzes 

im  Art.  16.  folgende  Beschränkung:  Das  Integral  Sl  hat,  co  =  a  -{-  X  gesetzt, 
entweder  für  eine  der  Functionen  X  ein  Minimum,  oder  X  nimmt,  während  Sl 
sich  einem  kleinsten  Grenzwerth  nähert  doch  nur  in  einzelnen  Punkten  eine 

Unstetigkeit  an,   bei  welcher  die  Ordnung  von  ^,  o" ,   wenn  sie   unendlich 

werden,  die  Einheit  nicht  erreicht. 

Eine  Unstetigkeit  der  Function  co,  die  durch  Abänderung  eines  Werthes  in 
einem  Punkt  hebbar  ist,  muss  z.  B.  eintreten,  wenn  in  der  Fläche  irgendwo 
ein  Stich,  also  ein  einzelner  Begrenzungspunkt,  wo  ^  =  0  sein  müsste,  an- 
genommen würde. 


IL 

lieber  die  Gesetze  der  Vertheilung  von  Spannungselectricität 
in  pouderabeln  Körperu,  wenn  diese   nicht   als   vollkommene 
Leiter  oder  Nichtleiter,  sondern  als  dem  Enthalten  von  Span- 
nungselectricität mit  endlicher  Kraft  widerstrebend 
betrachtet  werden. 

(Amtlicher  Bericht  über  die  31.  Versammlung  deutscher  Naturforscher 
uud  Aerzte  zu  CTÖttingen  im  September  1854.  *) 

Mittelst  der  sinnreichen  Werkzeuge  für  Spannungselectricität, 
welche  Herr  Prof.  Kohlrausch  in  der  gestrigen  Sitzung  dieser  Section 
erwähnte,  hat  derselbe  auch  die  Bildung  des  Rückstandes  in  der  Ley- 
dener  Flasche  und  in  andern  Apparaten  zur  Bindung  von  Electricität 
untersucht.  Diese  Erscheinung  ist  im  Wesenthchen  folgende:  Wenn 
man  eine  Leydener  Flasche,  nachdem  sie  längere  Zeit  geladen  gestan- 
den hat,  entladet  und  sie  dann  eine  Zeit  lang  isolirt  stehen  lässt,  so 
tritt  nach  einiger  Zeit  eine  merkliche  Ladung  wieder  auf  Sie  führt 
zu  der  Annahme,  dass  bei  der  ersten  Entladung  nur  ein  Theil  der 
geschiedenen  Electricitätsmenge  sich  wieder  vereinigte,  ein  Theil  aber 
in  der  Flasche  zurückblieb.  Den  ersten  Theil  nennt  man  die  dispo- 
nible Ladung,  den  zweiten  den  Rückstand.  Die  Genauigkeit  der 
Messungen,  welche  Herr  Prof.  Kohlrausch  über  das  Sinken  der  dis- 
ponibeln  Ladung  und  über  das  Wiederauftreten  des  Rückstandes  an- 
gestellt hat,  reizte  mich,  an  derselben  ein  aus  andern  Gründen  wahr- 
scheinliches Gesetz  zu  prüfen,  welches  eine  in  der  bisherigen  Theorie 
der  Spannungselectricität  vorhandene  Lücke  ausfüllt. 

Bekanntlich  beziehen  sich  die  mathematischen  Untersuchungen 
über  Spannungselectricität  auf  ihre  Vertheilung  hi  vollkommenen  und 
vJdlig  isolirten  Leitern;  man  betrachtet  also  die  ponderabeln  Körper 
entweder  als  absolute  Leiter  oder  als  absolute  Nichtleiter.  Eine  Folge 
davon  ist,  dass  nach  dieser  Theorie    sich  beim  Gleichgewicht  die   ge- 


*)   Vortrag  gehalten  am  21.  Sept.  1854. 
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sammte  Spannnngselectricitüt  nur  an  den  Grenzflächen  der  Leiter  und 
Isolatoren  ansammelt.  Zugestandenermassen  aber  ist  dies  eine  blosse 
Fiction.  In  der  Natur  wird  es  weder  einen  Körper  geben,  in  welchen 
durchaus  keine  Spannungselectricität  eindringen  kann,  noch  einen  Körper, 
in  welchem  sich  die  gesammte  Spannungselectricität  auf  eine  mathe- 
matische Fläche  zusammenziehen  kann.  Man  muss  vielmehr  annehmen, 
dass  die  ponderabeln  Körper  dem  Aufnehmen  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungselectricität  mit  endlicher  Kraft  widerstreben,  und  zwar  ist 
die  Annahme,  deren  Consequenzen  sich  der  Erfahrung  gemäss  zeigen,  die, 
dass  sie  nicht  dem  electrisch  Werden  oder  dem  Aufnehmen  von  Span- 
nungselectricität, sondern  dem  electrisch  Sein  oder  dem  Enthalten  von 
Spannungselectricität  widerstreben.  Das  Gesetz  dieses  Widerstrebens 
ist,  je  nach  der  dualistischen  oder  unitarischen  Vorstellungsart,  folgen- 
des. Nach  der  dualistischen  Vorstellungsart,  nach  welcher  die  Span- 
nungselectricität der  Ueberschuss  der  positiven  Electricität  über  die 
negative  ist,  muss  man  in  jedem  Punkte  des  ponderabeln  Körpers  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
schusses  proportionalen  Intensität  die  Dichtigkeit  der  Electricität 
gleichen  Zeichens  —  derjenigen,  welche  im  Ueberschuss  vorhanden  ist 
—  zu  vermindern  und  die  der  entgegengesetzten  zu  vermehren  strebt. 
Nach  der  unitarischen  Auffassungsweise,  nach  welcher  die  Spannungs- 
electricität der  Ueberschuss  der  in  dem  Körper  enthaltenen  Electricität 
über  die  ihm  natürliche  ist,  muss  man  in  jedem  Punkte  desselben  eine 
Ursache  annehmen,  welche  mit  einer  der  Dichtigkeit  dieses  Ueber- 
schusses  proportionalen  Intensität  die  Dichtigkeit  der  Electricität  zu 
vermindern  oder  bei  negativem  Ueberschuss  zu  vermehren  strebt.  Ausser 
dieser  Bewegungsursache  hat  man  nun,  wenn  keine  merklichen  ther- 
mischen oder  magnetischen  oder  voltainductorischen  Wirkungen  und 
Einflüsse  stattfinden,  und  die  ponderabeln  Körper  gegen  einander 
ruhen,  nur  noch  die  dem  Coülomb'schen  Gesetz  gemässe  electromoto- 
rische  Kraft  in  Rechnung  zu  ziehen.  Unter  denselben  Umständen  kann 
man  für  die  Abhängigkeit  der  erfolgten  Bewegung  von  den  Bewegungs- 
ursachen Proportionalität  zwischen  electromotorischer  Kraft  und  Strom- 
intensität annehmen. 

Um  diese  Bewegungsgesetze  in  Formeln  auszudrücken,  seien  x,  y,  z 
rechtwinklige  Coordinaten  und  im  Punkte  {x.,  y,  s)  zur  Zeit  t  die  Dich- 
tigkeit der  Spannungselectricität  q,  und  u  der  43rte  Theil  des  Poten- 
tials der  gesammten  Spannungselectricität  nach  Gauss'scher  Definition, 
nach  welcher  das  Potential  in  einem  bestimmten  Punkte  gleich  ist  dem 
Integral  über  sämmtliche  Massen  Spannungselectricität,  jede  dividirt  durch 
die   Entfernung  von   diesem    Punkte.     Die   dem  Coülomb'schen    (^esetz 

Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  4 
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gemiisse  electromotorische  Kraft  ist  Jauu,  nach  den  llichtungeu  der 
drei  Axen  zerlegt,  proportional 

du  du  du 

dx  '        dy  '        ds  ' 

die  von  der  Reaction  des  ponderabeln  Körpers  herrührende  proportional 

^9     dg^  dg 

dx'        dy '        dz  ' 

Die  Componenten  der  electromotorischen  Kraft  können  also  gleich 
gesetzt  Averden 

du_  ß'i^A       ^  _    /Jä  ^       ^  Q2^9 

dx        ^   dx  '         dy  dy  ^         dz         '^    dz  ' 

wo  ß'^  nur  von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängt.  Diesen 
sind  nun  die  Componenten  der  Stromintensität  proportional,  sie  sind 
also  =  ß:|,  CC7],  al,  wenn  man  durch  i,,  r]^  t,  die  Componenten  der 
Stromintensität  und  durch  a  eine  von  der  Natur  des  ponderabeln  Kör- 
pers abhängige  Constante  bezeichnet. 

Verbindet  man  hiermit  die  phoronomische  Gleichung 

dt^  dx^  dy^  dz        ^' 

welche  man  erhält,  indem  man  die  in  das  Raumelement  äxäyds  im 
Zeitelement  dt  einströmende  Electricitätsmenge  auf  doppelte  Weise 
ausdrückt,  und  die  Gleichung 

d'^u  j^  d^u    ^^  d^u 

welche  aus  dem  Begriffe  des  Potentials  folgt,  so  erhält  man,  indem 
man  erstere  mit  a  multiplicirt  und  für  |,  >;,  t,  ihre  Werthe  setzt,  die 
Gleichung 

'^  dt   ^  ^         P     \cx^^  ?y^^  dz^j 

Diese  giebt  für  u  eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  in 
Bezug  auf  t  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  Raumcoordinaten  vom 
vierten  Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  an  u 
innerhalb  des  ponderabeln  Körpers  allenthalben  vollständig  zu  bestim- 
men, werden  ausser  dieser  Gleichung  in  jedem  Punkte  desselben  Eine 
Bedingung  für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Ober- 
flächenpunkte zwei  Bedingungen  erforderlich  sein. 

Ich  werde  nun  die  Consequenzen  dieser  Gesetze  in  einigen  beson- 
deren Fällen  mit  der  Erfahrung  vergleichen. 

Für  das  Gleichgewicht  (in  einem  System  isolirter  Leiter)  ist 
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■2 

o'  .i 


oder 
oder,  da 


u  -\-  ß-Q  =  Const., 


dx^        d  y'^    '     c', 
^*  -  ß'  (,,.  +  ap  +  ^)  =  Const. 
Für  die  Stromausgleichimg   oder   den   Beharrungszu stand   der   Vertliei- 

i 

lung  (im  Scliliessungsbogen  constanter  Ketten)  ist 


a.-o 


oder 


.-/i^  (11  +  1^  +  ^)^0. 


Wenn  nun  die  Länge  ß  gegen  die  Dimensionen  des  ponderabeln 
Körpers  sehr  klein  ist,  so  nimmt  n  —  Const,  im  erstem  Falle  und  q 
im  zweiten  von  der  Oberfläche  ab  sehr  schnell  ab  und  ist  im  Innern 
überall  sehr  Idein,  und  zwar  ändern  sich   diese  Grössen   mit  dem  Ab- 

stände  p  von  der  Oberfläche  nahe  wie  e  i\  Dieser  Fall  wird  bei 
den  metallischen  Leitern  angenommen  werden  müssen;  wird  /5  =  0 
gesetzt,  so  erhält  man  die  bekannten  Formeln  für  vollkommene  Leiter. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gesetze  auf  die  Rückstandsbildung  in 
der  Leydener  Flasche  musste  ich,  da  Angaben  über  die  Dimensionen 
der  Apparate  fehlten,  annehmen,  dass  die  Dimensionen  derselben  gegen 
den  Abstand  der  Belegungen  als  unendlich  gross  betrachtet  werden 
dürften.  Mit  der  Ausführung  der  Rechnung  wage  ich  die  verehrten 
Anwesenden  nicht  zu  ermüden  und  begnüge  mich  das  Resultat  dersel- 
ben anzugeben. 

Aus  den  Messungen  des  Herrn  Prof.  Kohlrausch  hatte  sich  erge- 
ben, dass  die  disponible  Ladung,  als  Function  der  Zeit  betrachtet, 
nahe  durch  eine  Parabel  dargestellt  wird,  dass  jedoch  der  Parameter 
der  Parabel,  welche  sich  der  Ladungscurve  am  nächsten  anschliesst, 
langsam  abnimmt,  so  dass  wenn  man  die  anfängliche  Ladung  durch  Z«, 

die  zur  Zeit  t  durch  Lt  bezeichnet,  ~ — — —  eine   Grösse    ist,   welche 

yt 

mit  wachsendem  t  allmählich  abnimmt. 

Dasselbe  ergab  sich  auch  aus  der  Rechnung,  wenn  angenommen 
wurde,  dass  sowohl  a  als  ß^  beim  Glase,  wie  dies  von  vorn  herein  zu 

erwarten  war,  sehr  gross  sei  und  als   unendlich   gross  betrachtet  wer- 

4:1: 
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deu  dürfe,  während  ihr  Quotient  endlich  bleuet.  Eine  schärfere  Ver- 
gleichung  der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  habe  ich  nicht  ange- 
gestellt, namentlich  aus  dem  Grunde,  weil  mir  Angaben  über  die 
Dimensionen  der  Apparate  und  überhaupt  alle  Mittel  fehlten,  die  wegen 
der  Abweichungen  von  den  Vorraussetzungen  der  Rechnimg  nöthigen 
Correctionen  zu  bestimmen.  Es  wäre  eine  solche  namentlich  zur  Be- 
stimmung der  electrischen  Constanten  des  Glases  zu  wünschen.  Docli 
halte  ich  das  hier  aufgestellte  Gesetz  für  die  Vertheilung  der  Span- 
nungselectricität  für  vollkommen  durch  die  Messungen  des  Herrn  Prof. 
Kohlrausch  bestätigt. 

Ich  darf  wohl  noch  in  der  Kürze  die  Anwendung  dieses  Gesetzes 
auf  einen  andern  Gegenstand  besprechen. 

Bekanntlich  wird  die  Fortpflanzung  der  galvanischen  Ströme  in 
metallischen  Leitern  und  die  in  Folge  derselben  stattfindende  Strom- 
ausgleichung bei  Constanten  oder  langsam  sich  ändernden  electromo- 
torischen  Kräften  durch  die  dabei  auftretende  Spannungselectricität 
bewirkt.  Dieser  Vorgang  ist  wegen  seiner  ungemein  kurzen  Dauer 
und  den  hinzukommenden  thermischen  und  magnetischen  Wirkungen 
nur  in  seinen  Resultaten  der  experimentalen  Forschung  zugänglich, 
und  die  einzigen  experimentellen  Bestimmungen,  welche  wir  darüber 
haben,  sind  die  Messungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  Tele- 
graphendrähten und  die  Ohm'schen  Gesetze  der  Stromausgleichung. 
Eine  genauere  Analyse  der  Ohm'schen  Gesetze  führt  indess  ebenfalls 
zu  der  hier  gemachten  Annahme,  und  ich  wurde  in  der  That  dadurch 
zuerst  auf  sie  geführt. 

Ohm  bestimmt  die  Stromvertheilung  bei  der  Stromausgleichung 
durch  folgende  zwei  Bedingungen: 

1)  Um  die  den  wirklich  erfolgten  Stromintensitäten  proportionalen 
electromotorischen  Kräfte  zu  erhalten,  muss  man  zu  den  äussern  electro- 
motorischen  Kxäften  Kräfte  hinzufügen,  welche  die  Differentialquotienten 
Einer  Function  des  Orts,  der  Spannung,  sind. 

2)  Bei  der  Stromausgleichung  strömt  in  jeden  Tlieil  des  pon- 
derabeln  Leiters  eben  so  viel  Electricität  ein  als  aus. 

Ohm  glaubte  nun,  dass  die  Spannung,  diese  Function  des  Orts, 
von  wdcher  die  inneren  electromotorischen  Kräfte  die  Dift'erentialquo- 
tienten  sind,  von  der  Spannungselectricität  so  abhingen,  dass  sie  ihrer 
Dichtigkeit  proportional  sei,  welche  Annahme  in  der  That  das  Zu- 
standekommen beider  Bedingungen  erklärt.  Aber  es  haben  schon,  fast 
gleichzeitig,  Herr  Prof.  Weber*)  und  Kirchhoff**)  darauf  aufmerksam 

*)  Abhandluugeu  d.  k.  sächs.  Ges.  d.  W.  1852,  I.  S.  293. 
**)  Poggeudortfa  Aimalen.     Bd.  79,  S.  506. 
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gemacht,  dass  dann  die  Electricität  im  Gleichgewicht  sein  müsste, 
wenn  sie  den  ponderabeln  Köqjer  mit  gleichmässiger  Dichtigkeit  er- 
füllte, während  sie  doch  der  Erfahrung  nach  beim  Gleichgewicht  auf 
der  Oberfläche  vertheilt  ist.  Die  Spannung  muss  eine  Function  sein, 
welche  beim  Gleichgewicht  im  ganzen  Leiter  constant  ist,  und  also 
vielmehr  dem  Potential  der  Spannungselectricität  proportional  sein, 
und  diese  Innern  electromotorischen  Kräfte  sind  mit  den  dem  Coulomb'- 
schen  Gesetz  gemässen  identisch. 

Diese  Ansicht  über  die  Spannung  wurde  auch  von  den  meisten 
Forschern  angenommen.  Dabei  aber  blieb  es  ununtersucht,  durch  welche 
Ursachen  bei  der  Stromausgleichung  die  zweite  Bedingung  her«<-estellt 
wurde,  dass  in  jedem  ponderabeln  Körpertheil  die  Electricitätsmeno-e 
constant  bleibe. 

Nach  der  dualistischen  Auflassung  muss  sowohl  die  positive  als 
die  negative  Electricitätsmenge  constant  bleiben;  dass  kein  merklicher 
Ueberschuss  Einer  Electricität  sich  bilde,  scheint  man,  wenigstens  so 
lange  man  auf  die  Grössenverhältnisse  nicht  näher  eingeht,  aus  der  An- 
ziehung der  entgegengesetzten  Electricitäten  nach  dem  Coulomb'schen 
Gesetz  erklären  zu  können,  und  man  muss  dann  noch  eine  Ursache 
dass  die  neutrale  Electricität  in  jedem  Körpertheil  constant  bleibe,  also 
einen  Druck  des  Ponderabile  auf  sie,  annehmen.  Diese  Annahme  habe 
ich  auf  Anregung  des  Herrn  Prof.  Weber  schon  vor  mehreren  Jahren 
der  Rechnung  zu  unterwerfen  gesucht,  ohne  zu  einem  befriedigenden 
Resultat  zu  gelangen. 

Nach  unitarischer  Auffassung  bedarf  es  nur  einer  Ursache,  welche 
die  in  einem  ponderabeln  Körpertheil  enthaltene  Electricitätsmenge  con- 
stant zu  erhalten  strebt.  Man  wird  so  geradeswegs  zu  der  obigen 
Annahme  geführt,  dass  jeder  ponderabele  Körper  Electricität  von  be- 
stimmter Dichtigkeit  zu  besitzen  strebt  und  sowohl  einem  grösseren 
als  einem  geringeren  erfüllt  Sein  widerstrebt.  Das  Gesetz  dieses  Wider- 
strebens kann  man  so  annehmen,  wie  es  sich  für  das  Glas  durch  die 
Erfahrung  bestätigt  hat. 

Diese  Betrachtungen  führen  also  dazu,  die  ursprüngliche  Franklin'sche 
Auffassung  der  electrischen  Erscheinungen  als  diejenige  anzunehmen, 
welche  man  für  das  tiefere  Eindringen  in  den  Zusammenhang  dieser  Er- 
scheinungen unter  sich  und  mit  andern  Erscheinungen  zu  Grunde  zu 
legen  und  der  weitern  Aus-  und  Umbildung  nach  den  Geboten  und 
Winken  der  Erfahrung  zu  unterwerfen  hat. 

Möchten  sie  in  dem  Kreise  bewährter  Forscher,  vor  denen  ich  sie  zu 
entwickeln  die  Ehre  hatte,  einer  nähern  Prüfung  werth  gefunden  werden. 


III. 

Zur  Theorie  der  Nobili 'sehen  Farbenrhige. 

(Aus  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie.    Bd.  95,  28.  März  1855.) 

Die  .Nobili  sehen  Farbenringe  bilden  ein  schätzbares  Mittel,  die 
Gesetze  der  Stromverzweiguug  in  einem  durch  Zersetzung  leitenden 
Körper  experimentell  zu  studiren.  Die  Erzeugungsweise  dieser  Ringe 
ist  folgende.  Man  übergiesst  eine  Platte  von  Platin,  vergoldetem  Silber 
oder  Neusilber  mit  einer  Auflösung  von  Bleioxyd  in  concentrirter 
Kalilauge  und  las  st  den  Strom  einer  starken  galvanischen  Batterie 
durch  die  Spitze  eines  feinen  in  eine  Glasröhre  eingeschmolzenen  Platin- 
draths  in  die  Flüssigkeitsschicht  ein  und  durch  die  Platte  austreten. 
Das  Anion,  Bleisuperoxyd  nach  Beetz,  lagert  sich  dann  auf  der  Metall- 
platte in  einer  zarten  durchsichtigen  Schicht  ab,  welche  je  nach  der 
Entfernung  vom  Eintrittspunkte  des  Stroms  verschiedene  Dicke  besitzt, 
so  dass  die  Platte  nach  Entfernung  der  Flüssigkeit  Newton'sche 
Farbenringe  zeigt.  Aus  diesen  Farbenringen  lässt  sich  dann  die 
relative  Dicke  der  Schicht  in  verschiedenen  Entfernungen  bestimmen 
und  hieraus  mittelst  des  Faraday'schen  Gesetzes,  nach  welchem  die 
Menge  der  abgeschiedenen  Substanz  der  durchgegangenen  Elektricitäts- 
menge  allenthalben  proportional  sein  muss,  die  Stromvertheiiung  beim 
Austritt  aus  der  Flüssigkeit  ableiten. 

Der  erste  Versuch,  die  Stromvertheiiung  durch  Rechnung  zu  be- 
stimmen und  das  gefundene  Resultat  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen, 
ist  von  E.  Becquerel  gemacht  worden.  Derselbe  hat  vorausgesetzt, 
dass  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeitsschicht  gegen  ihre  Dicke  als 
unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe,  der  Strom  durch  einen  Punkt 
ihrer  Oberfläche  eintrete  und  sich  nach  den  Ohm  sehen  Gesetzen  in 
derselben  aijsbreite.  Er  glaubt  nun  bei  diesen  Voraussetzungen  ohne 
merklichen  Fehler   die  Strömungscurven   als   gerade  Linien  betrachten 
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zu  können  und  leitet  aus  dieser  Annahme  das  Gesetz  ab,  dass  die 
Dicke  der  niedergeschlagenen  Schicht  dem  Abstände  vom  Eintritts- 
punkte umgekehrt  proportional  sein  müsste,  welches  Gesetz  er  experi- 
mentell bestätigt  habe. 

Herr  Du-Bois-Reymond  hat  dagegen  in  einem  vor  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin  gehaltenen  Vortrage  gezeigt,  dass  bei 
Voraussetzung  gerader  Strömungslinien  die  Dicke  der  in  ihrem  End- 
punkte abgeschiedenen  Substanz  vielmehr  dem  Cubus  ihrer  Länge  um- 
gekehrt proportional  sich  ergiebt  und  dadurch  Herrn  Beetz  zu  einer 
Reihe  von  dem  Anschein  nach  bestätigenden  Versuchen  veranlasst, 
welche  in  Poggendorff's  Annalen  Bd.  71,  S.  71  beschrieben  sind  und 
viel  Vertrauen  erwecken. 

Die  genaue  Rechnung  indessen  lehrt,  dass  die  Voraussetzung 
gerader  Strömungslinien  unzulässig  ist  und  ein  ganz  falsches  Resultat 
liefert.  Allerdings  sind  die  Strömungslinien,  wenigstens  bei  grösserer 
Entfernung  ihres  Austrittspunktes  (da  sie  zwischen  zwei  sehr  nahen 
Parallel-Linien  liegen  und  höchstens  einen  Wendepunkt  besitzen),  in 
dem  mittleren  Theile  ihres  Laufes  in  beträchtlicher  Ausdehnung  sehr 
wenig  gekrümmt;  hieraus  aber  darf  man  keineswegs  schliessen,  dass 
sie  ohne  merklichen  Fehler  durch  gerade  von  ihrem  Eintrittspunkte 
nach  ihrem  Austrittspunkte  gehende  Linien  ersetzt  werden  können. 
Ich  werde  zunächst  die  bei  genauer  Rechnung  aus  den  Voraussetzungen 
der  Herren  E.  Becquerel  und  Du-Bois-Reymond  fliessenden  Fol- 
gerungen entwickeln  und  schliesslich  auf  die  Versuche  des  Herrn  Beetz 
zurückzukommen  mir  erlauben. 

Ich  nehme  an,  dass  der  Eintritt  des  Stromes  in  die  durch  zwei 
horizontale  Ebenen  begrenzte  Flüssigkeitsschicht  in  einem  Punkte  statt- 
finde, und  bezeichne  für  einen  Punkt  derselben  den  Horizontalabstand 
vom  Einströmungspunkt  durch  r,  die  Höhe  über  der  unteren  Grenz- 
fläche durch  s,  die  Erhebung  seiner  Spannung  über  die  Spannung  an 
der  oberen  Seite  dieser  Grenzfläche  durch  ii.  Ferner  sei  die  Stärke 
des  ganzen  Stromes  S,  der  specifische  Leitungswiderstand  der  Flüssig- 
keit IV,  im  Einströmungspunkt  z  =  a,  an  der  Oberfläche  0  =  ß.  Es 
muss  nun  u  als  Function  von  r  und  0  bestimmt  werden;  die  Strom- 
intensität im  Punkte  (r,  0),  welcher  nach  dem  Far ad ay 'sehen  Gesetz 
die  gesuchte  Dicke   der  dort  niedergeschlagenen   Schicht  proportional 

sein  muss,  ist  dann  gleich  dem  Werthe  von  ~  0—  in  diesem    Punkte, 

Wird  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeits- 
schicht gegen  ihre  Dicke  als  unendlich  gross  betrachtet  werden  dürfe, 
so  sind  die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  u 
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(l.j         für  —  oo  <  /•  <  oü,  0  <S<ß, 

c^ii    .     1    du    .    d^u ^ 

d  r-  "'"   r    dr  ~^  dz^  ' 

u  =  0; 

du 


(2.)  für  —  oo  <  /•  <  oo,  ^  =  0, 

(3.)  für  —  oü  <  ;•  <  oo,  s  =  ß, 

(4.)  für  r  =  +  oo,  ()<s<ß, 

(5.)  für  >•  =  0,  z  =  ci, 


dz  ' 

u  endlich; 


,  10  S 

oder     =  -r— 


wS  1 

in   yrr-{-{z  —  ccY 
1 


-}-  einer 


stetigen  Function  von   r,  z,  je    nachdem    der  Einströmimgspunkt    im 
Innern  oder  in  der  Oberfläche  liegt. 
Diesen  Bedingungen  genügt 

—  ■  ce,  oc 

oder  wenn  man  zur  Vereinfachung  S  =  —  annimmt: " 


u  = 


2(-iv 


Yrr  +  (^  +  2wß  —  ay        Y  rr  +  {z  -\-  2mß  -{- 


«)V' 


Setzt  man  u  =  a^  sin  -^  +  «^  sin  2  |^  +  rtg  sin  ^  ^  ß  "^  "  * '  ^^  ^^^^'^^ 
für  ein  gerades  n  der  Coefficient  a„  =  0  und  für  ein  ungerades 


3«,.=/sm«|i   V(-l)"(p^ 


dt 


+  (*  +  2m|3  —  a)^ 

c?< \ 

Vrr  -\-  {t  -{-  2mß  -\-  a)V 


:  j  (^sin  »  ^  (^  +  «)  -  sin  «  ,^  (^  -  «))^ 

CO 

,    .         TT«     /*  7r<  iH  ,,     .  TT«     /*e     "' 

2  sin  M    -^     /  cos  n  —^    ,  =  2  sm  «  — r    /  ^=  . 


+  i« 


cc     n  —^  ti 


In  letzterem  Integral  kann  statt    /   auch  2    /  geschrieben  werden. 

—  cc  ri 

Führt  man  für  t  als  Veränderliche  tri  ein,  so  erhält  man 
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^sinn^a   A       '''      dt 


ttn  = 


-f 


1 

also 


ytt  —  1 


4  sin  n  —5  a   %      ^2/^'' jx 
?(  =  Z  Slll  W 


^ 


2(3  "^  ß         J    l/TT^T"' 

1        ' 

über  alle  positiven  ungeraden  Werthe  von  11  ausgedehnt. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Flüssigkeit  bei  r  =  c  begrenzt    sei    und 

zwar  beispielshalber  durch  einen  Nichtleiter,  so  muss  für  r  =  c    7^-7  =  0 

werden  und  also  zu  dem  oben  erhaltenen  Werth  von  n,  der  durch  u 
bezeichnet  werden  möge,  noch  eine  Function  n"  hinzugefügt  werden, 
welche  folgenden  Bedingungen  genügt 

(1.)        für  —  6-  <  /•  <  t',  0  <  Ä'  <  ß, 

c'u"  j^    1   r ti,"    1^  c'^u"  ^ 

Tr^    '^  V   dr    ~^   dz^ 

m"  =  0 

dz 
du"  du 

dr  dr  ^ 

und  überall  stetig  ist. 

Den  Bedingungen  (1.)  bis  (o.j  zufolge  muss  u"  ebenfalls  in  der  Form 

h,  sin  ^  ^;  +  h,  sin  3  ^  ä'  +  ^5  sin  5  ^  .0  +  .  .  . 

darstellbar  sein,  und  zwar  tiiesst  aus  (1.)  für  &„  die  Bedingung 

d'^hn     1^    1    dhn    nnmt  -.     ^ 

1^  '^T'dF  "  TW  ^^  ~~  ^' 


(2.) 

für  —  c  <Cr  <ic,  Ä'  =  0, 

(3.) 

für  —  c  <  r  <  c,  3  =  ß, 

(4.) 

für  r  =  ±c,  0<z<ß, 

Eine  particuläre  Lösung  dieser  Gleichung  ist,  wie  schon  bekannt, 


er 

j 


e       ^'*      dt 


:    eine   andere   erhält   man,    wenn    man   dasselbe    Integral 

y  tt  —  1 
1       ' 

zwischen  —  1  und   l  nimmt;  die  allgemeinste  ist  also,  wenn  c„  und  y„ 
Constanten  bedeuten, 

1  —1 

oder  wenn  man 
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00  1 

I    .        —  durch  /(g),    /     . durch  Kpiq) 


bezeichnet: 


hn  =  cj(n  ^  r\-\-  y„(p  \)i  ^^  r\ 
Die  Entwickhmg  nach  steigenden  Potenzen  von  q  giebt 

0,  oc 
0.  CO 

es  wird  also  ficj)  für  g  =  0  unendlich  und  damit  u"  für  r  =  0  stetig 
.bleibe,  muss  c„  =  0  sein;  j/„  ergiebt  sich  dann  aus  (4.)  gleich 


4  sinn  —  «    /   («— cj 


mithin 
u  =  Z"  snm        "  KfW \        „  /  „        ..  \  H 


über  alle  positiven  ungeraden  Werthe  von  n  ausgedehnt. 

Zur  Berechnung  von  /*(g)  und  cp  (q)   können  für  grosse    Werthe 
von  q  die  halbconvergenten  Reihen 


f(q)  =  e-'^  l/—    V  (■-  1)-  ^i^^^ 


2  m  —  1)2 


(16«)'«  ' 

H'WJ  V  A.q   jLJ  vi\  (162)'« 

m  <  4  5-|-l 

benutzt  werden,  welche  indess  ihren  Werth  nur  bis  auf  Bruchtheile 
von  der  Ordnung  der  Grösse  e"*«  geben;  genügt  diese  Genauigkeit 
nicht,  so  ist  es  wohl  am  zweckmässigsten  die  Entwicklungen  nach 
steigenden  Potenzen  von  q  anzuwenden. 

Für  hinreichend   grosse  Werthe   von  ^  erhält  man  also  mit  Ver- 

_      rt 

nachlässigung  von  Grössen  von  der  Ordnung  der  Grösse  e~  2^'" 
■Jia  ( 


2ß 


""""■yTN--^2'-'^^^^^r-^(-i!.)" 


•     ^2  ^ß    1 /T  }     -—    '^(l  .3  .  .  .  2m— 1) 
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"V  (1  .  3  .  .  ■  2w  —  1)^  (2ot  +  1)  /  ß   \ 

^                  ml  (2m  —  1)                  \  4^7 

"V  (1  ■  3  ■  .  .  2ot—  1)^(2ot  +  1)  (  ß    \  « 
-<i-^                   ml  (2m  —  1)                   Uttc/ 

und  die  Dicke  der  Schiclit  proportional  ( -7)  oder  proportional 

Ttr 

■    e    ^^"^  (1  .  3  .  .  .  2m  —  1) 


7t 


e 


"^   (1  ■  3  ■  ■  .  2m  -^T)'''  (  ß  \ ' 


7r    ^ ^^! '■^■'  ^ 


^  (1  .  3  ■  ■  ■  2m  —  1)^  (2m  +  1) 
-^  ml  (2m  —  1) 


(_  M 


'^  (1  .  3  ...  2m  —  1)^  (27»  +  1)  /    p    \  »' 
■<^  w!  (2m  —  1)  \4wc/ 

Dieses  Resultat  bleibt  im  Allgemeinen  auch  richtig,  wenn  statt 
des  Eiuströmungspunktes  eine  beliebige  Umdrehungsfläche  als  Kathode 
angenommen  wird;  denn  für  Werthe  von  r  zwischen  c  und  demjenigen 
Werthe,  bis  zu  welchem  die  Bedingungen  (1.)  bis  (3.)  gültig  bleiben, 
muss  u  auch  dann  durch  eine  Reihe  von  der  Form 


=  ZK„ 


^(••fj)! 


Tiz   \  ,./     7ir\  [     nr\         \     4/J/ 


dargestellt  werden.  Eine  Ausnahme  würde  nur  eintreten,  wenn  iQ  =  0 
würde. 

Die  von  Herrn  E.  Becquerel  gemachte  und  von  Herrn  Du-Bois- 
Reymond  im  Wesentlichen  beibehaltene  specielle  Voraussetzung  ist 
die,  dass  die  Kathode  ein  Punkt  der  Oberfläche,  also  a  ==  /3  sei;  in 
diesem  Falle  ist,  wie  die  geführte  Rechnung  zeigt,  die  Dicke  der  Schicht 

für  grosse  Werthe  von  —   weder  der  Entfernung   vom  Einströmungs- 

punkte,  wie  Herr  Becquerel,  noch  ihrem  Cubus,  wie  Herr  Du-Bois- 
Reymond  gefunden  hat,  umgekehrt  proportional,  sondern  sie  nimmt 
mit  wachsenden  ^  vielmehr  ab,  wie  eine  Potenz  mit  dem  Exponenten 
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«log  ( ^ ) 

— ,    so   dass sich  einem   festen  Grenzwerthe  —  —  schliess- 

« '  ?•  2 

lieh  bis  zu  jedem  Grade  nähert.     Dagegen   ist   das   Gesetz  des   Herrn 

Du-Bois-Reymond  nicht   bloss   näherungs weise    für  grosse   Werthe 

von    — ,  sondern  strenge  richtig,  wenn  ß  =  oo  ist,  da  sich  alsdann 

u  =  V  (—  1)'"  (-, —  ^  ^ 

jiLj  \}/rr  +  (^  +  2»w(3  —  af        yrr  -f-  (2  +  2mj3  -f  a:)V 

—  cc,  oc 

auf 

und  folglich 


y  rr  4-  {z  —  ay        Y  rr  -{-  {z  -{-  ay 


[dz) 


reducirt.  Die  Vermuthung  aber,  aus  welcher  derselbe  dieses  Resultat 
abgeleitet  hat,  dass  nämlich  die  Strömungslinien  als  gerade  betrachtet 
werden  dürften,  bestätigt  sich  keineswegs.  Die  Gleichung  der  Strö- 
mungslinien ist 

/*/     ^M   7  du   ,\  , 

I  [r  y^r-  dr  —  r  1^-  dz\  =  V  ==  const. , 

J   \    dz  dr       } 

'in 
und  zwar  ist  die  Constante,  multiplicirt  mit  ;-,  wenn  man  das  Integral 

so  nimmt,  dass  es  für  r  =  0  verschwindet,  gleich  dem  innerhalb  der 
Umdrehungsfläche  {v  =  const)  fliessenden  Theile  des  Stromes.  In 
unserem  Falle  also  sind  die  Strömungslinien  die  in  der  Gleichung 

V  =  2 r=====^  H =  const. 

y  rr  -f  (^  +  a)2         V  rr  -f  (^  —  af 

enthaltenen  Linien,  welche  Linien  für  alle  grösseren  Werthe  der  const. 
beträchtlich  von  einer  geraden  abweichen.  Da  Herr  Du-Bois-Reymond 
zwar  die  Annahme  macht,  dass  der  Einströmungspunkt  in  der  Oberfläche 
liege,  seine  ferneren  Schlüsse  aber  nicht  wesentlich  auf  diese  Annahme 
stützt,  so  liegt  wohl  die  Vermuthung  nahe,  dass  bei  den  Versuchen  des 
Herrn  Beetz,  welche  eine  nicht  zu  verkennende  Annäherung  an  das  Ge- 
setz der  Guben  ergeben,  die  Forderung  des  Herrn  Du-Bois-Reymond, 
dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durch  den  Einströmungspunkt  gehe, 
nicht  berücksichtigt  worden  ist,  sondern  dass  Herr  Beetz,  was  zweck- 
mässiger sein   dürfte,   grössere  Flüssigkeitsmengen   anwandte,   so  dass 


in  der  Reihe  für 


^  ^  ^     \yrr  -f  (2m(3  -j-  «)'■*'        yrr  -(-  (2mß  —  af'') 

0,  00 


III.    Zur  Theorie  der  Nobili'schon  Farbenringe.  61 

die  späteren  Glieder  oder  duck  ihre  Summe  gegen  das  erste  vernach- 
lässigt werden  konnten.  In  diesem  Falle  würden  die  hübschen  Ver- 
suche des  Herrn  Beetz  wirklich  als  ein  Beweis  anzusehen  sein,  dass 
die  Stromvertheilung  nahezu  nach  den  vorausgesetzten  Gesetzen  erfolgt. 
Sollte  aber  diese  Vermuthung  irrig  sein,  so  wäre  aus  Herrn  Beetz 's 
Versuchen  zu  schliesseu,  dass  noch  andere  Umstände  bei  der  Berech- 
nung der  Stromvertheilung  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  deren  Ermitt- 
lung einer  neuen  experimentellen  Untersuchung  obliegen  würde.*) 


*)  In   einer    späteren  Abhandlung    (Poggendorff's  Annalen  Bd.  95.   p.  22)    ist  'h  ^1 

Herr  Beetz   auf  diesen   Gegenstand  zurückgekommen.     Es  ergiebt  sich  daraus  zu-  '  '' 

nächst,  dass  bei  den  Versuchen  von  Beetz  die  Einströmungsstelle  immer  unmittelbar 
an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  lag  und  mithin  die  Vermuthung  von  Riemann 
irrig  ist.  Es  ist  aber  gleichwohl  nicht  nothwendig,  nach  anderen  Umständen  zu 
suchen,  welche  die  Gesetze  der  Stromvertheilung  beeinflussen  könnten,  da  das 
theoretische  Resultat  von  Riemann  mit  den  Versuchen  in  noch  vollständigerer 
Uebereinstimmung  steht  als  das  von  Du-Bois-Reymond,  wie  aus  den  in  der  er- 
wähnten Abhandlung  enthaltenen  Zusammenstellungen  zu  ei-sehen  ist.  W. 


IV. 

Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Reihe 
F  («,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functioneu. 

(Aus   dem   siebeuten  Baude    der  Abhandlungen  der  Königlichen   Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen.     1857.) 

Die  Gau  SS  "sehe  Reihe  F(a,  ß,  y,  x),  als  Function  ihres  vierten 
Elements  x  betrachtet,  stellt  diese  Function  nur  dar,  so  lange  der 
Modul  von  X  die  Einheit  nicht  überschreitet.  Um  diese  Function  in 
ihrem  ganzen  Umfange,  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  dieses 
ihres  Arguments,  za  untersuchen,  bieten  die  bisherigen  Arbeiten  über 
dieselbe  zwei  Wege  dar.  Man  kann  nämlich  entweder  von  einer 
linearen  Differentialgleichung  welcher  sie  genügt  ausgehen,  oder  von 
ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte  Integrale.  Jeder  dieser  Wege  ge- 
währt eigenthümliche  Vortheile;  jedoch  ist  bis  jetzt,  in  der  reichhaltigen 
Abhandlung  von  Kummer  im  15.  Bande  des  mathematischen  Journals 
von  Grelle  und  auch  in  den  noch  unveröffentlichten  Untersuchungen 
von  Gauss*),  nur  der  erste  betreten,  wohl  hauptsächlich  desshalb,  weil 
die  Rechnung  mit  bestimmten  Integralen  zwischen  complexen  Grenzen 
noch  zu  wenig  ausgebildet  Avar,  oder  doch  nicht  als  einem  grossen 
Leserkreise  geläufig  vorausgesetzt  werden  konnte. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  diese  Transcendente  nach 
einer  neuen  Methode  behandelt,  welche  im  Wesentlichen  auf  jede 
Function,  die  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  algebraischen 
Coefficienten  genügt,  anwendbar  bleibt.  Nach  derselben  lassen  sich 
die  früher  zum  Theil  durch  ziemlich  mühsame  Rechnung  gefundenen 
Resultate  fast  unmittelbar  aus  der  Definition  ableiten,  und  dies  ist  in 
dem  hier  vorliegenden  Theile  dieser  Abhandlung  geschehen,  haupt- 
sächlich in  der  Absicht  für  die  vielfachen  Anwendungen  dieser  Function 
in  physikalischen  und  astronomischen  Untersuchungen  eine  bequeme 
Uebersicht  über  ihre  möglichen  Darstellungen  zu  geben.  Es  ist  nöthig, 
einige  allgemeine  Vorbemerkungen  über  die  Betrachtung  einer  Function 
bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit  ihres  Arguments  voraufzuschicken. 


*)  Gauss  Werke.    Hd.  III   18GG.  S.  '207.  W. 
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Betrachtet  man  den  Wertli  der  unabhängig  veränderlichen  Grösse 
X  =  y  -{-  ^i  zur  leichteren  Auffassung  ihrer  Veränderlichkeit  als  ver- 
treten durch  einen  Punkt  einer  unendlichen  Ebene,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  y,  z  sind,  und  denkt  sich  die  Function  iv  in  einem  Theile 
dieser  Ebene  gegeben,  so  kann  sie  von  dort  aus  nach  einem  leicht  zu 

beweisenden  Satze  nur   auf   eine  Weise   der  Gleichung  -^-  =  ^V-  ge- 

^  dz         oy 

mäss  stetig  fortgesetzt  werden.  Diese  Fortsetzung  muss  selbstredend 
nicht  in  blossen  Linien  geschehen,  worauf  eine  partielle  Differential- 
gleichung nicht  angewandt  werden  könnte,  sondern  in  Flächenstreifen 
von  endlicher  Breite.  Bei  Functionen,  welche,  wie  die  hier  zu  unter- 
suchende, „  mehrwerthig "  sind  oder  für  denselben  Wertli  von  x  je 
nach  dem  Wege,  auf  welchem  die  Fortsetzung  geschehen  ist,  mehrere 
Werthe  annehmen  können,  giebt  es  gewisse  Punkte  der  aj-Ebene,  um 
welche  herum  sich  die  Function  in  eine  andere  fortsetzt,  wie  z.  B.  bei 
y(x  —  a),  log  (a; — a),  {x  —  a)'',  weini  ^  keine  ganze  Zahl  ist,  der  Punkt 
a.  Wenn  man  von  diesem  Punkte  a  aus  sich  eine  beliebige  Linie  ge- 
zogen denkt,  so  kann  der  Werth  der  Function  in  der  Umgebung  von 
a  so  gewählt  werden,  dass  er  sich  ausserhalb  dieser  Linie  überall 
stetig  ändert;  sie  nimmt  aber  dann  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie  ver- 
schiedene Werthe  an,  so  dass  die  Fortsetzung  der  Function  über  diese 
Linie  hinüber  eine  von  der  jenseits  schon  vorhandenen  verschiedene 
Function  giebt. 

Zur  Erleichterung  des  Ausdrucks  sollen  die  verschiedenen  Fort- 
setzungen Einer  Function  für  denselben  Theil  der  x-Ehene  „Zweige" 
dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Werth  von  x,  um  welchen 
herum  sich  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt,  ein 
„ Verzweigungswerth" ;  für  einen  Werth,  in  welchem  keine  Verzweigung 
stattfindet,  heisst  die  Function  „einändrig  oder  monodrom". 


(a 
P  \a 


Ich  bezeichne  durch 

h  c 

ß  y    X 

, «'  ß'  7 

eine  Function  von  x^  welche  folgende  Bedingungen  erfüllt: 

1.  Sie  ist  für   alle   Werthe  von  x  ausser  a,  h,  c  einändrig  und 
endlich. 

2.  Zwischen  je  drei  Zweigen  dieser  Function  F',  F",  F'"  findet 
eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  Statt, 

c'F'  +  c"F"  +  c"F"'  =  0. 
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3.     Die  Function  lässt  sich  in  die  Formen 

c,  P(«>  +  Ca-  F^"'\  Ca  P^/^)  +  c^r  FU^'\  c,  P''>  +  c^  P^r^ 
mit  Constanten  c«,  Cu',  •  •  •,  Cy'  setzen,  so  dass 

P(")  ix—d)-",  P'«')  {x  —  ci)~" 
für  X  =^  a  einändrig  bleiben  und  weder  Null  noch  unendlich  werden, 
und  ebenso  P</^'  (a.-— 6)-'^  PO*»  {x  —  h^i^'  für  x  =  h  und  P<>')  (a— c)->', 
P^y">  (x  —  c)"''  für  X  =  c.  In  Betreff  der  sechs  Grössen  a,  a,  .  .'.,  y 
wird  vorausgesetzt,  dass  keine  der  Differenzen  «-—«',  /3  —  /3',  ;^  —  j^' 
eine  ganze  Zahl  und  die  Summe  aller,  a-\-(i-\-^-\-^-\-yA^y'  =  \  sei. 
Wie  mannigfaltig  die  Functionen  seien,  welche  diesen  Bedingungen 
genügen,  bleibt  vorläufig  unentschieden  und  wird  sich  im  Laufe  der 
Untersuchung  (Art.  4.)  ergeben.  Zu  grösserer  Bequemlichkeit  des  Aus- 
drucks werde  ich  x  die  Veränderliche,  a,  h,  c  den  ersten,  zweiten, 
dritten  \ erzweigungswerth  und  a,  «';  ß,  ß' ]  y,  y  das  erste,  zweite, 
dritte  Exponentenpaar  der  P-function  nennen. 


Zunächst  emige  unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Definition. 
'a  1)    c 


In  der  Fimction  P  \a  ß    y  x 
\a  ß'  y 


können    die    drei   ersten   Vertikal- 


reihen beliebig  unter  einander  vertauscht  werden,  sowie  auch  a  mit  a, 
ß  mit  ß',  y  mit  y.     Es  ist  ferner 

Iahe)  ia   h'  c      ] 

a   ß  y  x\  =  P  U  ß   y  x'\, 
a    ß'  y     J  [a  ß'  y      J 

wenn  man  für  a;'  einen  rationalen  Ausdruck  ersten  Grades  von  x  setzt, 
der  für  x  =  a,  h,  c  die  Werthe  a,  h' ,  c    annimmt. 

fOoü  1      j 
Für  P\a  ß  y  x    ,   auf  welche  Function   sich  demzufolge  alle  P- 

\a  ß'  y      J 

functionen  mit  denselben  a,  «',  ...,  y    zurückführen  lassen,  werde  ich 

zur  Abkürzung  auch  blos  P  (    ,\,,,x)  setzen. 

\a  ß  y      / 

In   einer   solchen   Function   können   also   von   den   Grössen    a,  «'; 

ß)  ß'i  7i  7    <iiG  Grössen  jedes  Paars  unter   sich,   sowie   auch   die   drei 

Grössenpaare  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden,  wenn  man  nur 

in  der  sich  ergebenden  P-function   als  Veränderliche  einen  rationalen 

Ausdruck  ersten  Grades  von  x  substituirt,  welcher  für  die  zum  ersten, 


dei-  durch  die  Gauss'sclie  Reihe  J-'i«,  ß,  y,  x)  dars teilbaren  Functionen.      Gö 

zweiten,  dritten  Exponenten^iaar  dieser  Function  gehörigen  Werthe 
von   X  die  Werthe  0,  oo,   1    annimmt.     Auf   diese   Weise    erhält  man 

die  Function  P  \\  ^  ^,  :A  ausgedrückt  durch  P-functionen  mit  den 
Veränderlichen  A-,  1  —  x,  — ,  1  — A^_^^  _!_  ^^^j  denselben  Ex- 
ponenten in  anderer  Ordnung. 

Aus  der  Definition  folgt  ferner: 

ia   h   c      \  (a  1)  c     \ 

(a'/3'  /     J     ^         ^  \a-^d  ß'  —  d  y 

also  auch 

^  ^  Kaß'y'J  \a'-\-d  ß'—d^£  y'^6  ')• 

Durch  diese  Umformung  können  zAvei  Exponenten  verschiedener  Paare 
beliebig  gegebene  Werthe  erhalten  und  als  Werthe  der  Exponenten, 
da  zwischen  ihnen  die  Bedingung  a -]-  a  -{-  ß  -\-  ß'  -{-  y  -\-  y'  =^  1  statt- 
findet, jedwede  andere  eingeführt  werden,  für  welche  die  drei  Diffe- 
renzen a —  a,  ß  —  ß',  y  —  y  dieselben  sind.  Aus  diesem  Grunde  werde 
ich  später  zur  Erleichterung  der  Uebersicht  durch 
P{a  —  a,  ß  —  ß',  y  —  y',  x) 

sämmtliche  in  der  Form  x'^  {i  —  xY  P  (' ,  ',    ,  x  ]  enthaltenen  Functionen 

\a  ß  y      J 

bezeichnen. 

3. 

Es  ist  jetzt  vor  allen  Dingen  nöthig,  den  Verlauf  der  Function 
etwas  genauer  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  durch 
sämmtliche  Verzweigungspunkte  der  Function  eine  in  sich  zurück- 
laufende Linie  l  gezogen,  welche  die  Gesammtheit  der  complexen 
Werthe  in  zwei  Grössengebiete  scheidet.  Innerhalb  jedes  von  ihnen 
wird  alsdann  jeder  Zweig  der  Function  stetig  und  von  den  übrigen 
gesondert  verlaufen;  längs  ^ier  gemeinschaftlichen  Grenzlinie  aber  wer- 
den zwischen  den  Zweigen  des  einen  und  des  andern  Gebiets  in  ver- 
schiedenen Begrenzunp-stheilen  verschiedene  Relationen  stattfinden.  Zu 
ihrer  bequemeren  Darstellung  werde  ich  die  mittelst  des  Coefficienten- 

systems  ;S'  ==  (^^'  ^ )  aus  den  Grössen  t,  u  gebildeten  linearen  Aus- 
drücke pt  -f-  qu,  rt  -f-  SU  durch  {S)  (t,  u)  bezeichnen.  Es  möge  ferner 
nach  Analogie  der  von  Gauss  vorgeschlagenen  Benennung  „positiv 
laterale  Einheit"  für  -f  /  als  „positive"  Seitenrichtung  zu  einer  ge- 
gebenen Richtung   diejenige   bezeichnet   werden,   welche   zu  ihr  ebenso 

Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  O 
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liegt,  wie  -f-  i  zu  1  (also  bei  der  übliclieu  Darstellungsweise  der  cora- 
plexen  Grössen  die  linke).  Demgemäss  maclit  x  einen  „positiven  Um- 
lauf um  einen  Verzweigungswertli  «",  wenn  es  sich  durch  die  ganze 
Begrenzung  eines  nur  diesen  und  keinen  andern  Verzweigungswertli 
enthaltenden  Grössengebiets  in  einer  gegen  die  Richtung  von  Innen 
nach  Aussen  positiv  liegenden  Richtung  bewegt.  Es  gehe  nun  die 
Linie  l  der  Reihe  nach  durch  die  Punkte  x  =^  c,  x  =^h,  x  =^  a,  und 
in  dem  auf  ihrer  positiven  Seite  liegenden  Gebiete  seien  P',  P"  zwei 
in  keinem  constanten  Verhältnisse  stehende  Zweige  der  Function  P. 
Jeder  andere  Zweig  P'"  lässt  sich  dann,  da  in  der  Vorausgesetzter- 
massen stattfindenden  Gleichung  c  P'  -{-  c"  P"  -}-  c"  P"  =  0  c" 
nicht  verschwinden  kann,  linear  und  mit  constanten  Coefficienten  in 
P'  und  P"  ausdrücken.  Nimmt  man  nun  an,  dass  P',  P"  durch  einen 
positiven  Umlauf  der  Grösse  x  um  a  in  (A)  (P',  P"),  um  h  in 
(B)  (P',  P"),  um  c  in  (0)  (P',  P")  übergehe,  so  wird  durch  die  Coeffi- 
cienten der  Systeme  (Ä),  (P),  (C)  die  Periodicität  der  Function  völlig 
bestimmt  sein.  Zwischen  diesen  finden  aber  noch  Relationen  Statt. 
Wenn  nämlich  x  das  negative  Ufer  der  Linie  l  durchläuft,  so  müssen 
die  Functionen  P',  P"  die  vorigen  Werthe  wieder  annehmen,  da  der 
durchlaufene  Weg  negativerseits  die  ganze  Begrenzung  eines  Grössen- 
gebiets bildet,  innerhalb  dessen  diese  Functionen  allenthalben  einändrig 
sind.  Es  ist  dies  aber  dasselbe,  als  ob  der  Werth  x  sich  von  einem 
der  Werthe  c,  h,  a  bis  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seite  fort- 
bewegt, dann  aber  jedesmal  um  diesen  Werth  positiv  herum,  wobei 
(P',  P")  der  Reihe  nach  in  (C)  (P',  P"),  (C)  (P)  (P',  P"),  schliesslich 
in  (C)  (P)  {Ä)  (P',  P")  übergeht.     Es  ist  daher 

(1)  {C){B){Ä)  =  (J^Ö^|^ 

welche  Gleichung  vier  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  zwölf 
Coefficienten  von  A,  B,  C  liefert. 

Bei  der  Discussion  dieser  Bedingungsgleichungen   beschränke  ich 
mich,  zur  Fixirung  der  Vorstellungen,  auf  die  Function  P/^,  ^,  ^,  ^j, 

also  auf  den  Fall,  wenn  a  =  0,  ?<  =  oo,  c=l,  was  die  Allgemeinheit 
der  Resultate  nicht  wesentlich  beeinträchtigt,  und  wähle  für  die  durch 
1,  oo,  0  zu  ziehende  Linie  /  die  Linie  der  reellen  Werthe,  welche  um 
der  Reihe  nach  durch  c,  h,  a  zu  gehen  von  —  oo  nach  -}-  oo  ge- 
richtet sein  muss.  Innerhalb  des  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie 
liegenden  Gebiets,  welches  die  complexen  Werthe  mit  positiv  imagi- 
närem Gliede  enthält,  sind  dann  die  oben  charakterisirten  Bestandtheile 
der   Function   P,    die   Grössen    P",   P"',   P/"^,   P/'',    P' ,  P'' ,  einändrige 
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Functionen  von  x  und  sind  bis  auf  constante  Factoren,  welche  von 
der  Wahl  der  Grössen  c«,  c«,  ...,  c^  abhängen,  völlig  bestimmt, 
wenn  die  Function  P  gegeben  ist.  Die  Functionen  P",  P«'  gehen 
durch  einen  positiven  Umlauf  der  Grösse  x  um  0  in  P"  c"^"' ,  P"'  e«'-''^' 
über  und  ebenso  durch  einen  positiven  Umlauf  dieser  GriJsse  um  oo 
die  Functionen  P^,  P/*'  in  P/*  ri'^^^'^  1¥  ei^''^"'  und  durch  einen  positiven 
Umlauf  um  1  die  Functionen  P>',  Py'  in  P^ey^"',  Py'ey'^""'.  Be- 
zeichnet man  den  Werth,  in  welchen  P  durch  einen  positiven  Umlauf 
von  X  um  0  übergeht,  durch  P',  so  ist,  wenn 

P   =    Ca    P"    +    Ca'    P"',    P'    =    Ca    ß""^'    P"    +    C„'    ß"'"'''    P"='. 

Diese  Ausdrücke  haben  eine  von  Null  verschiedene  Determinante,  da 
n.  V.  a  —  a  keine  ganze  Zahl  ist,  und  folglich  können  P",  P"'  auch 
umgekehrt  in  P,  P'  also  auch  in  P>\  Pi^  -,  Py,  Py  linear  mit  constan- 
ten  Coeflicienten  ausgedrückt  werden.     Setzt  man  nun 

P"  =  a^i  P''  +  a.r  P*'  =  Uy  py  +  «,/  Py, 

P"'  =  a\,  P^  +  «;,'  Pi''  =  a'j,  py  -f  a'y'  P>'', 

und  zur  Abkürzung       '/'     '!   \  =  {h),       ^     l    \  =  (c) 
{ a  .^,  a  ^r)  \a  y,  a  y' ) 

und  die  inversen  Substitutionen  von  (6)  und  (e)  bez.  w.  =  (h)~^  und 
(c)~^,  so  ergeben  sich  für  die  Functionen  (P",  P")  die  Substitutionen 

Aus  der  Gleichung  (C)  (P)  {Ä)  =  (^'  :  |  folgt  nun  zunächt,   da  die 

Determinante  einer  zusammengesetzten  Substitution  dem  Producte  aus 
den  Determinanten  ihrer  Componenten  gleich  ist, 
1  =  Det  {Ä)  Det  (P)  Det  (C) 

=  eia+a'+ß+ß'+Y+/)2ni    ßct  (6)  Dct  (6)-i  Det^(c)  Det(c)-i 
oder,  da  Det  (&)  Det  (&)-i  =  1,  Det  (c)  Det  (c)-i  =*1, 
(2)     cc -\- cc' ^  ß -\- ß' -\- y -\- y'  =  einer  ganzen  Zahl,  womit  die  obige 
Annahme,  dass  diese  Exponentensumme  =  1  sei,  vereinbar  ist. 

Die  übrigen  drei  in  (C)  (P)  (Ä)  =  ß'  yj  enthaltenen  Relationen 

geben  drei  Bedingungen  für  (h)  und  (c),  welche  indess  leichter  auf 
folgendem  Wege  gefunden  werden. 

Wenn  x  erst  um  0  und  dann  um  oo  negativ  herumgeht,  so  bil- 
det der  durchlaufene  Weg  zugleich  einen  positiven  Umlauf  um  1.  Der 
Werth,  in  welchen  P"  dadurch  übergeht,  ist  daher 

=  ay  ey^"-^  py  +  «,'  ey'^"^  py'  =  («,.  e-*^«'  Pi'  +  «/  e-r-'''  PO  e-"-"'- 


gemeinen  constanten  Factor  unterscheiden,   da  — ^  nicht    constant  ist. 
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Multii^licirt  man   diese  Gleichung  mit  einem  willkürlichen  Factor 
ß—ani  yjj(j  (jjg  Gleichung 

a..  Py  +   ay'  Py    =  a^i  Pi^   +  ß^'  P-^'  mit  e""' 
und    subtrahirt,    so    ergieht    sich    nach    Abwerfung    eines    allgemeinen 
Factors 

Uy  sin  (a  —  y)  7t  ey'''  Py  +  «/  sin  (ö  — /)  jre>'''"'  Py    = 
a.i  sin((?  +  a  +  /3);re-("+i^)'^'  Pi^  +  a^r  sin  ((7  +  «  +  ß')jte-^"+i^'^'"  P'^'. 
Aus  ganz  ähnlichen  Gründen  hat  man  auch,  wenn  man  überall  a   für 
a  setzt,  die  Gleichung 

a'y  sm{()  —  y)ney'''   Pr  +  «V  sin  ((?  —  /)  ;r  p>''^'  P>''  = 
a\i  sin(a  +  «'  +  /3)Äe-(«'+/*'«'  P'^+  «>  sm  (a  +  «'  +  /3')7re-("'+/^>'  P^^' 
mit  der  willkürlichen  Grösse  ö.     Befreit  man   beide  Gleichungen  von 
einer   der  Functionen,  z.  B.  P'',  indem  man   a  demgemäss  bestimmt, 
so    können    sich    die    resultirenden  Gleichungen    nur  durch   einen   all- 

Diese  Elimination  vo«  Py   giebt  daher: 

,    ,        ay  ccji  sin  (oc   +  ß  -f"  y')Te~"'^'  aß'  sin  (a   -\-  ß'  -\-  y')7te—c^' 

^    ^       cc'y  a'ß  sin(a'  -\-  ß  -\-  )'')3rf —«'««'  cc'ji'  sin  (a'  -\-  ß'  -\-  'j)Tie—"^i 

und  die  ähnliche  Elimination  von  Py 

tty'  (Xji  sin  (a    +  ß  +  y)ne—"^'      ocß'  sin  (a   +  ß'  +  y)7re— ««' 

^    ^       a'/  a'/i  sin  (a'  -{-  ß  -{■  y)ne~-"''t'  aß'  sin  (a'  -\-  ß'  -{-  y)7re— "'«'  ' 

welches  die  vier  gesuchten  Relationen  sind.     Aus  ilmen  ergeben  sich 

die  Verhältnisse  der  Quotienten  -^,  -^,  -^,  -^.     Die   Gleichheit  der 

a  /<     « /*     *^  y     "  y' 

beiden   aus   der   zweiten   und  vierten  fliessenden  Werthe  von    -r—  :  —r- 

erhellt  leicht  als  eine  Folge  aus  cc-\-a-\-ß-\-ß'-\-y-\-y'^:^  1  mittelst 
der  Identität  sins^r  =  sin(l  —  s)7C. 

Demnach  sind  von  den  Grössen  -r-,  -J-,  -r^,  ^  durch  eine  von 

a  ß    '     aß''     CCy  CC  y' 

ihnen,  z.  B.  -r-,  die  übrigen  bestimmt  und  die  drei  Grössen  «V,  cc'y,  a'y' 

a  ji 
durch  die  fünf  Grössen  a^,  a'ii,  a^-,  ay,  ay .  Diese  fünf  Grössen  aber 
hängen  von  den  in  P",  P"',  P^,  P'*',  P>',  Py ,  wenn  die  Function  P 
gegeben  ist,  noch  von  willkürlichen  Factoren  oder  vielmehr  von  deren 
Verhältnissen  ab,  und  können  durch  geeignete  Bestimmung  derselben 
jedwede  endliche  Werthe  erhalten. 
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Die  so  eben  gemachte  Bemerkung  balmt  den  Weg  zu  dem  Satze, 
dass  in  zwei  P-functionen  mit  gleichen  Exponenten  die  denselben  Ex- 
ponenten entsprechenden  Bestandtheile  sich  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden. 

In  der  That,  ist  P^  eine  Function  mit  denselben  Exponenten  wie 
P,  so  kann  man  die  fünf  Grössen  a^-t,  a^i',  a^,  ay'  und  a\i  bei  beiden 
gleich  annehmen  und  dann  müssen  auch  die  Grössen  a'^i',  u'y,  a'y'  bei 
beiden  übereinstimmen;    Man  hat  also  gleichzeitig: 

(F%  P«')  =  (6)  {B\  PO  =  (c)  (P^  P>'') 
und 

{F,%  P/0  ^  ih)  (P/,  P/)  =  {c)  {P,y,  F/) 
lolglich 

(^p«p^«' _  pa' p^ «)_  jjgt  (6)  (P^  Pi /^— P*' P/)  =  Det  (c)  (PJ'/V  —  P/P/). 
Von  diesen  drei  Ausdrücken  bleibt  der  erste,  mit  x~"'^"'  multiplicirt, 
offenbar  für  x  =  0  einändrig  und  endlich;  ebenso  der  zweite,  mit 
^/*4-i*'  =^  ^— a  — «'-)'-/'+i  multiplicirt,  für  ic  =  oo,  der  dritte,  mit 
(1  —  a?)~5'~>''  multiplicirt,  für  x=l,  und  dasselbe  gilt  von  allen  drei 
Ausdrücken  für  alle  von  0,  oo,  1  verschiedenen  Werthe  von  X'^  es  ist 
daher 

(P«  P/  —  P«'  P^«)  it.—"-«'  {\  —  x)-y-y' 

eine  allenthalben  stetige  und  einändrige  Function,  also  eine  Constante. 
Sie  ist  ferner  =  0  für  x  =  oo  und  muss  folglich  allenthalben  =  0  sein. 

Hieraus  folgt 

p«'         p«' 

Eli  _  i\fi  _  ^i-ii\^  +  f^^'  ^i'^  _  iVl 

P^  __   P/   _  ay  -P/+«y-  F/    ^   F^ 
py   ~    pf   ~    «j,  py  +  aj/ PJ''  P"" 

F  " 

Die  Function  — ^  ist  demnach  einwerthig  und  muss  überdies  allent- 
halben endlich,  also,  w.  z.  b.  ist,  constant  sein,  wenn  noch  bewiesen 
wird,  dass  P"  und  P«'  nicht  zugleich  für  einen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Werth  von  x  verschwinden  können. 

Zu  diesem  Ende  bemerke  man,  dass 
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und  t'olglich  für  j-  =  0,  <x>,  1  unendlich  klein  von  den  Ordnungen 
ci  -\-  a  —  1,  ji  -\-  ß' -\-  1  =2  —  a  —  a  —  y  —  y',y  -{-  V  —  1  wird,  übrigens 
aber  stetig  und  einändrig  bleibt,  so  dass 

dx  dx  J  ^  ■' 

eine  allenthalben  stetige  und  einändrige  Function  bildet,  folglich  einen 
Constanten  Werth  hat.  Dieser  constante  Werth  dieser  Function  ist 
noth wendig  von  Null  verschieden,  vi^eil  sonst  log  P"  —  log  P"'  = 
const.,  folglich  a  =  a  sein  würde  gegen  die  Voraussetzung;  offenbar 
müsste  sie  gleich  Null  werden,  wenn  für  einen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Werth   von  x  P"  und  P"'  gleichzeitig  verschwänden,    da  '^f—, 

dx 

"  -^      als  Derivirte    einändrig  und    stetig    bleibender  Functionen  nicht 

dx 

unendlich  werden  können. 

Es  werden  daher  P"  und  P"  für  keinen  von  0,  1,  oo  verschie- 
denen Werth  von  x  gleichzeitig  =  0,  und  es  bleibt  die  einwerthige 
Function 

p «          T>' «'         ji  /*          p  1^'         p  Y  p  y' 

-^  1     -^1      -"^  1     j^i_  -^1     -^  1 

pa  pa'  pii  pii'  py  py' 

allenthalben  endlich,  mithin  constant,  w.  z.  b.  w. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt,  dass  in  zwei  Zweige  Einer 
P-function,  deren  Quotient  nicht  constant  ist,  jede  andere  F-function 
mit  gleichen  Exponenten  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  aus- 
drücken lässt  und  dass  durch  die  im  Art.  1.  geforderten  Eigenschaften 
die  zu  definirende  Function  bis  auf  zwei  linear  in  ihr  enthaltene  Con- 
stanten völlig  bestimmt  ist.  Diese  werden  in  jedem  Falle  leicht  aus 
den  Werthen  der  Function  für  specielle  Werthe  der  Veränderlichen 
gefunden,  am  bequemsten,  indem  man  die  Veränderliche  einem  der 
Verzweigungswerthe  gleich  setzt. 

Ob  es  immer  eine  jenen  Bedingungen  genügende  Function  gebe, 
bleibt  freilich  noch  unentschieden,  wird  sich  aber  später  durch  die 
wirkliche  Darstellung  der  Function  mittelst  bestimmter  Integrale  und 
hypergeometrischer  Reihen  erledigen  und  bedarf  daher  keiner  beson- 
dern Untersuchung. 


Ausser  den  für  jedwede  Werthe  der  Exponenten  möglichen  Trans- 
formationen des  Art.  2.  ergeben  sich  aus  der  Definition  noch  leicht 
die  beiden  Transformationen: 
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(Ooo  1      I  r— 1   oo    1        I       • 

(A)  P   b   ß   Y  x\==p\    y     2ß   y  y.A  , 

U  ß'  r    \  1  /  2/3'/     J 

wo  nach  dem  Früheren  /3-|-/3'-f-j/-[-/  =  ^  sein  muss,  und 

0  oo   1         ]  [  1     ^     ()^      3 


(B)  P     0  0   yx\  =PU  yj    Yx 

wo  y  -\-y'  =■  \  und  q  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit  be- 
zeichnet. Um  sämmtliche  Functionen,  welche  sich  mit  Hülfe  dieser 
Transformationen  auf  einander  zurückführen  lassen,  bequem  zu  über- 
sehen, ist  es  zweckmässig,  statt  der  Exponenten  ihre  Differenzen  ein- 
zuführen und,  wie  oben  vorgeschlagen,  durch  P(«  —  «',  ß  —  /3',  y  —  /,  x) 

sämmtliche  in  der  Form  x^  (1  — a^;)*  ^  \    >  r,'    r  •^^')  enthaltenen  Func- 

\cc  ß  y     J 

tionen  zu  bezeichnen,  wobei  a — a,  ß  —  ß',  y  —  y  die  erste,  zweite, 
dritte  Exponentendiflferenz  genannt  Averden  mag. 

Aus  den  Formeln  im  Art.  2.  folgt  dann,  dass  in  der  Function 
P  (A,  ft,  V,  x) 
die  Grössen  A,  ^,  v  beliebig  in's  Entgegengesetzte  verwandelt  und  be- 
liebig   unter    einander  vertauscht  werden  können.     Die  Veränderliche 

1  \  \  X 

nimmt  dabei  einen  der  6  Werthe  x,   1 — a;,  — ,  1  —  —,  :; — -.,    -^ — r 

an,  und  zwar  haben  von  den  48  auf  diese  Weise  sich  ergebenden  P- 
functionen  je  acht,  welche  durch  blosse  Zeichenänderung  der  Grössen 
A,  ft,  V  aus  einander  hervorgehen,  dieselbe  Veränderliche. 

Von  den  in  diesem  Art.  angegebenen  Transformationen  A  und  B 
ist  die  erste  anwendbar,  wenn  von  den  Exponentendifterenzen  entweder 
eine  gleich  \  oder  zwei  einander  gleich  sind,  die  zweite,  weim  von 
ihnen  entweder  zwei  =  \  oder  alle  drei  einander  gleich  sind.  Durch 
successive  Anwendung  dieser  Transformationen  erhält  man  daher  durch 
einander  ausgedrückt: 

I.  P  (f/,  V,  1,  X.;),  P  {jx,  2v,  fi,  ./:,)  und  P  (v,  2^,  v,  x^), 

wobei  y{l—x.,)  =  1— '2^1,  y(l  --J;)  =  1— 2*'3;  also 
X,  =  4x,  (1  -  X,)  =    ,,^  (/_,^^    sich  ergiebt. 

II.  P  (v,  V,  V,  X,),  P  (t>,  -},  h  ■*.);  P  (|.  ^^'  h  ^'0' 
P  ih  V,  \,  X^),  P  (^,    |,  i,  X^,  P  (y;  I,  y,  *'6J, 
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wenn    1  =   |-~~-^., )    und  folfflieh  —  = — ^^^ — ,  ./  ,  ^   ,, ^ 

,     /l  .\  (9  +  -^.-,)'(g'+-^'3)'  (1  — a;3  (1  — ajg))^ 

o;,  (1-:^,)  =  -07  vTr=^r"  ^  27^(1-^!)-'  ^'"'''  """'^  ^• 

4a;4  (1— .cj  =  ;2;5  =  -^^^irzT^^  4*':5  (1— ^3)  =  -^2  ==  4x,  (1-x-,)' 
III.  P  (i^,  V,  4,  ^r^),  P  (v,  2v,  V,  .r,), 

^  (i;  ^,  i,  ^3),  -P  (i,   ^^,  h  .'^•;), 
wenn  ^-3  =  {  {2—X2  —  ^\   =  4a;4  (1  — -»J;  «2  =  ^^r^  (1— ^J. 

Alle  diese  Functionen  können  noch  mittelst  der  allgemeinen  Trans- 
formationen umgeformt  und  dadurch  ihre  Exponentendiflferenzen  be- 
liebig vertauscht  und  mit  beliebigen  Vorzeichen  versehen  werden. 
Ausser  den  beiden  Transcendenten  II.  und  III.  lässt,  wenn  eine  Ex- 
ponentendifferenz willkürlich  bleiben  soll,  nur  noch  die  Function 
P  {v,  ^,  ^)  ^^  P  (v;  1,  v)  eine  häufigere  Wiederholung  der  Trans- 
formationen A  und  B   zu,    welche  indess,  da 

P  (  -,   -^  I  =  const.  x"  4-  const.', 

\v  —  V  1      / 

auf  ganz  elementare  Formeln  führt. 

In  der  That  ist  die  Transformation  B  nur  anwendbar  auf  P  {v,  v,  v) 
oder  P  {\,  V,  ^),  also  nur  auf  die  Transcendente  IL  5  die  Trans- 
formation A  aber  lässt  sich  häufiger  als  in  I.  nur  wiederholen,  wenn 
entweder  von  den  Grössen  ^,  v,  2^,  2v  eine  gleich  ^  gesetzt  oder  eine 
der  Gleichungen  ^  =  v,  ^  =  2v ,  v  =  2ft  angenommen  wird.  Von 
diesen  Annahmen  führt  ^  =  2v  oder  v  =^  2fi  auf  die  Transcendente  IL, 
|K,  ==  V,  sowie  2ft  oder  2v  =  ^  auf  die  Transcendente  III.^  endlich  ^ 
oder  V  =  \  auf  die  Function  P  (y,  \,  ^). 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Ausdrücke,  welche  man  durch  diese 
Transformationen  für  jede  der  Transcendenten  I — III.  erhält,  ergiebt  sich, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  den  obigen  P-functionen  als  Ver- 
änderliche alle  Wurzeln  der  Gleichungen,  durch  welche  sie  bestimmt 
werden,  zulässig  sind  und  jede  Wurzel  zu  einem  Systeme  von  6  Werthen 
gehört,  welche  mittelst  der  allgemeinen  Transformation  für  einander 
als  Veränderliche  eingeführt  werden  können. 

Es  führen  aber  im  Falle  I.  die  beiden  Werthe  von  x^^  und  %, 
welche  zu  einem  gegebenen  x^  gehören,  auf  dasselbe  System  von  6 
Werthen,  so  dass  jede  der  Functionen  I.  durch  P-functionen  mit  6.3  =  18 
verschiedenen  Veränderlichen  ausgedrückt  werden  kann. 

Im  Falle  IL  führen  von  den  zu  einem  gegebenen  Werthe  von  x-^ 
gehörigen  Werthen  die  beiden  Werthe  von  Xq  und  x^,  die  6  Werthe 
von  x^  und  von  den  6  Werthen  von  x^^  je  zwei  zu  demselben  Systeme 
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vou  6  Wertlien,  wUlirend  die  drei  Werthe  vou  x^  zu  drei  verscliiedenen 
Systemen  von  je  6  Werthen  führen.  Es  liefern  also  x\  und  x.j  je  drei 
und  ^3,  X/^,  Xr,,  x^  je  ein  System  von  6  Werthen,  also  alle  zusammen 
6 .  10  =  60  Werthe,  durch  deren  P-functionen  sich  jede  der  Functionen 
IL  ausdrücken  lässt. 

Im  Falle  III.  endlich  liefern  x^,  die  beiden  Werthe  von  x.^,  die 
beiden  Werthe  von  x^,  und  von  den  vier  Werthen  von  x^  je  zwei  ein 
System  von  6  Werthen,  so  dass  jede  der  Functionen  III.  durch  P- 
functionen  von  6  .  5  =  30  verschiedenen  Veränderlichen  darstellbar  ist. 

In  jeder  P-fuuction  können  nun  ohne  Aenderung  der  Veränder- 
lichen mittelst  der  allgemeinen  Transformationen  die  Exponenten- 
differenzen beliebige  Vorzeichen  erhalten,  und  also  kann,  da  keine 
dieser  Exponentendifferenzen  =  0  ist,  eine  und  dieselbe  Function  auf 
8  verschiedene  Arten  als  P-function  derselben  Veränderlichen  dargestellt 
werden.  Die  Anzahl  sämmtlicher  Ausdrücke  beträgt  also  im  Falle  I. 
8.6.3  =  144,  im  Falle  IL  8  . 6  .  10  =  480,  im  Falle  III.  8.6.5=-  240. 

6. 

Wenn  man  sämmtliche  Exponenten  einer  P-function  um  ganze 
Zahlen  ändert,  so  bleiben  in  den  Gleichungen  (3)  Art.  3.  die  Grössen 

sin  (a   -j-  ß  -(-  y)  Tre  — "^«        sin  (a   -\-  ß'  -\-  y)  ne—  «^* 
sin  («'  -f-  (3  -f  y'"\Tte—  «'"« '    sin  [ä  ~-\-  ß'  +  y')Tie,  —  «'«J 

sin  (o:    -]-  ß  -f  y)  ttc— «^'  sin  (a   +  P'  +  V)  ^g~  ^'^'' 

sin  \a   -\-  ß  -\-  y)  Tie— «''^«   '     sin  (u   -|-  ß'  +  7)  tC"""'-^' 
ungeändert. 

Sind  daher  in  den  Functionen  P  f"  ^,  ^ ,  x),  P,  {'']  ^  ^!    .«)  die 

entsprechenden  Exponenten  a^  und  a,  etc.  um  ganze  Zahlen  verschie- 
den, so  kann  man  die  acht  Grössen  iaß\,  («V)i'  (^/^Oi?  •••  ^^^  ^^^^^ 
Grössen  a^^,  a'^^,  a^r ,  •••  gleich  annehmen,  da  aus  der  Gleichheit  der 
fünf  willkürlichen  die  Gleichheit  der  drei  übrigen  folgt. 

Nach  der  im  Art.  4.  angewandten  Schlussweise  folgt  hieraus : 
p«  p^a\  _ p.'p^a,  _  Det (b)  (Fi'  ly^  - P^-^'P/')  =  Det (c)  {PrP/'  -  Py  P,y^ ) ; 
und  wenn  man  von  den  Grössen  a  -f  a\  und  «^  +  «',  ß -{-  ß  i  i"«^ 
ß^  _|_  ^'^  y  _[_  y'^  und  Yi  -f  /  diejenigen  Grössen  jedes  Paars,  welch^ 
um  eine  positive  ganze  Zahl  kleiner  sind,  als  die  andern,  durch  n,  ß,  y 
bezeichnet,  so  ist 

(P«  P/^  —  P"  Pi"0  ^~^  (i—x)-y 

eine  Function  von  x,  welche  eiuändrig  und  endlich  bleibt  für  x  =  0, 
x=^  1   und   alle    übrigen    endlichen   Werthe    von  x,    für  :«  =  oo   aber 


74  IV.     Beiträge  zur  Theoiii; 

uiieiidlicli   wird   vun   der   Ordnung  —  a  —  y  —  /3,    folglich   eine   ganze 
Function  F  vom  Grade  —  a  —  ß  —  y. 

Man  bezeichne  nun,  wie  früher,  die  Exponentendifferenzen  a  —  a, 
ß  —  ß)  7  —  y  durch  A,  fi,  v.  In  Betreff  dieser  ergiebt  sich  zunächst: 
ihre  Summe  ändert  sich  um  eine  gerade  Zahl,  wenn  sich  sämmtliche 
Exponenten  um  ganze  Zahlen  ändern;  denn  sie  übertrifft  die  Summe 
sämmtlicher  Exponenten,  welche  unverändert  =  1  bleibt,  um 
—  2  {a  -f-  ß'  -j-  y),  welche  Grösse  sich  dabei  um  eine  gerade  Zahl  ändert. 
Sie  können  sich  aber  dabei  um  jedwede  ganze  Zahlen  ändern,  deren 
Summe  gerade  ist.  Bezeichnet  man  ferner  a^  —  a\,  ßy — ß\,  y^  —  y\ 
durch  Ai,  ^i^,  i\  und  durch  /ll,  z/fi,  zlv  die  absoluten  Werthe  der 
Differenzen  A  —  A^,  ft  —  jit^,  v  —  v^,  so  ist  von  den  Grössen  a  -f-  «i 
und  a  -\-  a,  diejenige,  welche  um  die  positive  Zahl  ^X  kleiner  ist  als 
die  andere 

=  -  +  -'■+-'  +  a,  _  ^^   ^^^^ 

—  ^  =  -^ L —    '-ind  ebenso 

_  "^  =  ^  _  l±l±±lL±li 

^2  2 

~  ^  ^  __  y  +  y'i  +  /  +  Vi 

^2  2  ' 

Der  Grad  der  ganzen  Function  F,  welcher   gleich  der   Summe   dieser 
Grössen  ist,  ergiebt  sich  daher 

2 


Sind  jetzt  Pf^,  ^,  ^,  X  P,  h  ^,'  ^l  ,),  P,  h  ^!  ^^  ..)    drei 

Functionen,  in  welchen  sich  die  entsprechenden  Exponenten  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  so  fliesst  aus  diesem  Satze  mittelst  der  identi- 
schen Gleichung 

P"   (Pi"'  P/'»  —  P/''x  P/.)  +  P^«.  (P2«.  P«'  —  Pg«'^  P«) 

+  P/-  (P«  P/'i  —  P«'  P,«i)  =  0 

der  wichtige  Satz,  dass  zwischen  ihren   entsprechenden   Gliedern  eine 

lineare    homogene    Gleichung    stattfindet,    deren    Coefficienten    ganze 

Functionen  von  x  sind,  und  dass  also 

„sämmtliche  P-functionen,    deren    entsprechende    Exponenten    sich 
um   ganze  Zahlen  unterscheiden,   sich  in  zwei  beliebige  von  ihnen 
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linear  mit  rationalen  Functionen  von  x  als  Ooefticienten  ausdrücken 

lassen". 
Eine  si^ecielle  Folge  aus  den  Beweisgründen  dieses  Satzes  ist,  dass 
sicli  der  zweite  Differentialquotient  einer  P-function  linear  mit  rationalen 
Functionen  als  Coefficienten  in  den  ersten  und  die  Function  selbst 
ausdrücken  lässt,  und  also  die  Function  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt. 

Beschränkt  man  sich,  um  ihre  Ableitung  möglichst  zu  vereinfachen, 
auf  den  Fall  j'  =  0,  auf  welchen  der  allgemeine  nach  Art.  2.  leicht 
zurückgeführt  wird,  und  setzt  P  =  ^,  P"  =  y ,  P"  =  y",  so  ergiebt 
sich,  dass  die  Functionen 

,     dtj"  „     dy  d'^y        ,,  d'^y"      ,      dy        d'^y"  dy"        d'^y 

"^   d  log  X       -^    d  log  x'  d  log  x'^ "^  d  log  x^^  ' d  log x  d  log .c'^      d  log x  d log  x'^ 

mit  j;~"~'"'  (1 — x)~y''^^  multiplicirt,  endlich  und  einändrig  bleiben 
für  endliche  Werthe  von  x  und  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wer- 
den für  X  =  oo,  und  dass  überdies  das  erste  dieser  Producte  für*==l 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird.     Für 

y  =  const.'  y'  -\-  const."  y" 
findet  daher  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

(1 "-)  w  -  (^  +  -^■^>  -jw^  +  (^'  -  ^' -=)  '■>  =  0, 

in  welcher  Ä,  B,  Ä,  B',  noch  zu  bestimmende  Constanten  bezeichnen. 
Nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  lässt  sich  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung  nach  um  1  steigenden  oder  fallen- 
den Potenzen  in  eine  Reihe 

2Ja   x" 

n 

entwickeln,  und  zwar  wird  der  Exponent  ft  des  Anfangsgliedes  im 
ersten  Falle,  wo  er  der  niedrigste  ist,  durch  die  Gleichung 

ftju.  — •  Ayi,  -(-  ^'  =  0, 
und  im  zweiten,  wo  er  der  höchste  ist,  durch  die  Gleichung 

/A^  +  P^  -f  JB'  =  0 
bestimmt.     Die  Wurzeln  der  ersteren  Gleichung  müssen  a  und  «',  die 
der  letztern  —  /3  und  —  /3'  sein  und  folglich  ist 

A  ==  a  -\;-  d ^  Ä  ^  au  j 

B  =  ß  -{-  ß',  B'  =  ßß', 

und  es  genügt  die  Function  P  (   ,    ,    ,  x\  =  y  der  Differentialgleichung 

(1  -  ^^)  dS^^  -  (a  +  «  +  (/3  +  ß')  ^)  ^  g^  +  {aa' -  ßß'  x)  y  ==  0. 
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Es  bestimmen   sich   ferner  die  Coeflieienteu  aus  einem  von  ihnen 
mittelst  der  Recursionsformel 

««+1  _  {n  -i-ß)  (n-i-  ß')  

'    «„  (»  +  1  -  «)  («  +  1  "  « V 

,  ,                                                                Const.  ..    , 

welcher  «„  =  7^, ^-^r^ ^t-ft? ' 5v^ ä\   senufft. 

n  {n  —  ci)  n  {n  —  a)   n  {—  n  —  ß)   Tl  {  —  n  ~  ß)    °        ° 

Demnach  ))ildet  die  Reihe 

y  =  Const.  2:  27  (,j  _  „y77  (^^  _  ^')  /j  (_.  ^  —"f)~^n  {— n  —  ß^y 

sowohl  wonn  die  Exponenten  von  a  oder  a  an  um  die  Einheit  steigen, 
als  auch  wenn  sie  von  —  ß  oder  —  ß'  an  um  die  Einheit  fallen,  eine 
Lösung  der  Differentialgleichung  und  zwar  bez.  w.  diejenigen  parti- 
cularen  Lösungen,  welche  oben  durch  P",  P",  P'^,  Pl^  bezeichnet 
worden  sind. 

Nach  Gauss,  welcher  durch  P  (a,  h,  c,  x)  eine  Reihe  bezeichnet, 
in    welcher    der    Quotient    des    n  -f-  Iten    Gliedes     in     das    folgende 

=  7 — I    ^,  , — r — r  ■*'  wntl    ^las    erste    Glied    =   1    ist,    lässt   sich   dieses 

Resultat  für  den  einfachsten  Fall,  für  a  =  0,   so  ausdrücken 

^0/3    0 


F  (a,  h,  c,  x)  =  P"  (^  f  ^  ,  ^). 


Aus  demselben  erhält  man  auch  leicht  eiiien  Ausdruck  der  P- 
function  durch  ein  bestimmtes  Integral,  indem  man  in  dem  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  für  die  77-fuuctionen  ein  Euler 'sches  Litegral  zweiter 
Gattung  einführt  und  daim  die  Ordnung  der  Summation  und  Litegration 
vertauscht.     Auf  diese  Weise  findet  man,  dass  das  Integral 

x^il—xyfs-"'-^'-^'   il-sy'-^-'  {l-xsr"-'''-'  ds 

von  einem  der  vier  Werthe  0,  1,  — ,  00  bis  zu  einem  dieser  vier  Werthe 

auf  beliebigem  Wege  erstreckt  eine  Function  V  [,  '     ^,  x\  bildet  und 

\a    ß    Y      / 

bei  passender  Wahl  dieser  Grenz  werthe  und  des  Weges  von  emem 
zum  andern  jede  der  sechs  Functionen  P",  P/^,  ...,  Py'  darstellt.  Es 
lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen,  dass  das  Integral  die  charakteristi- 
schen Eigenschaften  einer  solchen  Function  besitzt.  Es  wird  dies  in 
der  Folge  geschehen,  wo  dieser  Ausdruck  der  P-function  durch  ein 
bestimmtes  Integral  zur  Bestimmung  der  hi  P",  P"',  .  .  noch  willkür- 
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lieh  gebliebenen  Factoren  benutzt  werden  soll;  und  ich  bemerke  hier 
nur  noch,  dass  es,  um  diesen  Ausdruck  allgemein  anwendbar  zu 
machen,  einer  Modification  des  Weges  der  Integration  bedarf,  wenn  die 

Function  unter  dem  Integralzeichen  für  einen  der  Werthe  0,  1,  —,  oo 

so  unendlich  wird,  dass  sie  die  Integration  bis  an  denselben  nicht 
zulässt. 


Zufolge  der  im  Art.  2.  und  dem  vorigen  erhaltenen  Gleichungen 

\a  p  y     /  \a  —  cc  p  -j-  a  -j-  y  y  —  y     / 

Const.  j"   (1  -  .r)^  F(ß-^a-]-y,  ß'-i-a-^y,  a-a-\-l,  a") 

fliesst  aus  jedem  Ausdrucke  einer  Function  durch  eine  P-function  eine 
Entwicklung  derselben  in  eine  hypergeometrische  Reihe,  welche  nach 
steigenden  Potenzen  der  Veränderlichen  in  dieser  F-function  fort- 
schreitet. Nach  Art.  5.  giebt  es  8  Darstellungen  einer  Function  durch 
P-functionen  mit  derselben  Veränderlichen,  welche  durch  Vertauschung 
zusammengehöriger  Exponenten  aus  einander  erhalten  werden,  also 
z.  B.  8  Darstellungen  mit  der  Veränderlichen  jc.  Von  diesen  liefern 
aber  je  zwei,  welche  durch  Vertauschung  ihres  zweiten  Paares,  ß  und 
ß',  aus  einander  entstehen,  dieselbe  Entwicklung;  man  erhält  also  vier 
Entwicklungen  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  von  denen  zwei,  welche 
durch  Vertauschving  von  y  und  y  aus  einander  erhalten  Averden,  die 
Function  P",  die  beiden  andern  die  Function  P"  darstellen.  Diese 
vier  Entwicklungen  convergiren,  solange  der  Modul  von  x  <C  1,  und 
divergiren,  wenn  er  grösser  als  1  ist,  während  die  vier  Reihen  nach 
fallenden  Potenzen  von  x,  welche  P'*  und  P*  darstellen,  sich  um- 
gekehrt verhalten.  Für  den  Fall,  wenn  der  Modul  von  ./;  gleich  1  ist, 
folgt  aus  der  Fourier'schen  Reihe,  dass  die  Reihen  zu  convergiren 
aufhören,  wenn  die  Function  für  x  =  1  unendlich  von  einer  höhern 
Ordnung  als  der  ersten  wird,  aber  convergent  bleiben,  wenn  sie  nur 
unendlich  von  einer  niedrigem  Ordnung  als  1  wird  oder  endlich  bleibt. 
Es  convergiren  also  auch  in  diesem  Falle  nur  die  Hälfte  der  8  Ent- 
wicklungen nach  Potenzen  von  x,  solange  der  reelle  Theil  von  y  ■ —  y 
nicht  zwischen  —  1  und  -f-  1  liegt,  und  sie  convergiren  sämmtlich, 
sobald  dieses  stattfindet. 

Demnach  hat  man  zur  Darstellung  einer  P-function  im  Allgemeinen 
24  verschiedene  hypergeometrische  Reihen,  welche  nach  steigenden  oder 
fallenden  Potenzen  von  drei  verschiedenen  Grössen  fortschreiten,  und 
von  denen  für  einen  gegebenen  Werth  von  x  jedenfalls  die  Hälfte,  also 
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zwölf  convergiren.  Im  Falle  I.  Art.  5.  sind  alle  diese  Auzalileu  mit 
3,  im  Falle  IL  mit  10,  im  Falle  III.  mit  fünf  zu  multiplicireu.  Am 
creeio-netsten  zur  mimerischen  Rechnung  werden  von  diesen  Reihen 
meistens  diejenigen  sein,  deren  viertes  Element  den  kleinsten  Modul  hat. 
Was  die  Ausdrücke  einer  P-function  durch  bestimmte  Integrale 
betrifit,  die  sich  durch  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Art.  aus  den  Trans- 
formationen des  Art.  5.  ableiten  lassen,  so  sind  diese  Ausdrücke  sämmt- 
lich  von  einander  verschieden.  Man  erhält  also  im  Allgemeinen  48, 
im  Falle  I.  144,  im  Falle  IL  480,  im  Falle  III.  240  bestimmte  Inte- 
grale, welche  dasselbe  Glied  einer  P-function  darstellen  und  also  zu 
einander  ein  von  x  unabhängiges  Verhältniss  haben.  Von  diesen  lassen 
sich  je  24,  welche  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertauschungeu  der 
Exponenten  aus  einander  hervorgehen,  auch  in  einander  transformiren 
durch  eine  solche  Substitution  ersten  Grades,  dass  für  irgend  drei  von 

den  Werthen  0,  1,  cx),  —  der  Integrationsveränderlichen   s   die   neue 

Veränderliche  die  Werthe  0,  1,  cx)  annimmt.  Die  übrigen  Gleichungen 
erfordern,  soweit  ich  sie  untersucht  habe,  zu  ihrer  Bestätigung  durch 
Methoden  der  Integralrechnung  die  Transformation  von  vielfachen 
Integralen. 


V. 

Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung. 

(Göttinger  Nachrichteu,  1857,  Nr.  1.) 

Am  6.  November  1856  wurde  der  königlichen  Societät  eine  von 
ihrem  Assessor^  Herrn  Doctor  Riemann^  eingereichte  mathematische 
Abhandlung  vorgelegt,  welche  „Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die 
Gauss'sche  Reihe  F  [a,  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen" 
enthält.  ' 

Diese  Abhandhing  ist  einer  Classe  von  Functionen  gewidmet, 
welche  bei  der  Lösung  mancher  Aufgaben  der  mathematischen  Physik 
gebraucht  werden.  Aus  ihnen  gebildete  Reihen  leisten  bei  schwierigeren 
Problemen  dieselben  Dienste,  wie  in  den  einfacheren  Fällen  die  jetzt 
so  vielfach  angewandten  Reihen,  welche  nach  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  einer  veränderlichen  Grösse  fortschreiten.  Diese  Anwen- 
dungen, namentlich  astronomische,  scheinen,  nachdem  schon  Euler  sich 
aus  theoretischen  Interesse  mehrfach  mit  diesen  Functionen  beschäftigt 
hatte,  Gauss  zu  seinen  Untersuchungen  über  dieselben  veranlasst  zu 
haben,  von  denen  er  einen  Theil  in  seiner  der  Kön.  Soc.  im  J.  1812 
übergebenen  Abhandlung  über  die  Reihe,  welche  er  durch  F  («,  ß,  y,  x) 
bezeichnet,  veröffentlicht  hat. 

Diese  Reihe  ist  eine  Reihe,  in  welcher  der  Quotient  des  (ji-\-  l)ten 
Gliedes  in  das  folgende 

{n  +  1)  («  +  y) 
und  das  erste  Glied  =  1  ist.  Die  für  sie  jetzt  gewöhnliche  Benennung 
hypergeometrische  Reihe  ist  schon  früher  von  Johann  Friedrich  Pfaff 
für  die  allgemeineren  Reihen  vorgeschlagen  worden,  in  denen  der 
Quotient  eines  Gliedes  in  das  folgende  eine  rationale  Function  des 
Stellenzeigers  ist;  während  Euler  nach  Wallis  darunter  eine  Reihe 
verstand,  in  welcher  dieser  Quotient  eine  ganze  Function  ersten  Grades 
des  Stellenzeigers  ist. 

Der  unveröffentlichte  Theil  der  Gauss'schen  Untersuchungen  über 
diese  Reihe,    welcher  sich    in   seinem  Nachlasse  vorgefunden    hat,   ist 
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unterdessen  schon  im  J.  1835  durch  die  im  15.  Bande  des  Journals 
von  Grelle  enthaltenen  Arbeiten  Kummers  ergänzt  worden.  Sie  be- 
treffen die  Ausdrücke  der  Reihe  durch  ähnliche  Reihen,  in  denen  statt 
des  Elements  x  eine  algebraische  Function  dieser  Grösse  vorkommt. 
Einen  speciellen  Fall  dieser  Umformungen  hatte  schon  Euler  aufge- 
funden und  in  seiner  Integralrechnung,  so  wie  in  mehreren  Abhand- 
lungen behandelt  (in  der  einfachsten  Gestalt  in  den  N.  Acta  Acad. 
Petr.  T.  XII.  p.  58);  und  diese  Relation  ward  später  von  Pfaff'  (Disquis. 
anal.  Helmstadii  1797),  Gudermami  (Grelle  J.  Bd.  7.  S.  306)  und 
Jacübi  auf  verschiedenen  Wegen  bewiesen.  Kummer  gelang  es,  die 
Methode  Euler's  zu  einem  Verfahren  auszubilden,  durch  welches  sämmt- 
liche  Transformationen  gefunden  werden  konnten;  die  wirkliche  Aus- 
führung desselben  erforderte  aber  so  weitläufige  Discussioneu,  dass  er 
für  die  Transformationen  dritten  Grades  von  der  Durchführung  der- 
selben abstand  und  sich  begnügte,  die  Transformationen  ersten  und 
zweiten  Grades  und  die  aus  ihnen  zusammengesetzten  vollständig  ab- 
zuleiten. 

In  der  anzuzeigenden  Abhandlung  wird  auf  diese  Transcendenten 
eine  Methode  angewandt,  deren  Princip  in  der  Inaug.  Diss.  des  Ver- 
fassers (Art.  20.)  ausgesprochen  worden  ist  und  durch  die  sich  sämmt- 
liche  früher  gefundenen  Resultate  fast  ohne  Rechnung  ergeben.  Einige 
weitere  mittelst  derselben  Methode  gewonnenen  Ergebnisse  hofft  der 
Verf.  demnächst  der  Königlichen  Societät  vorlegen  zu  können. 


VI. 

Theorie  der  Ab  ersehen  Functionen. 

(Aus  Borchardt's  Journal  für  reiue  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  54.    1857.) 

1.  Allgemeine  Voraussetzungen  und  Hülfsmittel  für  die  Untersuchung 
von  Functionen  unbeschränkt  veränderlicher  Grössen. 

Die  Absicht  den  Lesern  des  Journals  für  Mathematik  Unter- 
suchungen über  verschiedene  Transcendenten,  insbesondere  auch  über 
Abel' sehe  Functionen  vorzulegen,  macht  es  mir  wünschensAverth,  um 
Wiederholungen  zu  vermeiden,  eine  Zusammenstellung  der  allgemeinen 
Voraussetzungen,  von  denen  ich  bei  ihrer  Behandlung  ausgehen  werde, 
in  einem  besonderen  Aufsatze  voraufzuschicken. 

Für  die  unabhängig  veränderliche  Grösse  setze  ich  stets  die  jetzt 
allgemein  bekannte  Gauss' sehe  geometrische  Repräsentation  voraus, 
nach  welcher  eine  complexe  Grösse  2  =^  x  -\-  yi  vertreten  wird  durch 
einen  Punkt  einer  unendlichen  Ebene,  dessen  rechtwinklige  Coordina- 
ten  X,  y  sind;  ich  Averde  dabei  die  complexen  Grössen  und  die  sie 
repräsentirenden  Punkte  durch  dieselben  Buchstaben  bezeichnen.  Als 
Function  von  x  -{-  yi  betrachte  ich  jede  Grösse  iv,  die  sich  mit  ihr 
der  Gleichung 

.  dw dw 

ex        dy 

gemäss  ändert,  ohne  einen  Ausdruck  von  tv  durch  x  und  y  vorauszusetzen. 
Aus  dieser  Differentialgleichung  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  dass 
die  Grösse  iv  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen   von  z  —  a  fortschrei- 

«=  CO 

tende  Reihe  von  der  Form  2?««  {z  —  «)"  darstellbar  ist,  sobald  sie  in 

der  Umgebung  von  a  allenthalben  einen  bestimmten  mit  z  stetig  sich 
ändernden  Werth  haf,  und  dass  diese  Darstellbarkeit  stattfindet  bis  zu 
einem  Abstände  von  a  oder  Modul  von  s  —  a,  für  welchen  eine  Un- 
stetigkeit  eintritt.  Es  ergiebt  sich  aber  aus  den  Betrachtungen,  Avelche 
der  Methode   der    unbestimmten   Coefficienten   zu  Grunde   liegen,   dass 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  6 
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die  Coefficienten  a,,  völlig  bestimmt  sind,  wemi  ir  in  einer  endlichen 
übrigens  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden  Linie  gegeben  ist. 

Beide  Ueberlegungen  verbindend,  wird  man  sich  leicht  von  der 
Richtigkeit  des  Satzes  überzeugen: 

Eine  Function  von  x  -\-  yi,  die  in  einem  TheiJe  der  (x,  y)- Ebene 
gegeben  ist,  kann  darüber  hinaus  nur  auf  Eine  Weise  stetig  fortgesetzt 
tverden. 

Man  denke  sich  nun  die  zu  untersuchende  Function  nicht  durch 
irgend  welche  z  enthaltende  analytische  Ausdrücke  oder  Gleichungen 
bestimmt,  sondern  dadurch,  dass  der  Werth  der  Function  in  einem 
beliebig  begrenzten  Theile  der  z-Woene  gegeben  ist  und  sie  von  dort 
aus  stetig  (der  partiellen  Differentialgleichung 

.  cw        cw 
rx         dy 

gemäss)  fortgesetzt  wird.  Diese  Fortsetzung  ist  nach  den  obigen 
Sätzen  eine  völlig  bestimmte^  vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  in  blossen 
Linien  geschieht,  wobei  eine  partielle  Differentialgleichung  nicht  zur 
Anwendung  kommen  könnte,  sondern  durch  Flächenstreifen  von  end- 
licher Breite.  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  fortzusetzenden  Function 
wird  nun  entweder  die  Function  für  denselben  Werth  von  z  immer 
wieder  denselben  Werth  annehmen,  auf  welchem  Wege  auch  die  Fort- 
setzung geschehen  sein  möge,  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  nenne 
ich  sie  eimverthig,  sie  bildet  dann  eine  für  jeden  Werth  von  z  völlig 
bestimmte  und  nicht  längs  einer  Linie  unstetige  Function.  Im  letzteren 
Falle,  wo  sie  mehriverthig  heissen  soll,  hat  man,  um  ihren  Verlauf 
aufzufassen,  vor  Allem  seine  Aufmerksamkeit  auf  gewisse  Punkte  der 
^'-Ebene  zu  richten,  um  welche  herum  sich  die  Function  in  eine  an- 
dere fortsetzt.  Ein  solcher  Funkt  ist  z.  B.  bei  der  Function  log  {z  —  a) 
der  Punkt  a.  Denkt  man  sich  von  diesem  Punkte  a  aus  eine  belie- 
bige Linie  gezogen,  so  wird  man  in  der  Umgebung  von  a  den  Werth 
der  Function  so  wählen  können,  dass  sie  sich  ausser  dieser  Linie 
überall  stetig  ändert;  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie  nimmt  sie  aber 
dann  verschiedene  Werthe  an,  auf  der  negativen*)  einen  um  27ci 
grösseren,  als  auf  der  positiven.  Die  Fortsetzung  der  Function  von 
einer  Seite  dieser  Linie  aus,  z.  B.  von  der  negativen,  über  sie  hinüber 
in  das  jenseitige  Gebiet  giebt  dann  offenbar  eine  von  der  dort  schon 
vorhandenen  verschiedene  Function  und  zwar  im  hier  betrachteten 
Falle  eine  allenthalben  um  2;r^  grössere. 


*)  Im  An,schlusse  an  die  von  Gauss  vorgesohlagene  Benennung  ijositiv  laterale 
Einheit  für  -f-  i  werde  ich  als  positive  Seitenrichtung  zu  einer  gegebenen  Richtung 
diejenige  bezeichnen,  welche  zu  ihr  ebenso  liegt,  wie  -)-  «'  zu  1. 
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Zur  bequemeren  Bezeichnung  dieser  Verhältnisse  sollen  die  ver- 
schiedenen Fortsetzungen  einer  Function  für  denselben  Theil  der 
0-^hene  Ztveige  dieser  Function  genannt  werden  und  ein  Punkt,  um 
welchen  sich  ein  Zweig  einer  Function  in  einen  andern  fortsetzt  eine 
Vermveigungsstelle  dieser  Function;  wo  keine  Verzweigung  stattfindet, 
heisst  die  Function  einändrig  oder  monodrom. 

Ein  Zweig  einer  Function  von  mehreren  unabhängig  veränder- 
lichen Grössen  z,  s,  t,  .  .  .  ist  einändrig  in  der  Umgebung  eines  be- 
stimmten Werthensystemes  z  =  a,  s  =  h,  t  =  c,  .  .  .,  wenn  allen 
Wertheucombinationen  bis  zu  einem  endlichen  Abstände  von  demsel- 
ben (oder  bis  zu  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  der  Moduln  von 
z  —  a,,s  —  h,  t  —  c,  ...)  ein  bestimmter  mit  den  veränderlichen  Grössen 
stetig  sich  ändernder  Werth  dieses  Zweiges  der  Function  entspricht. 
Eine  Verzweigungsstelle  oder  eine  Stelle,  um  welche  sich  ein  Zweig 
in  einen  andern  fortsetzt,  wird  bei  einer  Function  von  mehreren  Ver- 
änderlichen durch  sämmtliche  einer  Gleichung  zwischen  ihnen  genügende 
Werthe  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen  gebildet. 

Nach  einem  oben  angeführten  bekannten  Satze  ist  die  Einändrig- 
keit  einer  Function  identisch  mit  ihrer  Entwickelbarkeit,  ihre  Ver- 
zweigung mit  ihrer  Nichtentwickelbarkeit  nach  ganzen  positiven  oder 
negativen  Potenzen  der  Aenderungen  der  veränderlichen  Grössen.  Es 
scheint  aber  nicht  zweckmässig,  jene  von  ihrer  Darstellungsweise  un- 
abhängigen Eigenschaften  durch  diese  an  eine  bestimmte  Form  ihres 
Ausdrucks  geknüpften  Merkmale  auszudrücken. 

Für  manche  Untersuchungen,  namentlich  für  die  Untersuchung 
algebraischer  und  AbeU scher  Functionen  ist  es  vortheilhaft,  die  Ver- 
zweigungsart einer  mehrwerthigen  Function  in  folgender  Weise  geome- 
trisch darzustellen.  Man  denke  sich  in  der  {x,  y)- Ebene  eine  andere 
mit  ihr  zusammenfallende  Fläche  (oder  auf  der  Ebene  einen  unendlich 
dünnen  Körper)  ausgebreitet,  welche  sich  so  weit  und  nur  so  weit 
erstreckt,  als  die  Function  gegeben  ist.  Bei  Fortsetzung  dieser  Function 
wird  also  diese  Fläche  ebenfalls  weiter  ausgedehnt  werden.  In  einem 
Theile  der  Ebene,  für  welchen  zwei  oder  mehrere  Fortsetzungen  der 
Function  vorhanden  sind,  wird  die  Fläche  doppelt  oder  mehrfach  sein; 
sie  wird  dort  aus  zwei  oder  mehreren  Blättern  bestehen,  deren  jedes 
einen  Zweig  der  Function  vertritt.  Um  einen  Verzweigungspunkt  der 
Function  herum  wird  sich  ein  Blatt  der  Fläche  in  ein  anderes  fort- 
setzen, so  dass  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes  die  Fläche 
als  eine  Schraubenfläche  mit  einer  in  diesem  Punkte  auf  der  (.r,  y)- 
Ebene  senkrechten  Axe  und  unendlich  kleiner  Höhe  des  Schrauben- 
ganges   betrachtet    werden   kann.      Wenn    die   Function    nach    mehren 

6* 
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Umläufen  des  z  um  den  Verzweigungswerth  ihren  vorigen  Wertli  wie- 

m 

der  erhält  (wie  z.  B.  {z  —  ö^)  "  ?  wenn  on,  n  relative  Primzahlen  sind, 
nach  n  Umläufen  von  z  um  d),  muss  man  dann  freilich  annehmen, 
dass  sich  das  oberste  Blatt  der  Fläche  durch  die  übrigen  hindurch  in 
das  unterste  fortsetzt. 

Die  mehrwerthige  Function  hat  für  jeden  Punkt  einer  solchen 
ihre  Verzweigungsart  darstellenden  Fläche  nur  einen  bestimmten  Werth 
und  kami  daher  als  eine  völlig  bestimmte  Function  des  Orts  in  dieser 
Fläche  angesehen  werden. 


2.    Lehrsätze  aus   der  analysis   situs   für   die  Theorie   der   Integrale 
von  zweigliedrigen  vollständigen  Differentialien. 

Bei  der  Untersuchung  der  Functionen,  welche  aus  der  Integration 
vollständiger  Differentialien  entstehen,  sind  einige  der  analysis  situs 
angehörige  Sätze  fast  unentbehrlich.  Mit  diesem  von  Leibnitz,  wenn 
auch  vielleicht  nicht  ganz  in  derselben  Bedeutung,  gebrauchten  Namen 
darf  wohl  ein  Theil  der  Lehre  von  den  stetigen  Grössen  bezeichnet 
werden,  welcher  die  Grössen  nicht  als  unabhängig  von  der  Lage 
existirend  und  durch  einander  messbar  betrachtet,  sondern  von  den 
Massverhältnissen  ganz  absehend,  nur  ihre  Orts-  und  Gebietsverhält- 
nisse der  Untersuchung  unterwirft.  Indem  ich  eine  von  Massverhält- 
nissen ganz  abstrahirende  Behandlung  dieses  Gegenstandes  mir  vor- 
behalte, werde  ich  hier  nur  die  bei  der  Integration  zweigliedriger 
vollständiger  Differentialien  nöthigen  Sätze  in  einem  geometrischen 
Gewände  darstellen. 

Es  sei  eine  in  der  (x,  ?/)- Ebene  einfach  oder  mehrfach  ausge- 
breitete Fläche  T  gegeben*)  und  X,  Y  seien  solche  stetige  Functionen 
des  Orts  in  dieser  Fläche,  dass  in  ihr  allenthalben  Xclx  -j-  Ydy  ein 
vollständiges  Differential,  also 

öy         ox 
ist.     Bekanntlich  ist  dann 

i\xdx-\-  Ydy), 

um    einen   Theil    der    Fläche  T  positiv    oder    negativ   herum  —  'd.   h. 
durch  die  ganze  Begrenzung  entweder  allenthalben  nach  der  positiven 


*)  Man  sehe  die  vorhergehende  Abhandhing  S.  83. 
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oder  allenthalben  nach  der  negativen  Seite  gegen  die  Richtung  von 
Innen  nach  Aussen  (Siehe  die  Anmerkung  Seite  82  der  vorhergehenden 
Abhandlung)  —  erstreckt,  =0,  da  dies  Integral  dem  über  diesen 
Theil  ausgedehnten  Flächenintegrale 


J 


H-P''^ 


identisch    im    ersteren    Falle    gleich,    im    zweiten    entgegengesetzt    ist. 
Das  Integral 

"  {Xdx  +  Ydy) 


f 


hat  daher,  zwischen  zwei  festen  Punkten  auf  zwei  verschiedenen  Weg^en 
erstreckt,, denselben  Werth,  wenn  diese  beiden  Wege  zusammengenom- 
men die  ganze  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche  T  bilden.  Wenn 
also  jede  im  Innern  von  T  in  sich  zurücklaufende  Curve  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  von  T  bildet,  so  hat  das  Integral  von  einem 
festen  Anfangspunkte  bis  zu  einem  und  demselben  Endpunkte  er- 
streckt immer  denselben  Werth  und  ist  eine  von  dem  Wege  der  In- 
tegration unabhängige  allenthalben  in  T  stetige  Function  von  der 
Lage  des  Endpunkts.  Dies  veranlasst  zu  einer  Unterscheidung  der 
Flächen  in  einfach  zusammenhängende,  in  welchen  jede  geschlossene 
Curve  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzt  —  wie  z.  B.  ein 
Kreis  — ,  und  mehrfach  zusammenhängende,  für  welche  dies  nicht 
stattfindet,  —  wie  z.  B.  eine  durch  zwei  concentrische  Kreise  begrenzte 
Ringfläche.  Eine  mehrfach  zusammenhängende  lässt  sich  durch  Zer- 
schneidung in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln  (S.  die 
durch  Zeichnungen  erläuterten  Beispiele  am  Schluss  dieser  Abhand- 
lung). Da  diese  Operation  wichtige  Dienste  bei  der  Untersuchung 
der  Integrale  algebraischer  Functionen  leistet,  so  sollen  die  darauf 
bezüglichen  Sätze  kurz  zusammengestellt  werden;  sie  gelten  für  be- 
liebig im  Räume  liegende  Flächen. 

Wenn  in  einer  Fläche  F  zwei  Curvensysteme  a  und  b  zusammen- 
genommen einen  Theil  dieser  Fläche  vollständig  begrenzen,  so  bildet 
jedes  andere  Curvensystem,  das  mit  a  zusammen  einen  Theil  von  F 
vollständig  begrenzt,  auch  mit  h  die  ganze  Begrenzimg  eines  Flächen- 
theils, der  aus  den  beiden  ersteren  Flächentheilen  längs  a  (durch 
Addition  oder  Subtraction,  jenachdem  sie  auf  entgegengesetzter  oder 
auf  gleicher  Seite  von  «  liegen)  zusammengesetzt  ist.  Beide  Curven- 
systeme leisten  daher  für  völlige  Begrenzung  eines  Theils  von  F  das- 
selbe und  können  für  die  Erfüllung  dieser  Forderung  einander  ersetzen. 

Wenn  in  einer  Fläche  F  sich  n  geschlossene  Carven  a^,  a^, , .  .,  a„ 
ziehen  lassen,  ivelche  weder  für  sich  noch  mit  einander  einen  Theil  dieser 


3ß  VI.     Theorie  der  Aberschen  Functionen. 

Fläche  F  vollständig  he<jrenzcn,  mit  deren  Zuziehuuy  (djcr  jede  andere 
(jcscMossene  Ciirve  die  vollständige  Begrenzung  eines  T/ieils  der  Fläche  F^ 
bilden  Icann,  so  hcisst  die  Fläche  eine  {n  +  l)fach  zusam?nenhängende. 

Dieser  Charakter  der  Fläche  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Curvensystems  «j ,  o.,,  .  .  .,  a„,  da  je  n  andere  geschlossene  Carven 
hl,  1)2,  •  .  .,  h„,  welche  au  völliger  Begrenzung  eines  Theils  dieser 
Fläche  nicht  ausreichen,  ebenfalls  mit  jeder  andern  geschlossenen  Curve 
zusammengenommen  einen  Theil  von  F'  völlig  begrenzen. 

In  der  That,  da  h^^  mit  Linien  a  zusammengenommen  einen  Theil 
von  F  vollständig  begrenzt,  so  kann  eine  dieser  Curven  a  durch  h^ 
und  die  übrigen  Curven  a  ersetzt  werden.  Es  ist  daher  mit  h^  und 
diesen  n  —  1  Curven  a  jede  andere  Curve,  und  folglich  auch  h^,  zu 
völliger  Begrenzung  eines  Theils  von  F  ausreichend,  und  es  kann  eine 
dieser  n —  1  Curven  a  durch  &i,  h.^  und  die  übrigen  n  —  2  Curven  a 
ersetzt  werden.  Dieses  Verfahren  kann  offenbar,  wenn,  wie  voraus- 
«■esetzt,  die  Curven  h  zu  vollständiger  Begrenzung  eines  Theils  von  F' 
nicht  ausreichen,  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  sämmtliche  a  durch 
die  h  ersetzt  worden  sind. 

Eine  {ii  -j-  1  j  /«c/i  zusammenhängende  Fläche  F  Tiann  durch  einen 
Querschnitt  —  d.  h.  eine  von  einem  BegrenzungspunJcte  durch  das  Fnnere 
bis  zu  einem  BegrenzungspunJcte  geführte  Schnittlinie  —  in  eine  nfach 
zusammenhängende  F'  verivandelt  tcerden.  Es  gelten  dabei  die  durch  die 
Zerschneidung  entstehenden  Begrenziingstheile  schon  während  der  iveiteren 
Zerschneidung  als  Begrenzung ,  so  dass  ein  Querschnitt  keinen  PunJct 
m£hrfach  durchschneiden,  aber  in  einem  seiner  früheren  PunJcte  enden  kann. 

Da  die  Linien  a^,  a^,  .  .  .,  ff«  zu  völliger  Begrenzung  eines  Theils 
von  Z*"  nicht  ausreichen,  so  muss,  wenn  man  sich  F  durch  diese 
Linien  zerschnitten  denkt,  sowohl  das  auf  der  rechten,  als  das  auf  der 
linken  Seite  von  «„  anliegende  Flächen  stück  noch  andere  von  den 
Linien  a  verschiedene  und  also  zur  Begrenzung  von  F  gehörige  Be- 
grenzungstheile  enthalten.    Man  kann  daher  von  einem  Punkte  von  a„ 

OD  " 

sowohl  in  dem  einen,  als  in  dem  andern  dieser  Flächenstücke  eine  die 
Curven  a  nicht  schneidende  Linie  bis  zur  Begrenzung  von  F'  ziehen. 
Diese  beiden  Linien  q'  und  q"  zusammengenommen  bilden  alsdann 
einen  Querschnitt  q  der  Fläche  F]  welcher  das  Verlangte  leistet. 

In  der  That  sind  in  der  durch  diesen  Querschnitt  aus  F"  ent- 
stehenden Fläche  F"  die  Linien  ö,,  a.),  .  .  .,  a„  —  i  im  Innern  von  F' 
verlaufende  geschlossene  Curven,  welche  zur  Begrenzung  eines  Theils 
von  F,  also  auch  von  F'  nicht  hinreichen.  Jede  andere  im  Innern 
von  F'  verlaufende  geschlossene  Curve  /  alier  bildet  mit  ihnen  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  von  F'.     Denn  die  Linie  l  bildet  mit   einem 
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Comjjlex  aus  den  Linien  a^,  (L,,  .  .  .,  a,i  die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  f  von  F.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  in  der  Begrenzung 
desselben  a„  nicht  vorkommen  kann;  denn  dann  würde,  je  nach  dem 
/"  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  o ,i  läge,  (['  oder  q"  aus  dem 
Innern  von  f  nach  einem  Begrenzungspunkte  von  F,  also  nach  einem 
ausserhalb  f  gelegenen  Punkte,  führen  und  also  die  Begrenzung  von  /" 
schneiden  müssen  gegen  die  Voraussetzung,  dass  l  sowohl  als  die 
Linien  a,  den  Durchschnittspunkt  von  a„  und  q  ausgenommen,  stets 
im  Innern  von  F'  bleiben. 

Die  Fläche  F',  in  welche  F  durch  den  Querschnitt  q  zerfällt,  ist 
demnach,  wie  verlangt,  eine  «fach  zusammenhängende. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dass  die  Fläche  F  durch  jeden 
Querschnitt  p,  welcher  sie  nicht  in  getrennte  Stücke  zerfället,  in  eine 
^ifach  zusammenhängende  F'  verwandelt  wird.  Wenn  die  zu  beiden 
Seiten  des  Querschnitts  p  angrenzenden  Flächentheile  zusammenhängen, 
so  lässt  sich  eine  Linie  h  von  der  einen  Seite  desselben  durch  das 
Innere  von  F'  auf  die  andere  Seite  zum  Anfangspunkte  zurück  ziehen. 
Diese  Linie  h  bildet  eine  im  Innern  von  F  in  sich  zurücklaufende 
Linie,  welche,  da  der  Querschnitt  von  ihr  aus  nach  beiden  Seiten  zu 
einem  Begrenzungspunkte  führt,  von  keinem  der  beiden  Flächenstücke, 
in  welche  sie  F  zerschneidet,  die  ganze  Begrenzung  bildet.  Man  kann 
daher  eine  der  Curven  a  durch  die  Curve  h  und  jede  der  übrigen 
n  —  1  Curven  a  durch  eine  im  Innern  von  F'  verlaufende  Curve  und 
Avenn  nöthig  die  Curve  h  ersetzen,  worauf  der  Beweis,  dass  F'  wfach 
zusammenhängend  ist,  durch  dieselben  Schlüsse,  wie  vorhin,  geführt 
werden  kann. 

Fine  {n  -\-  1)  fach  msammenhängendc  Fläche  ivird  daher  durch 
jeden  sie  nicht  in  Stücke  serschneidenden  Querschnitt  in  eine  nfach  zu- 
sammenhängende vertvandelt. 

Die  durch  einen  Querschnitt  entstandene  Flüche  kann  durch  einen 
neuen  Querschnitt  weiter  zerlegt  werden,  und  bei  n  maliger  Wieder- 
holung dieser  Operation  wird  eine  (w  -f-  1)  fach  zusammenhängende 
Fläche  durch  n  nach  einander  gemachte  sie  nicht  zerstückelnde  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Um  diese  Betrachtungen  auf  eine  Fläche  ohne  Begrenzung,  eine 
geschlossene  Fläche,  anwendbar  zu  machen,  muss  diese  durch  Aus- 
scheidung eines  beliebigen  Punktes  in  eine  begrenzte  verwandelt  wer- 
den, so  dass  die  erste  Zerlegung  durch  diesen  Punkt  und  einen  in  ihm 
anfangenden  und  endenden  Querschnitt,  also  durch  eine  geschlossene 
Curve,  geschieht.    Die  Oberfläche  eines  Ringes  z.  B.,  welche  eine  drei- 
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fach  zusammenhängende  ist,  wird  durch  eine  geschlossene  Curve  und 
einen  Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Auf  das  im  Eingange  betrachtete  Integral  des  vollständigen 
Differentials  Xdx  -\-  Ydi/  wird  nun  die  eben  behandelte  Zerschneidung 
der  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  in  einfach  zusammenhän- 
gende, wie  folgt,  angewandt.  Ist  die  die  (x,  ?/) -Ebene  bedeckende 
Fläche  T,  in  welcher  X,   Y  allenthalben  stetige  der  Gleichung 

^  —  ^  ==  0 

dy         dx 

genügende  Functionen  des  Orts  sind,  n  fach  zusammenhängend,  so  wird 
sie  durch  n  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  T'  zer- 
schnitten. Die  Integration  von  Xdx  -\-  Ydy  von  einem  festen  An- 
fangspunkte aus  durch  Curven  im  Innern  von  T'  liefert  dann  einen 
nur  von  der  Lage  des  Endpunkts  abhängigen  Werth,  welcher  als 
Function  von  dessen  Coordinaten  betrachtet  Averden  kann.  Substituirt 
man  für  die  Coordinaten  die  Grössen  x,  ij,  so  erhält  man  eijie  Function 

^  =  r  {Xdx  +  Ydy) 

von  x,  y,  welche  für  jeden  Punkt  von  T'  völlig  bestimmt  ist  und  sich 
innerhalb  T'  allenthalben  stetig,  beim  Ueberschreiten  eines  Querschnitts 
aber  allgemein  zu  reden  um  eine  endliche  von  einem  Knotenpunkte 
des  Schnittnetzes  zum  andern  constante  Grösse  ändert.  Die  Aenderun- 
gen  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  sind  von  einer  der  Zahl 
der  Querschnitte  gleichen  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Grössen 
abhängig;  denn  wenn  man  das  Schnittsystem  rückwärts,  —  die  späteren 
Theile  zuerst  — ,  durchläuft,  so  ist  diese  Aenderung  überall  bestimmt, 
wenn  ihr  Werth  beim  Beginn  jedes  Querschnitts  gegeben  wird; 
letztere  Werthe  aber  sind  von  einander  unabhängig. 

Um  das,  was  oben  (S.  85,  86)  unter  einer  wfach  zusammenhängenden 
Fläche  verstanden  wird,  anschaulicher  zu  machen,  folgen  in  den  nach- 
stehenden Zeichnungen  Beispiele  von  einfach,  zweifach  und  dreifach 
zusammenhängenden  Flächen. 

Einfacli  zusammenhäugende  Fläche. 


Sie  wird  durch  jeden  Quer- 
schnitt in  getrennte  Stücke  zer- 
fällt, und  es  bildet  in  ihr  jede 
geschlossene  Curve  die  ganze 
Begrenzung  eines  Theils  der 
Fläche. 
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Zweifach  zuyamiuenhänsende  Fläche. 


Sie  wird  durch  jeden  sie 
nicht  zerstückelnden  Querschnitt 
q  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende zerschnitten.  Mit  Zu- 
ziehung der  Curve  a  kann  in  ihr 
jede  geschlossene  Curve  die 
ganze  Begrenzung  eines  Theils 
der  Fltiche  bilden. 


Dreifach  zusamuieuhäuffende  Fläche. 


In  dieser  Fläche  kann  jede 
geschlossene  Curve  mit  Zu- 
ziehung der  Curven  a^  und  a.^ 
die  ganze  Begrenzung  eines 
Theils  der  Fläche  bilden.  Sie 
zerfällt  durch  jeden  sie  nicht 
zerstückelnden  Querschnitt  in 
eine  zw^eifach  zusammenhän- 
gende und  durch  zwei  solche 
Querschnitte,  q^^  und  q.>,  in  eine 
einfach  zusammenhängende. 

In  dem  Theile  a ßy  d  der 
Ebene  ist  die  Fläche  doppelt. 
Der  rtj  enthaltende  Arm  der 
Fläche  ist  als  unter  dem  an- 
dern fortgehend  betrachtet  und 
daher  durch  punktirte  Linien 
angedeutet. 


3.     Bestimmung  einer  Function  einer  veränderlichen  complexen 
Grösse  durch  Grenz-  und  Unstetigkeitsbedingungen. 

Wenn  in  einer  Ebene,  in  welcher  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  x,  1/  sind,  der  Werth  einer  Function  von  ./;  -\-  yi  in  einer 
endlichen  Linie  gegeben  ist,  so  kann  diese  von  dort  aus  nur  auf  eine 
Weise  stetig  fortgesetzt  werden  und  ist  also  dadurch  völlig  bestimmt 
(Siehe  oben  S.  82).  Sie  kann  aber  auch  in  dieser  Linie  nicht  willkür- 
lich angenommen  werden,  wenn  sie  von  ihr  aus  einer  stetigen  Fort- 
setzung in  die  anstossenden  Flächentheile  nach  beiden  Seiten  hin  fähig 
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sein  soll,  da  sie  durch  ihren  Verlauf  in  einem  noch  so  kleinen  end- 
lichen Theile  dieser  Linie  schon  für  den  übrigen  Theil  bestimmt  ist. 
Bei  dieser  Bestimmungsweise  einer  Function  sind  also  die  zu  ihrer 
Bestimmung  dienenden  Bedingungen  nicht  von  einander  unabhängig. 

Als  Grundlage  für  die  Untersuchung  einer  Transcendenten  ist  es 
vor  allen  Dingen  nöthig,  ein  System  zu  ihrer  Bestimmung  hinreichen- 
der von  einander  unabhängiger  Bedingungen  aufzustellen.  Hierzu  kann 
in  vielen  Fällen,  namentlich  bei  den  Integralen  algebraischer  Functionen 
und  ihren  inversen  Functionen,  ein  Princip  dienen,  welches  Dirichlet 
zur  Lösung  dieser  Aufgabe  für  eine  der  Laplace'schen  partiellen 
Differentialgleichung  genügende  Function  yon  drei  Veränderlichen,  — 
wohl  durch  einen  ähnlichen  Gedanken  von  Gauss  veranlasst  —  in 
seinen  Vorlesungen  über  die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung 
proportional  wirkenden  Kräfte  seit  einer  Reihe  von  Jahren  zu  geben 
pflegt.  Für  diese  Anwendung  auf  die  Theorie  von  Transcendenten  ist 
jedoch  gerade  ein  Fall  besonders  wichtig,  auf  welchen  dies  Princip  in 
seiner  dortigen  einfachsten  Form  nicht  anwendbar  ist,  und  welcher 
dort  als  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung  unberücksichtigt  bleiben 
kann.  Dieser  Fall  ist  der,  wenn  die  Function  an  gewissen  Stellen  des 
Gebiets,  wo  sie  zu  bestimmen  ist,  vorgeschriebene  Unstetigkeiten  an- 
nehmen soll;  was  so  zu  verstehen  ist,  dass  sie  an  jeder  solchen  Stelle 
der  Bedingung  unterworfen  ist,  unstetig  zu  werden,  wie  eine  dort  ge- 
gebene unstetige  Function,  oder  sich  nur  um  eine  dort  stetige  Function 
von  ihr  zu  unterscheiden.  Ich  werde  hier  das  Princip  in  der  für  die 
beabsichtigte  Anwendung  erforderlichen  Form  darstellen  und  erlaube 
mir  dabei  in  Betreff  einiger  Nebenuntersuchungen  auf  die  in  meiner 
Doctordissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse.  Göttingen  1851)  gegebene  Dar- 
stellung desselben  zu  verweisen. 

Man  nehme  an,  dass  eine  die  (.t,  ^)- Ebene  einfach  oder  mehrfach 
bedeckende  beliebig  begrenzte  Fläche  T  und  in  derselben  zwei  für 
jeden  ihrer  Punkte  eindeutig  bestimmte  reelle  Functionen  von  x,  y, 
die  Functionen  a  und  ß  gegeben  seien,  und  bezeichne  das  durch  die 
Fläche  T  ausgedehnte  Integral 

durch  Sl  («),  wobei  die  Functionen  a  und  ß  beliebige  Unstetigkeiten 
besitzen  können,  wenn  nur  das  Integral  dadurch  nicht  unendlich  wird. 
Es  bleibt  dann  auch  ü  (a  —  A)  endlich,  wenn  l  allenthalben  stetig  ist 
und  endliche  Differentialquotienten  hat.     Wird  diese  stetige  Function  A 
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der  Bedino'imo;  unterworfen,  nur  in  einem  unendlich  kleineu  Theile  der 

Fläche  T  von  einer  unstetigen  Function  y  verschieden  zu  sein,  so  wird 

ß  (o:  —  A)  unendlich  gross,  wenn  y  längs  einer  Linie  unstetig  ist  oder 
in  einem  Punkte  so  unstetig  ist,  dass 


sm+^)'' 


unendlich  wird  (Meine  Inaug.  Diss.  Art.  17);  es  bleibt  aber  il  (a  —  A) 
endlich,  wenn  y  nur  in  einzelnen  Punkten  und  nur  so  unstetig  ist,  dass 


sm+m)'' 


durch  die  Fläche  T  erstreckt  endlich  bleibt,  Avie  z.  B.  wenn  y  in  der 
Umgebung  eines  Punktes  im  Abstände  r  von  demselben  =  ( —  logr)* 
und  0  <  £  <  4^  ist.  Zur  Abkürzung  mögen  hier  die  Functionen,  in 
welche  A  unbeschadet  der  Endlichkeit  von  i2  (a  —  A)  übergehen  kann, 
unstetig  von  der  ersten  Art,  die  Functionen,  für  welche  dies  nicht 
möglich  ist,  unstetig  von  der  zweiten  Art  genannt  werden.  Denkt  man 
sich  nun  in  £1  (a  —  ^)  für  ^  alle  stetigen  oder  von  der  ersten  Art 
unstetigen  Functionen  gesetzt,  welche  an  der  Grenze  verschwinden,  so 
erhält  dies  Integral  immer  einen  endlichen,  aber  seiner  Natur  nach  nie 
einen  negativen  Werth,  und  es  muss  daher  wenigstens  einmal,  für 
a  — ^  ft  =  u,  ein  Minimumwerth  eintreten,  so  dass  ^  für  jede  Function 
a  —  ji,  die  unendlich  wenig  von  u  verschieden  ist,  grösser  als  ß(«) 
wird. 

Bezeichnet  daher  a  eine  beliebige  stetige  oder  von  erster  Art  un- 
stetige Function  des  Orts  in  der  Fläche  T,  die  an  der  Grenze  allent- 
halben gleich  0  ist,  und  Jt  eine  von  x,  y  unabhängige  Grösse,  so  muss 
Sl  {u  -\-  Jia)  sowohl  für  ein  positives,  als  für  ein  negatives  hinreichend 
kleines  h  grösser  als  fl  (n)  werden,  und  daher  in  der  Entwicklung 
dieses  Ausdrucks  nach  Potenzen  von  h  der  Coefficient  von  h  ver- 
schwinden.    Ist  dieser  0,  so  ist 

und  folglich  5i  immer  ein  Minimum.  Das  Minimum  tritt  nur  für  eine 
einzige  Function  u  ein;  denn  fände  auch  ein  Minimum  für  it  -f-  ^ 
statt,  so  könnte  5i  («  -}-  6 )  nicht  >  Si  (u)  sein,  weil  sonst 

.<^  {u  -\-  ho)  <Sl  {u  +  ö) 

für  Ä  <  1  würde;  also  könnte  Sl  («f  -f~  ^)  nicht  kleiner  als  die  an- 
liegenden Werthe  sein.  Ist  aber  ß  (n  -\-  a)  =  fl  (m),  so  muss  ö  constant, 
also   da   es   in  der  Begrenzung  0  ist,   überall  0   sein.     Es   wird  daher 
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nur  für  eine  einzige  Function  ii  das  Integral  Sl  ein  Minimum  und  die 
Variation  erster  Ordnung  oder  das//  proportionale  Glied  in  5i(M -j- /<(?), 

2"/"^((ii-Ff)i-:+(i-:+ii)i^)  =  '^- 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  das  Integral 

/((||  +  |^),^.  + (11-^1)..) 

durch  die  ganze  Begrenzung  eines  Theils  der  Fläche  T  erstreckt  stets 
=  0  ist.  Zerlegt  man  nun  (nach  der  vorhergehenden  Abhandlung)  die 
Fläche  T,  wenn  sie  eine  mehrfach  zusammeuliängende  ist,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  T',  so  liefert  die  Integration  durch  das  Innere 
von  T  von  einem  festen  Anfangsj)unkte  bis  zum  Punkte  (x,  y)  eine 
Function  von  x,  y, 

welche  in  T'  überall  stetig  oder  unstetig  von  der  ersten  Art  ist  und 
sich  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  um  endliche  von  einem 
Knotenpunkte  des  Schnittnetzes  zum  andern  constante  Grössen  ändert. 
Es  genügt  dann  v  =  ß  —  v  den  Gleichungen 

d V  du       d V du 

dx  dy'      dy        dx' 

und  folglich  ist  ii  -{-  ol  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

d  {u-\-v  i)  .  d  {u-\-  V  i) 


t 


0 


dy  dx 

oder  eine  Function  von  x  -\-  yi. 

Man  erhält  auf  diesem  Wege  den  in  der  erwähnten  Abhandlung 
Art.  18  ausgesprochenen  Satz: 

Ist  in  einer  zusammenhängenden  durch  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  T  zerlegten  Fläche  T  eine  complexe  Function  a-{-  ßi 
von  X,  y  gegeben,  für  welche 

/((ii-if)  +  (f-:+'!)V^ 

durch  die  ganze  Fläche  ausgedehnt  einen  endlichen  Wertli  hat,  so  iMnn 
sie  immer  und  nur  auf  Eine  Art  in  eine  Function  von  x  -(-  yi  ver- 
wandelt tverden  durch  Suhtraction  einer  Function  fi  -f-  v  i  von  x,  y,  welche 
folgenden  Bedingungen  genügt: 

1)  ^  ist  am  Bande  =  0  oder  doch  nur  in  einzelnen  Funlcten  davon 
verschieden,  v  in  Einem  Bunlde  beliebig  gegeben. 
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2)  Die  Aendcrungen  von  ^  sind  in  T,  von  v  in  T'  nur  in  einzelnen 
Punkten  und  nur  so  unstetig,  dass 


und 


J'{(M+  (M)  "^ 


durch  die  ganze  Fläche  erstreckt,  endlich  bleiben,  und  letztere  längs  der 
Querschnitte  beiderseits  gleich. 

Wenn  die  Function  a-\-  ßi,  wo  ihre  Differentialqnotienten  unend- 
licli  werden^  unstetig  wird,  wie  eine  gegebene  dort  unstetige  Function 
von  X  -\-  yi,  und  keine  durch  eine  Abänderung  ihres  Werthes  in  einem 
einzelnen  Punkte  hebbare  Unstetigkeit  besitzt^  so-  bleibt  5i  (a)  endlich, 
und  es  wird  ^-\-  vi  in  T'  allenthalben  stetig.  Denn  da  eine  Function 
von  x-\-iii  gewisse  Unstetigkeiten,  wie  z.  B.  Unstetigkeiten  erster  Art, 
gar  nicht  annehmen  kann  (Meine  Diss.  Art.  12),  so  muss  die  Differenz 
zweier  solcher  Functionen  stetig  sein,  sobald  sie  nicht  von  der  zweiten 
Art  unstetig  ist. 

Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  lässt  sich  daher  eine  Function 
von  X  -\-  yi  so  bestimmen,  dass  sie  im  Innern  von  T,  von  der  Un- 
stetigkeit des  imaginären  Theils  in  den  Querschnitten  abgesehen,  ge- 
gebene Unstetigkeiten  annimmt,  und  ihr  reeller  Theil  an  der  Grenze 
einen  dort  allenthalben  beliebig  gegebenen  Werth  erhält;  wenn  nur 
für  jeden  Punkt,  wo  ihre  Differentialquotienten  unendlich  werden  sollen, 
die  vorgeschriebene  Unstetigkeit  die  einer  gegebenen  dort  unstetigen 
Function  von  x  -f-  yi  ist.  Die  Bedingung  an  der  Grenze  kann  man, 
wie  leicht  zu  sehen,  ohne  eine  wesentliche  Aenderung  der  gemachten 
Schlüsse  durch  manche  andere  ersetzen. 

4.     Theorie  der  Abel'schen  Functionen. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  die  Abel'schen  Functionen 
nach  einer  Methode  behandelt,  deren  Principien  in  meiner  Inaugural- 
dissertation*) aufgestellt  und  in  einer  etwas  veränderten  Form  in  den 
drei  vorhergehenden  Aufsätzen  dargestellt  worden  sind.  Zur  Erleich- 
terung der  Uebersicht  schicke  ich  eine  kurze  Inhaltsangabe  vorauf. 

Die  erste  Abtheilung  enthält  die  Theorie  eines  Systems  von  gleich- 
verzweigten algebraischen  Functionen  und  ihren  Integralen,  soweit  für 
dieselbe  nicht  die  Betrachtung  von  -ö'-Reihen  massgebend  ist,  und  han- 


*)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränder- 
lichen complexen  Grösse.     Göttingen  1851. 
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delt  im  §.  1 — 5  von  der  Bestimmung  dieser  Functionen  durch  ihre 
Verzweigungsart  und  ihre  Unstetigkeiten^  im  §.  6  — 10  von  den  ratio- 
nalen Ausdrücken  derselben  in  zwei  durch  eine  algebraische  Gleichung 
verknüpfte  veränderliche  Grössen,  und  im  §.  11  — 13  von  der  Trans- 
formation dieser  Ausdrücke  durch  rationale  Substitutionen.  Der  bei 
dieser  Untersuchung  sich  darbietende  Begriff  einer  Klasse  von  algebrai- 
schen Gleichungen,  welche  sich  durch  rationale  Substitutionen  in  einan- 
der transformiren  lassen,  dürfte  auch  für  andere  Untersuchungen  wichtig 
und  die  Transformation  einer  solchen  Gleichung  in  Gleichungen  niedrig- 
sten Grades  ihrer  Klasse  (§.  13)  auch  bei  anderen  Gelegenheiten  von 
Nutzen  sein.  Diese  Abtheilung  behandelt  endlich  im  §.  14—16  zur 
Vorbereitung  der  folgenden  die  Anwendung  des  AbePschen  Additions- 
theorems für  ein  beliebiges  System  allenthalben  endlicher  Integrale  von 
gleichverzweigten  algebraischen  Functionen  zur  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen. 

In  der  zweiten  Abtheilung  werden  für  ein  beliebiges  System  von 
immer  endlichen  Integralen  gleichverzweigter,  algebraischer,  2p -\-l  fach 
zusammenhängender  Functionen  die  Jacobi'schenUmkehrungsfunctionen 
von  2^  veränderlichen  Grössen  durch  j}fach  unendliche  -ö'-Reihen  aus- 
gedrückt, d.  h.  durch  Reihen  von  der  Form 

/  py  p 

2) '  '     ' 

worin  die  Summationen  im  Exponenten  sich  auf  ^  und  ^',  die  äusseren 
Summationen  auf  tn^,  m^,  ...,  nip  beziehen.  Es  ergiebt  sich,  dass  zur 
allgemeinen  Lösung  dieser  Aufgabe  eine  —  wenn  p  >  3  specielle  — 

t)  (  7)     I     1  1 

Gattung    von    -O-- Reihen    ausreicht,    in    denen    zwischen    den         7^ 
Grössen  a  — -~ — ^  Relationen    stattfinden,    so    dass   nur  oj)  —  3 

willkürlich  bleiben.  Dieser  Theil  der  Abhandlung  bildet  zugleich  eine 
Theorie  dieser  specielleu  Gattung  von  o)'- Functionen;  die  allgemeinen 
'O'-Functionen  bleiben  hier  ausgeschlossen,  lassen  sich  jedoch  nach  einer 
ganz  ähnlichen  Methode  behandeln. 

Das  hier  erledigte  Jacobi'sche  Umkehrungsproblem  ist  für  die 
hyperellij)tischen  Integrale  schon  auf  mehreren  Wegen  durch  die  be- 
harrlichen mit  so  schönem  Erfolge  gekrönten  Arbeiten  von  Weierstrass 
gelöst  worden,  von  denen  eine  Uebersicht  im  47.  Bande  des  Journ. 
für  Mathm.  (S.  289)  mitgetheilt  worden  ist.  Es  ist  jedoch  bis  jetzt 
nur  von  dem  Theile  dieser  Arbeiten,  welcher  in  den  §§.  1  und  2  und 
der  ersten  die  elliptischen  Functionen  betreffenden  Hälfte  des  §.  3  der 
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angeführten  Abhandlung  skizzirt  wird,  die  wirkliche  Ausführung  ver- 
öffentlicht (Bd.  52,  S.  285  d.  Journ.  f.  Math.);  in  wie  weit  zwischen 
den  späteren  Theilen  dieser  Arbeiten  und  meinen  hier  dargestellten 
eine  Uebereinstimmung  nicht  bloss  in  Resultaten,  sondern  auch  in  den 
zu  ihnen  führenden  Methoden  stattfindet,  wird  grossentheils  erst  die 
versprochene  ausführliche  Darstellung  derselben  ergeben  können. 

Die  gegenwärtige  Abhandlung  bildet  mit  Ausnahme  der  beiden 
letzten  §§.  26  und  27,  deren  Gegenstand  damals  nur  kurz  angedeutet 
werden  konnte,  einen  Auszug  aus  einem  Theile  meiner  von  Michaelis 
1855  bis  Michaelis  1856  zu  Göttingen  gehaltenen  Vorlesungen.  Was 
die  Auffindung  der  einzelnen  Resultate  betrifft,  so  wurde  ich  auf  das 
im  §.1  —  5,  9  und  12  Mitgetheilte  und  die  dazu  nöthigen  vorbereiten- 
den Sätze,  welche  später  Behufs  der  Vorlesungen  so,  wie  es  in  dieser 
Abhandlung  geschehen  ist,  weiter  ausgeführt  wurden,  im  Herbste  1851 
und  zu  Anfang  1852  durch  Untersuchungen  über  die  conforme  Ab- 
bildung mehrfach  zusammenhängender  Flächen  geführt,,  ward  aber  dann 
durch  einen  andern  Gegenstand  von  dieser  Untersuchung  abgezogen. 
Erst  um  Ostern  1855  wurde  sie  wieder  aufgenommen  und  in  den 
Oster-  und  Michaelisferien  jenes  Jahres  bis  zu  §.  21  incl.  fortgeführt; 
das  Uebrige  wurde  bis  Michaelis  1856  hinzugefügt.  Einzelne  ergän- 
zende Zusätze  sind  an  manchen  Stellen  während  der  Ausarbeitung 
hinzugekommen. 

Erste  Abtheilung*. 

1. 

Ist  s  die  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung  nien  Grades,  deren 
Coefficienten  ganze  Functionen  mten  Grades  von  .s  sind,  so  entsprechen 
jedem  Werthe  von  ^  n  Werthe  von  .s,  die  sich  mit  2  überall,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  stetig  ändern.  Stellt  man  daher  (nach  S.  83) 
die  Verzweigungsart  dieser  Function  durch  eine  in  der  ,?-Ebene  aus- 
gebreitete unbegrenzte  Fläche  T  dar,  so  ist  diese  in  jedem  Theile  der 
Ebene  wfach,  und  s  ist  dann  eine  einwerthige  Function  des  Orts  in 
dieser  Fläche.  Eine  unbegrenzte  Fiäche  kann  entweder  als  eine  Fläche 
mit  unendlich  weit  entfernter  Begrenzung  oder  als  eine  geschlossene 
angesehen  werden,  und  Letzteres  soll  bei  der  Fläche  T  geschehen,  so 
dass  dem  Werthe  js  =  oo  in  jedem  der  n  Blätter  der  Fläche  Ein 
Punkt  entspricht,  wenn  nicht  etwa  für  ^  =  oo  eine  Verzweigung  statt- 
findet. 

Jede  rationale  Function  von  s  und  z  ist  offenbar  ebenfalls  eine 
einwerthige  Function  des  Orts   in  der  Fläche  T  und   besitzt  also  die- 
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selbe  Verzweigungsart  wie  die  Function  s,  und  es  wird  sich  unten 
ergeben,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt. 

Durch  Integration  einer  solchen  Function  erhält  man  eine  Function, 
deren  verschiedene  Fortsetzungen  für  denselben  Theil  der  Flüche  T 
sich  nur  um  Constanten  unterscheiden,  da  ihre  Derivirte  für  denselben 
Punkt  dieser  Fläche  immer  denselben  Werth  wieder  annimmt. 

Ein  solches  System  von  gleichverzweigten  algebraischen  Functionen 
und  Integralen  dieser  Functionen  bildet  zunächst  den  Gegenstand  un- 
serer Betrachtung;  statt  aber  von  diesen  Ausdrücken  dieser  Functionen 
auszugehen,  werden  wir  sie  mit  Anwendung  des  Dirichlet'schen 
Princips  (S,  92)  durch  ihre  Unstetigkeiten  definiren. 


Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse  eine  Function  für  einen 
Pimlit  der  Fläche  T  nnendlich  Jdein  von  der  ersten  Ordnung,  wenn  ihr 
Logarithmus  bei  einem  positiven  Umlaufe  um  ein  diesen  Punkt  um- 
gebendes Flächenstück,  in  welchem  sie  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleibt,  um  2ni  wächst.  Es  ist  demnach  für  einen  Punkt, 
um  den  die  Fläche  T  sich  ji  mal  windet,  wenn  dort  z  einen  endlichen 

-  -  J 

Werth  a  hat,  {z  —  «)'',  also  {dz)^%  wenn  aber  5  =  00,  (~;r)     unendlich 

klein  von  der  ersten  Ordnung.  Der  Fall,  wo  eine  Function  in  einem 
Punkte  der  Fläche  T  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  von  der 
vten  Ordnung  wird,  kann  so  betrachtet  werden,  als  wenn  die  Function 
in  V  dort  zusammenfallenden  (oder  uneudlich  nahen)  Punkten  unend- 
lich klein  oder  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  wie  in 
der  Folge  bisweilen  geschehen  soll. 

Die  Art  und  Weise,  wie  jene  hier  zu  betrachtenden  Functionen 
unstetig  werden,  kann  dann  so  ausgedrückt  werden.  Wird  eine  von 
ihnen  in  einem  Punkte  der  Fläche  T  unendlich,  so  kann  sie,  wenn  r 
eine  beliebige  Function  bezeichnet,  die  in  diesem  Punkte  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  stets  durch  Subtractiou  eines  end- 
lichen Ausdrucks  von  der  Form 

^ log r -f  jB r~' +  C'>~' -f  •  •  • 

in   eine   dort  stetige  verwandelt  werden,   wie   sich  aus  den  bekannten 

—  nach  Cauchy  oder  durch  die  Fourier'sche  Reihe  zu  beweisenden 

—  Sätzen  über  die  Entwickluno-  einer  Function  in  Potenzreihen  ergiebt. 
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Man  denke  sich  jetzt  eine  in  der  ;*- Ebene  allenthalben  nfach  aus- 
gebreitete unbegrenzte  und  nach  dem  Obigen  als  geschlossen  zu  be- 
trachtende zusammenhängende  Fläche  T  gegeben  und  diese  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T'  zerschnitten.  Da  die  Begrenzung  einer 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  aus  Einem  Stücke  besteht,  eine 
geschlossene  Fläche  aber  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Schnitten 
eine  gerade  Zahl  von  Begrenzungsstücken,  durch  eine  gerade  eine  un- 
gerade erhält,  so  ist  zu  dieser  Zerschneidung  eine  gerade  Anzahl  von 
Schnitten  erforderlich.  Die  Anzahl  dieser  Querschnitte  sei  =  2p.  Die 
Zerschneidung  werde  zur  Vereinfachung  des  Folgenden  so  ausgeführt, 
dass  jeder  spätere  Schnitt  von  einem  Punkte  eines  früheren  bis  zu 
dem  anstossenden  Punkte  auf  der  andern  Seite  desselben  geht:  wenn 
sich  dann  eine  Grösse  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  T'  stetig 
ändert  und  im  ganzen  Schnittsysteme  zu  beiden  Seiten  gleiche  Aende- 
rungen  erleidet,  so  ist  die  Differenz  der  beiden  Werthe,  die  sie  in 
demselben  Punkte  des  Schnittnetzes  annimmt,  in  allen  Theilen  Eines 
Querschnitts  derselben  Constanten  gleich. 

Man  setze  nun  2  =  x-\-  yi  und  nehme  in  T  eine  Function  a.-\-ßi 
von  X,  y  folgendermassen  an: 

In  der  Umgebung  der  Punkte  f^,  £.2,  ...  bestimme  man  sie  gleich 
gegebenen  in  diesen  Punkten  unendlich  werdenden  Functionen  von 
x-\-yi,  und  zwar  um  £,.;  indem  man  eine  beliebige  Function  von  z, 
die  in  £y  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  durch  r^  be- 
zeichnet, gleich  einem  endlichen  Ausdrucke  von  der  Form 

.  J.V  log  Vr  +  By  r~ ^  +  C,  r~ " -] =  (fr  {*',■), 

worin  Ä,.,  B^.,  Cv,  ...  willkürliche  Constanten  sind.  Man  ziehe  ferner 
nach  einem  beliebigen  Punkte  von  allen  Punkten  £,  für  welche  die 
Grösse  A  von  Null  verschieden  ist,  einander  nicht  schneidende  Linien 
durch  das  Innere  von  T',  von  £,,  die  Linie  Iv.  Man  nehme  endlich 
die  Function  in  der  ganzen  noch  übrigen  Fläche  T  so  au,  dass  sie 
ausser  den  Linien  l  und  den  Querschnitten  überall  stetig,  auf  der  posi- 
tiven (linken)  Seite  der  Linie  h  um  — 2niAr  und  auf  der  positiven 
Seite  des  vten  Querschnitts  um  die  gegebene  Constante  /<"'  grösser  ist, 
als  auf  der  andern,  und  dass  das  Integral 


durch  die  Fläche  T  ausgedehnt   einen  endlichen  Werth  erhält.     Dies 
ist  wie  leicht  zu  sehen  immer  möglich,  wenn  die  Summe  sämmtlicher 

Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  7 
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Grössen  A  gleich  Null  ist,  aber  auch  nur  unter  dieser  Bedingung,  weil 
nur  dann  die  Function  nach  einem  Umlaute  um  das  System  der  Linien 
/  den  vorigen  Werth  wieder  annehmen  kann. 

Die  Constanteu  /«'^^  A'^', ...,  ]i,^^^'\  um  welche  eine  solche  Function  auf 
der  positiven  Seite  der  Querschnitte  grösser  ist,  als  auf  der  andern, 
sollen  die  Periodkitätsmodidn  dieser  Function  genannt  werden. 

Nach  dem  Dirichlet'schen  Princip  kann  nun  die  Function  cc-\-ßi 
in  eine  Function  a  von  x-\-yi  verwandelt  werden  durch  Subtraction 
einer  ähnlichen  in  T'  allenthalben  stetigen  Function  von  x,  y  mit  rein 
imaginären  Periodicitätsmoduln,  und  diese  ist  bis  auf  eine  additive 
Constante  völlig  bestimmt.  Die  Function  co  stimmt  dann  mit  a-\-ßi 
in  den  Unstetigkeiten  im  Innern  von  T'  und  in  den  reellen  Theilen 
der  Periodicitätsmoduln  überein.  Für  a  können  daher  die  Functionen 
fpy  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodicitätsmoduln  willkürlich  gegeben 
werden.  Durch  diese  Bedingungen  ist  sie  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante völlig  bestimmt,  folglich  auch  der  imaginäre  Theil  ihrer  Perio- 
dicitätsmoduln. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  diese  Function  a  sämmtliche  im  §.  1 
bezeichneten  Functionen  als  specielle  Fälle  unter  sich  enthält. 

4. 

Allenthalhen  endliche  Functionen  a.    (Integrale  erster  Gattung.) 

Wir  wollen  jetzt  die  einfachsten  von  ihnen  betrachten  und  zwar 
zuerst  diejenigen,  die  immer  endlich  bleiben  und  also  im  Innern  von 
T  allenthalben  stetig  sind.  Sind  u\,  u\^,  ..,,  iVp  solche  Functionen, 
so  ist  auch 

IV  =  ßj  tt\  -\-  K-i  u\,  -^  •  •  •  -\-  ap  tVp  -\-  const., 

worin  a^,  «g,  ...,  ap  beliebige  Constanten  sind,  eine  solche  Function. 
Es  seien  die  Periodicitätsmoduln  der  Functionen  ii\,  u\2,  ...,  Wp  für  den 
vten  Querschnitt  ]x^\  ]i^'\  . . .,  /,]'*.     Der  Periodicitätsmodul    von   w  für 

diesen   Querschnitt   ist   dann   «^  Ji^i^  -j-  a.^  /i{>''  -\ \- Up  Ip''  =  Z;*'^;   und 

setzt  man  die  Grössen  a  in  die  Form  y-\-di,  so  sind  die  reellen 
Theile  der  2j?  Grössen  Ä;^",  U'^\  ...,  Jc^p'  lineare  Functionen  der  Grössen 
Yu  72}  •••}  Tp}  ^i)  ^Ap  •••}  ^p-  Wenn  nun  zwischen  den  Grössen  u\, 
w^,  . . .,  tVp  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  statt- 
findet, so  kann  die  Determinante  dieser  linearen  Ausdrücke  nicht  ver- 
schwinden; denn  es  Hessen  sich  sonst  die  Verhältnisse  der  Grössen  a 
so  bestimmen,  dass  die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  von  w 
sämmtlich  0  würden,  folglich  der  reelle  Theil  von  iv  und  also  auch  w 
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selbst  nach  dem  Dirichlet'sclaen  Princip  eine  Constante  sein  müsste. 
Es  können  daher  dann  die  2p  Grössen  y  und  d  so  bestimmt  werden, 
dass  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  gegebene  Werthe  er- 
halten; und  folglich  kann  ^ü  jede  immer  endlich  bleibende  Function  co 
darstellen,  wenn  u\,  tv.^,  ...,  Wp  keiner  linearen  Gleichung  mit  con- 
stanten  Coefficienten  genügen.  Diese  Functionen  lassen  sich  aber 
immer  dieser  Bedingung  gemäss  wählen;  denn  so  lange  ^<,p,  finden 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  von 

c;^  u\  +  «2  ^''2  +  ■■■*+  ^/<  ^'V  ~1~  const. 
lineare  Bedingungsgleichungen  statt;  es  ist  daher  tV/^i j^i  nicht  in  dieser 
Form  enthalten,  wenn  man,  was  nach  dem  Obigen  immer  möglich  ist, 
die  Periodicitätsmoduln  des  reellen  Theils  dieser  Function  so  bestimmt, 
dass  sie  diesen  Bedingungsgleichungen  nicht  genügen. 

Functionen  w,  die  für  einen  Punkt  der  Fläche  T  unendlich 
von  der  ersten  Ordnung  ivßrden.     (Integrale  zweiter  Gattung.) 

Es  sei  03  nur  für  einen  Punkt  e  der  Fläche  T  unendlich,  und  für 
diesen  seien  alle  Coefficienten  in  (p  ausser  B  gleich  0.  Eine  solche 
Function  ist  dann  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  durch  die 
Grösse  B  und  die  reellen  Theile  ihrer  Periodicitätsmoduln.  Bezeichnet 
t^  {/)  irgend  eine  solche  Function,  so  können  in  dem  Ausdrucke 

t (f)  =  ßt^ (e)  +  a^  iv^  -f-  «2  tu,  -| \-  ap  iVp  +  const. 

die  Constanten  ß,  a^,  a.,^  . . .,  Up  immer  so  bestimmt  werden,  dass  für 
ihn  die  Grösse  B  und  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln  be- 
liebig gegebene  Werthe  erhalten.  Dieser  Ausdruck  stellt  also  jede 
solche  Function  dar. 

Functionen  co,  ivelche  für  sivei  Punhte  der  Fläche  T  loga- 
rithmisch unendlich  werden.     (Integrale  dritter  Gattung.) 

Betrachten  wir  drittens  den  Fall,  wo  die  Function  co  nur  loga- 
rithmisch unendlich  wird,  so  muss  dies,  da  die  Summe  der  Grössen  A 
gleich  0  sein  muss,  wenigstens  für  zwei  Punkte  der  Fläche  T,  s^  und  f^, 
geschehen  und  A  =  —  Ä^  sein.  Ist  von  den  Functionen,  bei  denen 
dies  statt  hat  und  die  beiden  letztern  Grössen  =  1  sind,  irgend  eine 
'»'^(fj,  s.^),  so  sind  nach  ähnlichen  Schlüssen,  wie  oben,  alle  übrigen 
in  der  Form 

"^(^i;  «2)  =  "^"(^i;  £0)  +  «1  f'\  +  «2  ''"2  -\ \-  f^P  '('p  +  const. 

enthalten. 
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Für  die  folgenden  Bemerkungen  nehmen  wir  zur  Vereinfachung 
an^  dass  die  Punkte  e  keine  Verzweigungspunkte  sind  und  nicht  im 
Unendlichen  liegen.  Man  kann  dann  r,.  =  ^  —  Sf,  setzen,  indem  man 
durch  ,?,  den  Werth  von  s  in  £,.  bezeichnet.  Wenn  man  dann  To  (s^,  f^) 
so  nach  Sj^  differentiirt,  dass  die  reellen  Theile  der  Periodicitätsmoduln 
(oder  auch  p  von  den  Periodicitätsmoduln)  und  der  Werth  von  tar  (f^,  g^) 
für  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  T  constant  bleiben,   so   erhält 

mau  eine , Function  tie^),  die  in  f^  unstetig  wie wird.    Umgekehrt 

ist,   wenn  ({sj)  eine  solche  Function  ist,     i  t(£j)  dz^,   durch  eine   be- 

liebige  in  T  von  £3  nach  £3  führende  Linie  genommen,  gleich  einer 
Function  "w  (£3;  ^3)-  -^uf  ähnliche  Art  erhält  man  durch  n  successive 
Differentiationen  eines  solchen  t\s^)  nach  z^  Functionen  a,  welche  im 
Punkte  f^  wie  n!  (^  — ^i)~"~^  unstetig  werden  und  übrigens  endlich 
bleiben. 

Für  die  ausgeschlossenen  Lagen  der  Punkte  £  bedürfen  diese  Sätze 
einer  leichten  Modification. 

Offenbar  kann  nun  ein  mit  constanteu  Coefficienten  aus  Functionen 
iü,  aus  Functionen  to  und  ihren  Derivirten  ijach  den  Unstetigkeits- 
werthen  gebildeter  linearer  Ausdruck  so  bestimmt  werden,  dass  er  im 
Innern  von  T'  beliebig  gegebene  Unstetigkeiten  von  der  Form,  wie  a, 
erhält,  und  die  reellen  Theile  seiner  Periodicitätsmoduln  beliebig  ge- 
gebene Werthe  annehmen.  Durch  einen  solchen  Ausdruck  kann  also 
jede  gegebene  Function  o)  dargestellt  werden. 


Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Function  co,  die  für  m  Punkte  der 
Fläche  T,  £j,  £2,  ...,  8 in  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird, 
ist  nach  dem  Obigen 

^  =  /5]  ^1  +  |5o  i^2  H h  ßin  t,n  +  «1  n\  -f  «2  it\  -\ \-ccpWp-\-  const. , 

worin  /,  eine  beliebige  Function  t{s,)  und  die  Grössen  a  und  ß  Con- 
stanten sind.  Wenn  von  den  m  Punkten  £  eine  Anzahl  q  in  denselben 
Punkt  r]  der  Fläche  T  zusammenfallen,  so  sind  die  q  diesen  Punkten 
zugehörigen  Functionen  t  zu  ersetzen  durch  eine  Function  t  (.rj)  und 
deren  q  —  1  erste  Derivirte  nach  ihrem  Unstetigkeitswerthe  (§.  2). 

Die  2j;  Periodicitätsmoduln  dieser  Function  s  sind  lineare  homogene 
Functionen  der  p -{- m  Grössen  a  und  ß.  Wenn  m>p-\-ly  lassen 
sich  also  2p  von  den  Grössen  a  und  ß  als  lineare  homogene  Functionen 
der  übrigen   so   bestimmen,  dass   die  Periodicitätsmoduln  .sänimtlich  0 
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werden.  Die  Function  enthält  dann  noch  m  —  p  +  1  willkürhche  Con- 
stanten, von  denen  sie  eine  lineare  homogene  Function  ist,  und  kann 
als  ein  linearer  Ausdruck  von  m  — p  Functionen  betrachtet  werden, 
deren  jede  nur  für  p  -\-  1  Werthe  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
wird. 

Wenn  m  =p  -\-  1  ist,  so  siud  die  Verhältnisse  der  2p  -\-  1  Grössen 
«  und  ß  bei  jeder  Lage  der  p  -\-  1  Punkte  e  völlig  bestimmt.  Es 
können  jedoch  für  besondere  Lagen  dieser  Funkte  einige  der  Grössen 
ß  gleich  0  werden.  Die  Anzahl  dieser  Grössen  sei  =  m  —  ft,  so  dass 
die  Function  nur  für  ^  Punkte  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Diese  ^  Punkte  müssen  dann  eine  solche  Lage  haben,  dass  von  den 
2p  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  i?  +  ft  übrigen  Grössen  ß  und  a 
p-\-\ — ^  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind,  und  es  können 
daher  nur  2^—p — 1  von  ihnen  beliebig  gewählt  werden.  Ausserdem 
enthält  die  Function  noch  2  willkürliche  Constanten. 

Es  sei  nun  s  so  zu  bestimmen,  dass  ^  möglichst  klein  wird.  Wenn  s 
^mal  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  dies  auch  mit 
jeder  rationalen  Function  ersten  Grades  von  s  der  Fall;  man  kann 
daher  für  die  Lösung  dieser  Aufgabe  einen  der  ^  Punkte  beliebig 
wählen.  Die  Lage  der  übrigen  muss  dann  so  bestimmt  werden,  dass 
p  -{-\.  —  ft  von  den  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Grössen  a 
und  ß  eine  identische  Folge  der  übrigen  sind;  es  muss  also,  wenn 
die  Verzweigungswerthe  der  Fläche  T  nicht  besondern  Bedingungs- 
gleichungen genügen,  p-\-l  —  ^  "^  ^  —  1   oclß^  f-  ^  li'  H"  ^  ^6^^- 

Die  Anzahl  der  in  einer  Function  s,  die  nur  für  m  Punkte  der 
Fläche  T  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird  und  übrigens  stetig 
bleibt,  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  ist  in  allen  Fällen 
=  2  m  — p-\-  1. 

Eine  solche  Function  ist  die  Wurzel  einer  Gleichung  n'*"  Grades, 
deren  Coefficienten  ganse  Functionen  m**"  Grades  von  z  sind. 

Sind  Sj,  «2,  . . .,  Sn  die  n  Werthe  der  Function  s  für  dasselbe  z, 
und  bezeichnet  6  eine  beliebige  Grösse,  so  ist  ((?  —  s^)  {p  —  s^...{(3  —  s„) 
eine  einwerthige  Function  von  s,  die  nur  für  einen  Punkt  der  ^-Ebene, 
der  mit  einem  Punkte  f  zusammenfällt,  unendlich  wird  und  unendlich 
von  einer  so  hohen  Ordnung,  als  Punkte  £  auf  ihn  fallen.  Li  der 
That  wird  für  jeden  auf  ihn  fallenden  Punkt  £,  der  kein  Verzweigungs- 
punkt ist,  nur  ein  Factor  dieses  Products  von  einer  um  1  höheren 
Ordnung   unendlich,   für   einen   Punkt   e,   um    den   die   Fläche    T  sich 

ju-mal   windet,    aber   ^i  Factoren   von    einer   um   —    höheren    Ordnung. 

Bezeichnet  man  nun.  die  Werthe  von  s  in  den  Punkten  e,  wo  z  nicht 
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unendlich  ist,  durch  ^i,  ^2,  •••;  tv  und  (/ -  ^^)  (0 — y  ...  (^—^,.)  durch 
flr,^,  so  ist  0(^(0  —  Si)...((?  —  s„)  eine  einwerthige  Function  von  0,  die 
für  alle  endlichen  Werthe  von  2  endlich  ist  und  für  ,?  =  cx)  unendlich 
von  der  m'-"  Ordnung  wird,  also  eine  ganze  Function  w^'*"  Grades  von  s. 
Sie  ist  zugleich  eine  ganze  Function  n*''"  Grades  von  ö,  die  für  a  =  s 
verschwindet.  Bezeichnet  man  sie  durch  F  und,  wie  Avir  in  der  Folge 
thun  wollen,  eine  ganze  Function  F  n*"'^  Grades  von  (?.  und  m'""-  Grades 

n     m  n     m 

von  z  durch  F  {p^  z),  so  ist  s  die  Wurzel  der  Gleichung  F  {s,  z)  =  0. 

Die  Function  F  ist  eine  Potenz  einer  un zerfällbaren  —  d.  h.  nicht 
als  ein  Product  aus  ganzen  Functionen  von  6  und  z  darstellbaren  - — 
Function.  Denn  jeder  ganze  rationale  Factor  von  F  (p,  z)  bildet,  da 
er  für  einige  der  Wurzeln  s^,  s^,  ...,  s„  verschwinden  muss,  für  (r  =  .s 
eine  Function  von  z,  die  in  einem  Theile  der  Fläche  T  verschwindet 
und  folglich,  da  diese  Fläche  zusammenhängend  ist,  in  der  ganzen 
Fläche  0  sein  muss.  Zwei  unzerfällbare  Factoren  von  F  (ö,  z)  könnten 
aber  nur  für  eine  endliche  Anzalil  von  Werthenpaaren  zugleich  ver- 
schwinden, wenn  die  eine  nicht  durch  Multiislication  mit  einer  Con- 
stanten aus  der  andern  erhalten  werden  könnte.  Folglich  muss  F  eine 
Potenz  einer  unzerfällbaren  Function  sein. 

Wenn  der  Exponent  v  dieser  Potenz  >  1  ist,  so  wird  die  Ver- 
zweigungsart   der    Function   s   nicht    dargestellt    durch    die   Fläche   T, 

sondern  durch  eine  in  der  ^- Ebene   allenthalben  —fach  ausgebreitete 

Fläche  T,  in  welcher  die  Fläche  T  allenthalben  vfach  ausgebreitet  ist. 
Es  kann  dann  zwar  s  als  eine  wie  T  verzweigte  Function  betrachtet 
werden,  nicht  aber  umgekehrt  T  als  verzweigt,  wie  s. 

Eine   solche  nur  in  einzelnen  Punkten  von  T  unstetige  Function, 

wie  s,  ist  auch  -7-.     Denn  diese  Function  nimmt  zu  beiden  Seiten  der 
'  dz 

Querschnitte  und  der  Linien  i  denselben  Werth  an,  da  die  Differenz 
der  beiden  Werthe  von  ra  in  diesen  Linien  längs  denselben  constant 
ist 5  sie  kann  nur  unendlich  werden,  wo  co  unendlich  wird,  und  in  den 
Verzweigungspunkten  der  Fläche  und  ist  sonst  allenthalben  stetig,  da 
die  Derivirte  einer  einändrig  und  endlich  bleibenden  Function  ebenfalls 
einändrig  und  endlich  bleibt. 

Es  sind  daher  sämmtliche  Functionen  co  algebraische  wie  T  ver- 
zweigte Functionen  von  z  oder  Integrale  solcher  Functionen.  Dieses 
System  von  Functionen  ist  bestimmt,  wenn  die  Fläche  T  gegeben  ist 
und  hängt  nur  von  der  Lage  ihrer  Verzweigungspunkte  ab. 
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n    in 

Es  sei  jetzt  die  irreductible  Gleichung  F  (s,  2)  =  0  gegeben  und 
die  Art  der  Verzweigung  der  Function  .5  oder  der  sie  darstellenden 
Fläche  T  zu  bestimmen.  Wenn  für  einen  Werth  ß  von  s  ^  Zweige 
der  Function  zusammenhängen,  so  dass  einer  dieser  Zweige  sich  erst 
nach  ^  Umläufen  des  *  um  ß  wieder  in  sich  selbst  fortsetzt,  so  können 
diese  fi  Zweige  der  Function  (wie  nach  Cauchy  oder  durch  die 
Fourier'sche  Reihe  leicht  bewiesen  werden  kann)  dargestellt  werden 
durch  eine  Reihe  nach  steigenden  rationalen  Potenzen  von  ^  —  ß  mit 
Exponenten  vom  kleinsten  gemeinschaftlichen  Nenner  ft,  und  um- 
gekehrt. 

Ein  Punkt  der  Fläche  T,  in  welchem  nur  zwei  Zweige  einer 
Function  zusammenhängen,  so  dass  sich  um  diesen  Punkt  der  erste  in 
den  zweiten  und  dieser  in  jenen  fortsetzt,  heisse  ein  einfacher  Vcr- 
ziveigungspunlit. 

Ein  Punkt  der  Fläche,  um  welchen  sie  sich  (fi--{-l)mal  windet, 
kann  dann  angesehen  werden  als  ft  zusammengefallene  (oder  unendlich 
nahe)  einfache  Verzweigimgspunkte. 

Um  dies  zu  zeigen,  seien  in  einem  diesen  Punkt  umgebenden 
Stücke  der  ^^-Ebene  s^,  s.,,  . . .,  ^V  +  i  einäudrige  Zweige  der  Function  s 
und  in  der  Begrenzung  desselben,  bei  positiver  Umschreibung  auf 
einander  folgend,  a^,  «2;  •••;  ^/'  einfache  Verzweigungspunkte.  Durch 
einen  positiven  Umlauf  um  %  werde  6\  mit  Sg,  um  «2  ^1  ™i^  ^3;  •  •  •; 
um  a^  Si  mit  s^t+i  vertauscht.  Es  gehen  dann  nach  einem  positiven 
Umlaufe  um  ein  alle  diese  Punkte  (und  keinen  andern  Verzweigungs- 
punkt) enthaltendes  Gebiet 

S| ,    ^2  ,    •  ■  •  j    S^i,    ^|W  + 1 

in  «2,  %,  .  .  .,  5^+1,  Sj,  über, 

und  es  entsteht  daher,  wemi  sie  zusammenfallen,  ein  ftfaclier  Windungs- 
punkt. 

Die  Eigenschaften  der  Functionen  oj  hängen  wesentlich  davon  ab, 
wie  vielfach  zusammenhängend  die  Fläche  T  ist.  Um  dies  zu  ent- 
scheiden, wollen  wir  zunächst  die  Anzahl  der  einfachen  Verzweigungs- 
punkte der  Function  s  bestimmen. 

In  einem  Verzweigungspunkte  nehmen  die  dort  zusammenhängen- 
den Zweige  der  Function  denselben  Werth  an,  und  es  werden  daher 
zwei  oder  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 

F  (S)     =    «0  *■''   +   %  S"-^    -\ \-   ttn    =     0 

einander  gleich.     Dies  kann  nur  geschehen,  wenn 
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F'  (s)  =  «0  ns"-^  -\-  a^  n-—  1  s"~'^  +  •  •  •  +  ««-i 
oder  die  einwerthige  Function  von  z,  F' (s^)  F' (ß.>)  . ..  F' (sn),  ver- 
schwindet. Diese  Function  wird  für  endliche  Werthe  von  s  nur  un- 
endlich, weim  s  =  oc,  also  «0  =  0  ist  und  muss,  um  endlich  zu  bleiben, 
mit  «o"~^  multiplicirt  werden.  Sie  wird  dann  eine  einwerthige,  für 
ein  endliches  s:  endliche  Function  von  2,  welche  für  2=^00  unendlich 
von  der  2m{n — l)ten  Ordnung  wird,  also  eine  ganze  Function 
2m(ii  —  l)ten  Grades.  Die  Werthe  von  z,  für  welche  F' {s)  und  F{s) 
gleichzeitig  verschwinden,  sind  also  die  Wurzeln  der  Gleichung 
2m{n  —  l)ten  Grades 

Q (ß)  =  üq""-^- n F' {s^  =  (^  oder  auch,  da  F' {s)=a^^n{Si  —  Si),  (i^i'), 

i  i' 

i,  i' 

welche  durch  Elimination  von  s  aus  F'{s)  =  0  und  F(s)^=0  gebildet 
werden  kann. 

Wird  F(s,z)  =  0  für  s  =  a,  z  =  ß,  so  ist 

F(s,z)==^^{s-a)  +  ^^{z-ß) 

.  +  ^{^  (s-ay  +  2  II  (s-a)  (z- ß)  +  ^^  iz^ ßf] 
+     ■■■■' , 

Ist  also   für  (s  =  a,  z  =  ß)  -^7-  =  0  und  verschwinden  t^,  -ö-^   dann 

nicht,  so  wird  s — a  unendlich  klein,  wie  {z  —  ß)^,  und  findet  also  ein 
einfacher  Verzweigungspunkt  statt.  Es  werden  zugleich  in  dem 
Producte   UF' {si)    zwei    Factoren    unendlich    klein    wie   {z — ■  ß)^,  und 

i 

Q(z)  erhält  dadurch  den  Factor  (z  —  ß).  In  dem  Falle,  dass  -j- 
und  -7:-^  nie   verschwinden,   wenn  gleichzeitig  F  =  0  und  -7^ —   =  0 

werden,  entspricht  demnach  jedem  linearen  Factor  von  Q{z)  ein  ein- 
facher Verzweigungspunkt,  imd  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  also 
=  2m(n —  1). 

Die  Lage  der  Verzweigungspimkte  hängt  von  den  Coefficienten 
der  Potenzen  von  z  in  den  Functionen  a  ab  und  ändert  sich  stetig  mit 
denselben. 

Wenn  diese  Coefficienten  solche  Werthe  annehmen,  dass  zwei 
demselben    Zweigepaar    angehörige    einfache    Verzweigungspunkte    zu- 
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sammenfallen,  so  heben  diese  sich  auf,  und  es  werden  zwei  Wurzeln 
von  F(s)  einander  gleich,  ohne  dass  eine  Verzweigung  stattfindet. 
Setzt  sich  um  jeden  von  ihnen  s^  in  s.>  und  s^  in  s^  fort,  so  geht  durch 
einen  Umlauf  um  ein  beide  enthaltendes  Stück  der  ^■- Ebene  s^  in  s^ 
und  «2  i^  s.j  über,    und    beide  Zweige   werden  einändrig,  wenn  sie  zu- 

sammenfallen.     Es   bleibt   dann   also  auch  ihre  Derivirte  -7^   einändrig 

und  endlich,   und  folo-lich  wird  -.—   =   —   -^  ^  c=r  (). 

'  °  C2  dz   ds 

Wird  i^  =  ^-  =  ==  0  für  s  =  a,  z=^ß,  so  ergeben  sich  aus 
den  drei  folgenden  Gliedern  der  Entwicklung  von  F{s,  z)  zwei  Werthe 
für  ^_g  =  -,- ,  (&•  =  a,  Ä'  =  ß).  Sind  diese  Werthe  ungleich  und  end- 
lich, so  können  die  beiden  Zweige  der  Function  s,  denen  sie  angehören, 
dort  nicht  zusammenhängen  und  sich  nicht  verzweigen.    Es  wird  dann 

dF 

p-    für  beide  unendlich  klein  wie  z — ß,  und  Q{z)  erhält  dadurch  den 

Factor  {z  —  ßf-^  es  fallen  also  nur  zwei  einfache  Verzweigungspunkte 
zusammen. 

Um  in  jedem  Falle,  wenn  für  z  =  ß  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung 
F(^s)  =  0  gleich  «  werden,  zu  entscheiden,  wie  viele  einfache  Ver- 
zweigungspunkte für  (s  =  ci,  z  =  ß)  zusammenfallen,  und  wie  viele  von 
diesen  sich  aufheben,  muss  man  diese  Wurzeln  (nach  dem  Verfahren 
von  Lagrange)  soweit  nach  steigenden  Potenzen  von  z  —  ß  entwickeln, 
bis  diese  Entwicklungen  sämmtlich  von  einander  verschieden  werden; 
wodm'ch  sich  die  wirklich  noch  stattfindenden  Verzweigungen  ergeben. 
Und  man  muss  dann  untersuchen,  von  welcher  Ordnung  F'  (s)  für 
jede  dieser  Wurzeln  unendlich  klein  wird,  um  die  Anzahl  der  ihnen 
zugehörigen  linearen  Factoren  von  Q{z')  oder  der  für  (s  =  o:,  ^  =  /3) 
zusammengefallenen  einfachen  Verzweigungspunkte  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  die  Zahl  q,  wie  oft  sich  die  Fläche  T  um  den  Punkt 
(s,  z)  windet,  so  wird  im  Punkte  (z)  F'  (s)  so  oft  unendlich  klein  von 

der  ersten  Ordnung,  als  dort  einfache  Verzweigungspunkte  zusammen- 

1  1 

fallen,  dz      ?  so  oft,  als  deren  wirklich  stattfinden,  folglich  F'  (s)dz  ^ 
so  oft,  als  von  ihnen  sich  aufheben. 

Ist  die  Anzahl  der  wirklich  stattfindenden  einfachen  Verzweigungen 
w,  die  Anzahl  der  sich  aufhebenden  2r,  so  ist 

w  +  2r  =  2(w— l)m. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Verzweigungspunkte  nur  paarweise  und  sich 
aufhebend  zusammenfallen,  so  ist  für  r  Wertheupaare  (s  =  y^i,  ^=d^j) 
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^  dF  dF         '  ,    o-F    c'^F  /d'FY 

JP  =  T^  =  vr-  =  0  und 


CS  dz  """     dz^      8s'  V?-^?-2, 

rF  7iF 

nicht  Null  und   für  w  Werthenpaare  von  s  und  z  F  =  0,  "ö^  =  ^;  ^ 

d^F 
nicht  Null  und  -75-^  nicht  Null. 
cs^ 

Wir   beschränken   uns  meistens   auf  die  Behandlung  dieses  Falles, 

da   sich   die  Resultate   auf  die   übrigen   als  Grenzfälle   desselben   leicht 

ausdehnen    lassen,    und    wir    können    dies    hier    um    so  mehr  thun,   da 

wir   die  Theorie    dieser    Functionen    auf   eine    von    der   Ausdrucksform 

unabhängige,  keinen  Ausnahmefällen  unterworfene  Grundlage  gestützt 

haben. 

7. 

Es  findet  nun  bei  einer  einfach  zusammenhängenden,  über  einen 
endlichen  Theil  der  ,?- Ebene  ausgebreiteten  Fläche  zwischen  der  An- 
zahl ihrer  einfachen  Verzweiguugspunkte  und  der  Anzahl  der  Um- 
drehungen, welche  die  Richtung  ihrer  Begrenzungslinie  macht,  die 
Relation  statt,  dass  die  letztere  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  die 
erstere;  und  aus  dieser  ergiebt  sich  für  eine  mehrfach  zusammen- 
hängende Fläche  eine  Relation  zwischen  diesen  Anzahlen  und  der  An- 
zahl der  Querschnitte,  welche  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandeln.  Wir  können  diese  Relation,  welche  im  Grunde  von  Mass- 
verhältuissen  unabhängig  ist  und  der  analysis  sitiis  angehört,  hier  für 
die  Fläche  T  so  ableiten. 

Nach  dem  Dirichlet'schen  Princip  lässt  sich  in  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  T'  die  Function  log  ^  von  z  so  bestimmen, 
dass  2;  für  einen  beliebigen  Funkt  im  Innern  derselben  unendlich  klein 
von  der  ersten  Ordnutfg  wird,  und  log  t,  längs  einer  beliebigen  sich 
nicht  schneidenden,  von  dort  nach  der  Begrenzung  führenden  Linie 
auf  der  positiven  Seite  um  —  2;ri  grösser,  als  auf  der  negativen, 
übrigens  aber  allenthalben  stetig  und  längs  der  Begrenzung  von  T' 
rein  imaginär  ist.  Es  nimmt  dann  die  Function  t,  jeden  Werth,  dessen 
Modul  <  1,  einmal  an;  die  Gesammtheit  ihrer  Werthe  wird  folglich 
durch  eine  über  einen  Kreis  in  der  ^- Ebene  einfach  ausgebreitete 
Fläche  vertreten.  Jedem  Punkte  von  T'  entspricht  ein  Punkt  des 
Kreises,  und  umgekehrt.  Es  wird  daher  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Fläche,  wo  z  =  z',  t=t',  die  Function  ^  —  £;'  unendlich  klein  von 
der  ersten  Ordnung,  und  folghch  bleibt  dort,  wenn  die  Fläche  T'  sich 
(ft-}-l)mal  um  ihn  windet,  bei  endlichem  z' 

(^  -1-  1)  -     '-\^   =  ^ , 
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bei  unendlichem  s'  aber 

endlich.  Das  Integral  /  d  log  ^,  um  den  ganzen  Kreis  positiv  herum- 
genommen,   ist   gleich   der   Summe   der  Integrale    um    die   Punkte ,   wo 

'^  unendhch  oder  Null  wird,  und  also  =  27ti(w  —  2n).     Bezeichnet  .s' 

dt  ' 

ein  Stück  der  Begrenzung  von  T'  von  einem  und  demselben  bestimmten 
Punkte  bis  zu  einem  veränderlichen  Punkte  der  Begrenzung,  und  ö  das 
entsprechende  Stück  auf  dem  Kreisumfange,  so  ist 

^        ds  ,        dz     ,     ■,         ds  -,        d^ 

log    -TZ    =    log    -j \-    log    -j log    T-, 

^  dt  ^  ds     '        ^    da  ^   da^ 

und,  durch  die  ganze  Begrenzung  ausgedehnt, 

fdlog'l^  =  (2p  -  1)  2:tl,  J\nog'^  =  0,  -fdlogl^  =  -  2^i, 
also 


/ 


d\og'^  =  {2p-2)27ti. 


Es  ergiebt  sich  demnach  w  —  2n  =  2  {p  —  1).     Da  nun 
w  =  2  ((n  —  1)  m  —  r\, 

so  ist 

p  =  (n  — 1)  (m  —  1)  —  r. 


Der  allgemeine  Ausdruck  der  wie  T  verzweigten  Functionen  s 
von  3,  die  für  m'  beliebig  gegebene  Punkte  von  T  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  werden  und  übrigens  stetig  bleiben,  enthält  nach  dem 
Obigen  m'  —  J)  +  1  willkürliche  Constanten  und  ist  eine  lineare 
Function  derselben  (§.  5).  Lassen  sich  also,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  rationale  Ausdrücke  von  s  und  2  bilden,  die  für  Dt  beliebig  ge- 
gebene, der  Gleichung  F  =  0  genügende  Werthenpaare  von  s  und  z 
unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden  und  lineare  Functionen  von 
m'  —  p -\-  1  willkürliehen  Constanten  sind,  so  kann  durch  diese  Aus- 
drücke jede  Function  s    dargestellt  werden. 

Damit  der  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  %  (s,  s)  und  4^  (s,  s) 
für  s  ==  oc  und  0  =  00  beliebige  endliche  Werthe  annehmen  kann, 
müssen  beide  von  gleichem  Grade  sein;  der  Ausdruck,  durch  welchen 
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'■    i" 
s'  dargestellt  werden  soll,  sei  daher  von  der  Form  — ,,'"/?    ^^^    über- 

Z  (s,  ^) 
dies  sei  v  >  w  —  1,  ^^  ni  —  1.  Wenn  zwei  Zweige  der  Function  s 
ohne  zusammenzuhängen  einander  gleich  werden,  also  für  zwei  ver- 
schiedene Punkte  der  Fläche  T  s  =  y  und  s  =  d  wird,  so  wird  s  all- 
gemein zu  reden  in  diesen  beiden  Punkten  verschiedene  Werthe  an- 
nehmen; soll  also  xl)  —  s  %  allenthalben  =  0  sein,  so  muss  für  zwei 
verschiedene  Werthe  von  s  ip  (y,  d)  —  s  %  (y,  d)  =  0  sein,  folglich 
xi?}  d)  =  0  und  ip(y,  Ö)  =  0.  Es  müssen  .also  die  Functionen  %  und 
4'  für  die  r  Werthenpaare  s  =  y,,,  z  =  ^n  (S.   1<)5)  verschwinden  *j. 

Die  Function  %  verschwindet  für  einen  Werth  von  2;,  für  welchen 
die  einwerthige  und  für  ein  endliches  z  endliche  Function  von  z 
K{ß)  =  a^iis^iis.^  ...% (s«)  =  0 

ist;  diese  Function  wird  für  ein  unendliches  z  unendlich  von  der  Ord- 
nung mv  -\-  n^  und  ist  also  eine  ganze  Function  {mv  -j-  w/x.)ten  Grades. 
Da   für   die  Werthenpaare   (y,  Ö)  zwei  Factoren  des   Products   n%{si) 

unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  werden,  also  K{z)  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  1  ausserdem  noch  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  für 

i  =  mv  -f-  nyi  —  2r 
Werthenpaare  von  .s  und  z  oder  Punkte  von  T. 

Ist  V  >  w  —  1 ,  |u.  >  m  —  1 ,  so   bleibt  der  Werth  der  Function  % 
ungeändert,  wenn  man 

r     fi  V  — »  |U  —  m  n      m 

l{s,  z)-\-  q{  s,      z  )  F(s,  z), 

'■   '^ 
worin  q  beliebig  ist,  für  %  (s,  z)  setzt;  es  können  also 

(v  —  n  -{-  1)  (fi  —  ni  -j-  1) 

von  den  Coefficienten  dieses  Ausdrucks  willkürlich  angenommen  wer- 
den.    Werden  nun  von  den 

*)  Es  ist  hier,  wie  gesagt,  nur  der  Fall  berücksichtigt,  wo  die  Verzweigungs- 
punkte der  Function  s  nur  paarweise  und  sich  aufhebend  zusammenfallen.  Im 
Allgemeinen  müssen  in  einem  Punkte  von  T,  wo  nach  der  Auffassung  im  §.  6 
sich  aufhebende  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  x  i^Qf^  ^»  wenn  T  sich  um 

1 

1 

diesen  Punkt  9  mal  windet,  unendlich  klein  werden,  wie  F'{s)(lz^       ,   damit  die 

ersten    Glieder    in    der    Entwicklung    der   darzustellenden    Function    nach    ganzen 
1 

Potenzen  von  {Jz)^  beliebige  Werthe  annehmen  können. 
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(>  +  1)  (v  +  1)  —  {v  —  n  -\-  1){^  —  m  -4-  1) 

noch  übrigen  r  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmt,  dass 
%  für  die  r  Wertheupaare  (y,  d)  verschwindet,  so  enthält  die  Function 
%  noch 

f  =  (l^  -)_  1)  (i;  -f  1)  —  (v  —  n  +  1)  (^i  —  m  +  1)  —  r 
=  nyi  4"  mv  —  (n  —  1)  (;m  —  1)  —  r  -{-  1 

willkürliche  Constanten.     Es  ist  also 

i  —  £  =  (w  —  1)  (m  —  1)  —  r  —  1  =  ^)  —  1. 

Nimmt  man  fi  und  v  so  an,  dass  e  >  ni  ist,  so  kann  man  %  so 
bestimmen,  dass  es  für  m  beliebig  gegebene  Werthenpaare  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  und  dann,  wenn  m  >  j7,  ifj  so  ein- 
richten, dass  —  für  alle  übrigen  Werthe  endlich  bleibt.     In  der  That 

ist  ijj  ebenfalls  eine  lineare  homogene  Function  von  s  willkürlichen 
Constanten,  und  es  lassen  sich  also,  wenn  s  —  ^  -f-  m  >  1  ist,  /  —  w' 
von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmen,  dass  ip 
für  die  i  —  m  Werthenpaare  von  s  und  2,  für  welche  %  noch  unend- 
lich klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  ebenfalls  verschwindet.  Die 
Function  t/^   enthält  demnach   f  —  i  -j-  m  =  m  —  p  -\-  1   willkürliche 

Constanten,  und  -^  kann  also  jede  Function  s    darstellen. 


Da  die  Functionen  -r-  algebraische  wie  s   verzweigte  Functionen 

von  z  sind  (§.  5),  so  lassen  sie  sich  zufolge  des  eben  bewiesenen 
Satzes  rational  in  s  und  s  ausdrücken,  und  sämmtliche  Functionen  a 
als  Integrale  rationaler  Functionen  von  s  und  z. 

Ist  10  eine  allenthalben  endliche  Function   w,   so   wird  -7-  unend- 

'  dz 

lieh  von  der  ersten  Ordnung  für  jeden  einfachen  Verzweigungspunkt 
der  Fläche  T,  da  dw  und  (fZ^)^  dort  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind,  bleibt  aber  sonst  allenthalben  stetig  und  wird  für 
^  ==  00  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Umgekehrt  bleibt 
das  Integral  einer  Function,  die  sich  so  verhält,   allenthalben  endlich. 

Um  diese  Function  -r-„   als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  von 

s  und  z  auszudrücken,  muss  man  (nach  §.  8)  zum  Nenner  eine  Function 
nehmen,  die  verschwindet  in  den  Verzweigungspunkten  und  für  die 
r  Werthenpaare  (y,  d).    Dieser  Bedingung  genügt  man  am  einfachsten 
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durch  eine  Function,  die  nur  für  diese  Wertlie  0  wird.    Eine  solche  ist 
cF 


Diese   wird   für   ein   unendliches   .s   unendlich    von    der   n  —  2ten   Ord- 
nung (da  «0  dann  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird)   und 

für  ein  unendliches  z  unendlich   von  der  mten   Ordnung.     Damit  -^ 

ausser  den   Verzweigungspunkten   endlich    und   für    ein  unendliches  0 
unendlich   klein   von   der   zweiten  Ordnung   ist,   muss   also    der  Zähler 

n  —  2     >n  —  2 

eine    ganze   Function   q)(  s,       ^  )    sein,    die    für    die    r   Werthenpaare 
{y,  d)  (S.   105)  verschwindet.     Demnach  ist 

-2  m  — 2  ,.  «  —  2  m  — 2 

Z  )  ds 


IV 


r    tp{  S, S  )dz     _      /'    qp(  S, 

-J    "  -dF  '  J 


dF  > 

worin  qo  =  0  für  s  =  y^j,  2  =  d^,  q  =^  1,  2,  .  .  .,  r. 

Die  Function  (p  enthält  (n  —  1)  {m  —  1)  constante  Coefficienten, 
und  wenn  r  von  ihnen  als  lineare  Functionen  der  übrigen  so  bestimmt 
werden,  dass  ^  =  0  für  die  r  Werthenpaare  s  =  y,  5  =  ^,  so  bleiben 
noch  (m  —  1)  (^^  —  1)  —  ''  o^^i'  P  willkürlich,  und  es  erhält  q)  die  Form 

«19^1  +%  9^2  +  ■■•  +  <^p(Pp, 
worin  ^j,  (p^,  .  •  .,  %>  besondere  Functionen  q),  von   denen   keine  eine 
lineare  Function  der   übrigen  ist,   und  «j,  a.,,  .  .  .,  a^  beliebige    Con- 
stanten sind.     Als  allgemeiner  Ausdruck  von  w  ergiebt  sich,  wie  oben 
auf  anderem  Wege 

^i'^^i  ~h  '^2*^'2  +  •  •  •  +  (^p'^f^p  +  const. 

Die  nicht  allenthalben  endlich  bleibenden  Functionen  a  und  also 
die  Intea'rale  zweiter  und  dritter  Gattung  lassen  sich  nach  denselben 
Principien  rational  in  s  und  z  ausdrücken,  wobei  wir  indess  hier  nicht 
verweilen,  da  die  allgemeinen  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  keiner 
weitern  Erläuterung  bedürfen  und  zur  Betrachtung  bestimmter  Formen 
dieser  Integrale  erst  die  Theorie  der  -^--Functionen  Anlass  giebt. 

10. 
Die  Function  cp  wird  ausser  für  die  r  Werthenpaare  [y,  d)  noch 
für  7ii  (n  —  2)  -\-  n  i^m  —  2)  —  2r  oder  2{p  —  1)  der  Gleichung  i^  =  0 
genügende  Werthenpaare  von  s  und  z  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung.     Sind  nun 

und 
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zwei  beliebige  Functionen  cp,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  ~,  den 

q)  (1) 

Nenner  so  bestimmen,  dass  er  für  j>  —  1  beliebig  gegebene  der  Glei- 
chung F  =  0  genügende  Wertbenpaare  von  s  und  0  gleich  Null  wird, 
und  dann  den  Zähler  so,  dass  er  für  })  —  2  von  den  übrigen  Werthen- 
paaren,  für  welche  9)'^'  noch  gleich  0  wird,  gleichfalls  verschwindet. 
Er  ist  dann  noch  eine  lineare  Function  von  zwei  willkürlichen  Con- 
stanten und  folglich  ein  allgemeiner  Ausdruck  einer  Function,  die  nur 
für  p  Punkte  der  Fläche  T  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird. 
Eine  Function,  die  für  weniger  als  p  Punkte  unendlich  wird,  bildet 
einen  speciellen  Fall  dieser  Function;  es  lassen  sich  daher  alle  Functionen, 
die   für  weniger  als  p  -{-  1  Punkte   der   Fläche   T  unendlich  von  der 

ersten  Ordnung  werden,  in  der  Form  ^,  oder  in  der  Form  ^r^^ .  wenn 

cpW  dwW 

tv^^^  und  w^^^  zwei  allenthalben  endliche  Integrale  rationaler  Functionen 

von  s  und  3  sind,  darstellen. 

11. 

Eine  wie  T  verzweigte  Function  2^  von  ^,  die  für  n^  Punkte 
dieser  Fläche  unendhch  von  der  ersten  Ordnung  wird,  ist  nach  dem 
Früheren  (S.  101)  die  Wurzel  einer  Gleichung  von  der  Form 

und  nimmt  daher  jeden  Werth  für  n^  Punkte  der  Fläche  T  an.  Wenn 
man  sich  also  jeden  Punkt  von  T  durch  einen  den  Werth  von  z^  in 
diesem  Punkte  geometrisch  repräsentirenden  Punkt  einer  Ebene  ab- 
gebildet denkt,  so  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Punkte  eine  in  der 
^j- Ebene  allenthalben  w^fach  ausgebreitete  und  die  Fläche  T  —  be- 
kanntlich in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  —  abbildende  Fläche  1\. 
Jedem  Punkt  in  der  einen  Fläche  entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 
andern.  Die  Functionen  co  oder  die  Integrale  wie  T  verzweigter 
Functionen  von  z  gehen  daher,  wenn  man  für  2  als  unabhängig  ver- 
änderliche Grösse  ^^  einführt,  in  Functionen  über,  welche  in  der  Fläche 
I\  allenthalben  einen  bestimmten  Werth  und  dieselben  Unstetigkeiten 
haben,  wie  die  Functionen  co  in  den  entsprechenden  Punkten  von  T, 
und  welche  folglich  Integrale  wie  I\  verzweigter  Functionen  von 
2^   sind. 

Bezeichnet  s^  irgend  eine  andere  wie  T  verzweigte  Function  von 
z,  die  für  m^  Punkte  von  T  und  also  auch  von  1\  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird,  so  findet  (§.  5)  zwischen  5^  und  0^  eine  Gleichung 
von  der  Form 
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Ml  ■tili 

statt  worin  J'\  eine  Potenz  einer  unzerfällbaren  ganzen  Function  von 
s.  und  ,^1  ist,  und  es  lassen  sich,  wenn  diese  Potenz  die  erste  ist,  alle 
wie  Ti  verzweigten  Functionen  von  z^ ,  folglich  alle  rationalen  Functionen 
von  s  und  ^  rational  in  s^  und  ^i  ausdrücken  (§.  8). 

n     m    ■ 

Die  Gleichung  F{s,  z)  =  0  kann  also   durch   eine  rationale   Sub- 

stitution  in  i^i(Si,  ^i)  =  0  und  diese  in  jene  transformirt  werden. 

Die  Grössengebiete  (s,  z)  und  (s^,  z^)  sind  gleichvielfach  zu- 
sammenhängend, da  jedem  Punkte  des  einen  ein  Punkt  des  andern 
entspricht.  Bezeichnet  daher  t\  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen 
s^  und  2\  für  zwei  verschiedene  Punkte  des  Grössengebiets  (Sj,  .?^)  beide 

denselben  Werth  annehmen  und  folglich  gleichzeitig  F^,  -r^  und  -^ 

gleich  0  und 


1^    dsi''^         yds^dZi  j 


ds, 
nicht  Null  ist,  so  inuss 

(Wi  —  1)  {m^  —  1)  —  r^  =  jj  =  (w  —  1)  {m  —  1)  —  r 


sein. 


12. 

Man  betrachte  nun  als  zu  Einer  Klasse  gehörend  alle  irrcductiblen 
algebraischen  Gleiclmngen  zwischen  ztvei  veränderlichen  Grössen,  welche 
sich  durch  rationale  Substitutionen  in  einander  transformiren  lassen,  so 
dass  F(s,  z)  =  0  und  F^  (s^,  Zj)  =  0  zu  derselben  Klasse  gehören,  wenn 
sich  für  .5  und  z  solche  rationale  Functionen  von  s^  und  z^  setzen 
lassen,  dass  F{s,z)  =  0  in  F^(si,  z^)  =^  0  übergeht  und  zugleich  s^ 
und  z^  rationale  Functionen  von  6'  und  z  sind. 

Die  rationalen  Functionen  von  s  und  z  bilden,  als  Functionen  von 
irgend  einer  von  ihnen  ^  betrachtet,  ein  System  gleichverzweigter 
algebraischer  Functionen.  Auf  diese  Weise  führt  jede^  Gleichung 
offenbar  zu  einer  Klasse  von  Systemen  gleichverzweigter  algebraischer 
Functionen,  welche  sich  durch  Einführung  einer  Function  des  Systems 
als  unabhängig  veränderlicher  Grösse  in  einander  transformiren  lassen 
und  zwar  alle  Gleichungen  Einer  Klasse  zu  derselben  Klasse  von 
Systemen  algebraischer  Functionen,  und  umgekehrt  führt  (§.  11)  jede 
Klasse  von  solchen  Systemen   zu  Einer   Klasse  von  Gleichungen. 

Ist  das   Grössengebiet   (s,  z)  2p  -\-  1  fach    zusammenhängend    und 
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die  Function  ^  in  jti  Punkten  desselben  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung,  so  ist  die  Anzahl  der  Verzweigungswerthe  der  gleich  ver- 
zweigten Functionen  von  ^,  welche  durch  die  übrigen  rationalen 
Functionen  von  s  und  0  gebildet  werden,  2(^  -\-  p  —  1),  und  die  An- 
zahl der  willkürlichen  Constanten  in  der  Function  ^2^  — i^  +  1  (§•  5). 
Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  2  ^  —  p  -\-  1  Verzweigungswerthe 
gegebene  Werthe  annehmen,  wenn  diese  Verzweigungswerthe  von 
einander  unabhängige  Functionen  von  ihnen  sind,  und  zwar  nur  auf 
eine  endliche  Anzahl  Arten,  da  die  Bedingungsgleichungen  algebraisch 
sind.  In  jeder  Klasse  von  Systemen  gleichverzweigter  2p  -\-  1  fach 
zusammenhängender  Functionen  giebt  es  daher  eine  endliche  Anzahl 
von  Systemen  jtwerthiger  Functionen,  in  welchen  2^ — p -{-  1  Ver- 
zweigungswerthe gegebene  Werthe  annehmen.  Wenn  andererseits  die 
^{i^~\~P —  1)  Verzweigungspunkte  einer  die  ^-Ebene  allenthalben 
^fach  bedeckenden  2p -{-  1  fach  zusammenhängenden  Fläche  beliebig 
gegeben  sind,  so  giebt  es  (§§.  3  —  5)  immer  ein  System  wie  diese 
Fläche  verzweigter  algebraischer  Functionen  von  ^.  Die  3p  —  3 
übrigen  Verzweigungswerthe  in  jenen  Systemen  gleichverzweigter 
ju.werthiger  Functionen  können  daher  beliebige  Werthe  annehmen; 
und  es  hängt  also  eine  Klasse  von  Systemen  gleichverzweigter  2p  -j-  1 
fach  zusammenhängender  Functionen  und  die  zu  ihr  gehörende  Klasse 
algebraischer  Gleichungen  von  op  —  3  stetig  veränderlichen  Grössen 
ab,  welche  die  Moduln  dieser  Klasse  genannt  werden  sollen. 

Diese  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  2p  -\-  1 
fach  zusammenhängender  algebraischer  Functionen  gilt  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  es  2  ^  —  P  ~\~  ^  Verzweigungswerthe 
giebt,  welche  von  einander  unabhängige  Functionen  der  willkürlichen 
Constanten  in  der  Function  ^  sind.  Diese  Voraussetzung  trifft  nur  zu, 
wenn  i?  >  1,  und  die  Anzahl  der  Moduln  ist  nur  dann  =  3p)  —  3,  für 
p  =  1  aber  =  1.  Die  directe  Untersuchung  derselben  wird  indess 
schwierig  durch  die  Art  und  Weise,  wie  die  willkürlichen  Constanten 
in  ^  enthalten  sind.  Man  führe  deshalb  in  einem  Systeme  gleichver- 
zweigter 2p -{-  1  fach  zusammenhängender  Functionen,  um  die  Anzahl 
der  Moduln  zu  bestimmen,  als  unabhängig  veränderliche  Grösse  nicht 
eine  dieser  Functionen,  sondern  ein  allenthalben  endliches  Integral 
einer  solchen  Function  ein. 

Die  Werthe,  welche  die  Function  w  von  0  innerhalb  der  Fläche 
T'  annimmt,  werden  geometrisch  repräsentirt  durch  eine  einen  end- 
lichen Theil  der  «-Ebene  einfach  oder  mehrfach  bedeckende  und  die 
Fläche  T'  (in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich)  abbildende  Fläche,  welche 

Riemann's  gesammeltß  mathematische  Werke.    I.  8 
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durch  S  bezeichnet  werden  soll.  Da  iv  auf  der  positiven  Seite  des 
vten  Querschnitts  um  die  Constante  Z;'''  grösser  ist,  als  auf  der  nega- 
tiven, so  besteht  die  Begrenzung  von  S  aus  Paaren  von  parallelen 
Curven,  welche  denselben  Theil  des  T'  begrenzenden  Schnittsystems 
abbilden,  und  es  wird  die  Orts  Verschiedenheit  der  entsprechenden 
Punkte  in  den  parallelen,  den  vten  Querschnitt  abbildenden  Begren- 
zungstheilen  von  S  durch  die  complexe  Grösse  Z:*''  ausgedrückt.  Die 
Anzahl  der  einfachen  Verzweigungspunkte  der  Fläche  S  ist  2p  —  2, 
da  dtv  in  2p  —  2  Punkten  der  Fläche  T  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  wird.  Die  rationalen  Functionen  von  s  und  is  sind 
dann  Functionen  von  w,  welche  für  jeden  Punkt  von  S  Einen  be- 
stimmten, wo  sie  nicht  unendlich  werden,  stetig  sich  ändernden  Werth 
haben  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Begrenzungstheile 
denselben  Werth  annehmen.  Sie  bilden  daher  ein  System  gleichver- 
zweigter und  2j^9fach  periodischer  Functionen  von  iv.  Es  lässt  sich 
nun  (auf  ähnlichem  Wege,  wie  in  den  §§.  3 — 5)  zeigen,  dass,  die 
2p  —  2  Verzweigungspuukte  und  die  2p  Ortsverschiedenheiten  paralleler 
Begrenzungstheile  der  Fläche  S  als  willkürlich  gegeben  vorausgesetzt, 
immer  ein  System  wie  diese  Fläche  verzweigter  Functionen  existirt, 
welche  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler  Begrenzungstheile 
denselben  Werth  annehmen  und  also  2j5fach  periodisch  sind,  und  die, 
als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet,  ein  System  gleichver- 
zweigter 2p  -\-  1  fach  zusammenhängender  algebraischer  Functionen 
bilden,  folglich  zu  einer  Klasse  von  2p  -\-  1  fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Functionen  führen.  In  der  That  ergiebt  sich  nach  dem 
Dirichlet'schen  Princii^,  dass  in  der  Fläche  S  eine  Function  von  tv 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist  durch  die  Bedingungen, 
im  Innern  von  S  beliebig  gegebene  Unstetigkeiten  von  der  Form  wie 
CO  in  T'  anzunehmen  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler 
Begrenzungstheile  um  Constanten,  deren  reeller  Theil  gegeben  ist,  ver- 
schiedene Werthe  zu  erhalten.  Hieraus  schliesst  man  ähnlich,  wie  im 
§.  5,  die  Möglichkeit  von  Functionen,  welche  nur  in  einzelnen  Punkten 
von  S  unstetig  werden  und  in  den  entsprechenden  Punkten  paralleler 
Begrenzungstheile  denselben  Werth  annehmen.  Wird  eine  solche 
Function  ^  in  w  Punkten  von  S  unendlich  von  der  ersten  Ordnung 
und  sonst  nicht  unstetig,  so  nimmt  sie  jeden  complexen  Werth  in 
n  Punkten  von  S  an-,  denn  wenn  a  eine  beliebige  Constante  ist,  so  ist 
/  d  log  (^  —  a),  um  8  erstreckt,  =  0,  da  die  Integration  durch  parallele 
Begrenzungstheile  sich  aufhebt,  und  es  wird  daher  .?  —  a  in  S  ebenso 
oft  unendlich  klein,  als  unendlich  von  der  ersten  Ordnung.  Die  Werthe, 
welche  s  annimmt,  werden  folglich  durch  eine  über  die  ^- Ebene  allent- 


VI.     Theorie  der  Abel'schen  Functionen.  115 

halben  nfacli  ausgebreitete  Fläche  repräsentirt,  und  die  übrigen  ebenso 
verzweigten  und  periodischen  Functionen  von  iv  bilden  daher  ein 
System  wie  diese  Fläche  verzweigter  2p  -\-  1  fach  zusammenhängender 
algebraischer  Functionen  von  s,  w.  z.  b.  w. 

Für  eine  beliebig  gegebene  Klasse  2  j9  -j-  1  fach  zusammenhängender 
algebraischer  Functionen  kann  man  nun  in  dem  als  unabhängig  ver- 
änderliche Grösse  einzuführenden 

n-  =  a^'U\  -\-  a,^n\,  +  •  •  •  +  apWj,  +  c 

die  Grössen  a  so  bestimmen,  dass  ])  von  den  2p  Periodicitätsmoduln 
gegebene  Werthe  annehmen,  und  c  wenn  j)  >  1  so,  dass  einer  von  den 
2p)  — ■  2  Verzweigungswerthen  der  periodischen  Functionen  von  tv  einen 
gegebenen  Werth  erhält.  Dadurch  ist  w  völlig  bestimmt,  und  also 
sind  es  auch  die  3p  —  3  übrigen  Grössen,  von  denen  die  Verzwei- 
gungsart und  Periodicität  jener  Functionen  von  w  abhängt;,  und  da 
jedweden  Werthen  dieser  3j)  —  3  Grössen  eine  Klasse  von  2p  -f-  1  fach 
zusammenhängenden  algebraischen  Functionen  entspricht,  so  hängt  eine 
solche  von  3p  —  3  unabhängig  veränderlichen  Grössen  ab. 

Wenn  p  =  1  ist,  so  ist  kein  Verzweigungspunkt  vorhanden,  und 
es  lässt  sich  in 

w  =  a^u^  -f-  c 

die  Grösse  a^  so  bestimmen,  dass  ein  Periodicitätsmodul  einen  ge- 
gebenen Werth  erhält,  und  dadurch  ist  der  andere  Periodicitätsmodul 
bestimmt.     Die  Anzahl   der  Moduln  einer  Klasse  ist  also   dami  =  1, 

13. 

Nach  den  obigen  (im  §.  11  entwickelten)  Principien  der  Trans- 
formation muss  man,  um  eine  beliebig  gegebene  Gleichung  F(s,  ^;)  =  0 
durch  eine  rationale  Substitution  in  eine  Gleichung  derselben  Klasse 

von  möglichst  niedrigem  Grade  zu  transformiren,  zuerst  für  0^  einen 
rationalen  Ausdruck  in  s  und  ^,  r{s,  z),  so  bestimmen,  dass  w^  mög- 
lichst klein  wird,  und  dami  s^  gleich  einem  andern  rationalen  Aus- 
drucke r{s,  z)  so,  dass  m^  möglichst  klein  wird  und  zugleich  die  zu 
einem    beliebigen   Werthe   von   z^    gehörigen   Werthe    von  s^   nicht  in 

Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen,  so  dass  F^is^^  z^)  nicht 
eine  höhere  Potenz  einer  unzerfällbaren  Function  sein  kann. 


Weim  das  Grös&engebiet  {s,  z)  2p  -\-  1  fach  zusammenhängend  ist, 
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SO  ist  der  kleinste  Wertli,  den  n^  annehmen  kann,  allgemein  zu  reden, 

>  ^  -j-  1    (§.5)   und  die  Anzahl   der  Fälle,    in  denen  s^   und  ^^^   für 

zwei  verschiedene  Punkte   des  Grössengebiets    beide    denselben  Werth 
annehmen, 

=    (Wl     —     1)     (iHy     —      1)~P. 

In  einer  Klasse  von  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  haben  demnach,  wenn  ihre  Moduln  nicht  beson- 
deren Bedingungsgleichungen  genügen,  die  Gleichungen  niedrigsten 
Grades  folgende  Form: 

2       2 

für    i)  =  1,  F{s,  z)  =  0,     r  =  0 

2       3 


j)  =  2,  F{s,  ^)  =  0,     r  =  0 


i" 


^,  =  2^-3,     F(s,  ^)  =  0,     r  =  (/i  — 2)^ 


i)>2 


i"    /' 


i)  =  2(^-2,     F{s,z)  =  ^,     r  =  (^-l)(ft-3). 


Von  den  Coefficienten  der  Potenzen  von  s  und  z  in  den  ganzen 
Functionen  F  müssen  r  als  lineare  homogene  Functionen  der  übrigen 

SO  bestimmt  werden,  dass  4-  und  ^—    für    r   der    Gleichung    F  =  0 

'  CS  öz  ° 

genügende  Werthenpaare  gleichzeitig  verschwinden.  Die  rationalen 
Functionen  von  s  und  s,  als  Functionen  von  einer  von  ihnen  betrachtet, 
stellen  dann  alle  Systeme  2jj  +  1  fach  zusammenhängender  algebrai- 
scher Functionen  dar. 

14. 

Ich  benutze  nun  nach  Jacobi  (Journ.  f.  Math.  Bd.  9  Nr.  32 
§.  8)  das  Abel" sehe  Additionstheorem  zur  Integration  eines  Systems 
von  Differentialgleichungen;  ich  werde  mich  dabei  auf  das  beschränken, 
was  in  dieser  Abhandlung  später  nöthig  ist. 

Führt  man  in  einem  allenthalben  endlichen  Integrale  iv  einer 
rationalen  Function  von  s  und  z  als  unabhängig  veränderliche  Grösse 
eine  rationale  Function  von  s  und  z,  ^,   ein,   die  für  m  Werthenpaare 

von  s  und  z  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  -j^  eine 

m  werthige  Function  von  ^.  Bezeichnet  man  die  m  Werthe  von  w  für 
dasselbe  g  durch  w^^\  tv^^\  .  .  .,  iv^'^\  so  ist 

fZzüd)     ,    dwC-)     .  .    divim) 
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eine  einwerthige  Function  von  ^,  deren  Integral  allenthalben  endlich 
bleibt,  und  folglich  ist  auch  fd(tü'^^  +  «t;'^'  +  •  •  •  +  w^'"^)  allenthalben 
einwerthig  und  endlich,  mithin  constant.  Auf  ähnliche  Weise  findet 
sich,  wenn  oj^^',  co^^',  .  .  .,  «'"'^  die  demselben  t,  entsprechenden  Werthe 
eines  beliebigen  Integrals  «  einer  rationalen  Function  von  s  und  2 
bezeichnen,  /fZ(a)(^'  +  to'^*  +  *  •  •  +  ß>^'"^)  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante  aus  den  Unstetigkeiten  von  0  und  zwar  als  Summe  von  einer 
rationalen  Function  und  mit  constanten  Coefücienten  versehenen  Loo-a- 
rithmen  rationaler  Functionen  von  ^. 

Mittelst  dieses  Satzes  lassen  sich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll, 
folgende  p  gleichzeitige  Difierentialgleichungen  zwischen  den  j)  +  1 
der  Gleichung  i^(.s,  2)  =  0   genügenden  Werthenpaaren  von  s  und  2, 

(61,   ^1),    (S2,   ^2);    •  •  •;    (*>  +  l;   -P+i) 

cprtjSi ,  Z^)  dZi      .      cprtjs^,  Z^)  dZ^      .  .      qP7r(Sj>  +  l,  Sp  +  l)  dZp+i   „ 

SF(s,,z,)     "T"     dF{s,,z,)     "1  I"        dF(sp  +  i,Zp  +  i)        ~  ^ 

ds^  ds^  dsp-\-i 

für  jt  =  1,  2,  .  .  .,  jo,  allgemein  oder  vollständig  (complete)  integriren. 
Durch  diese  Differentialgleichungen  sind  p  von  den  Grössenpaaren 
(s/u,  Sfi)  als  Functionen  des  einen  noch  übrigen  völlig  bestimmt,  wenn 
für  einen  beliebigen  Werth  des  letzteren  die  Werthe  der  übrigen 
gegeben  werden.  Wenn  man  also  diese  p  -\-  1  Grössenpaare  als 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse  t,  so  bestimmt,  dass  sie  für 
denselben  Werth  0  dieser  Grösse  heliehig  gegebene  Anfangswefthe 
(i'i^,  ^1*^),  {8.2^,^2^),  •  • -,  (s%-\-i,  :^%+i)  annehmen  und  den  Differential- 
gleichungen genügen,   so   hat  man  dadurch  die  Differentialgleichungen 

allgemein  integrirt.     Nun  lässt  sich  die  Grösse  —  als  einwerthige  und 

folglich  rationale  Function  von  (s,  z)  immer  so  bestimmen,  dass  sie 
nur  für  alle  oder  einige  von  den  p  -\-  1  Werthenpaaren  (Sf^^,  z^^)  un- 
endlich und  für  diese  nur  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  da 
sich  in  dem  Ausdrucke 

'y]  ß/titisu'^,  ^,/^)  +  2'  "^^*'''  +  const. 

die  Verhältnisse  der  Grössen  a  und  ß  immer  so  bestimmen  lassen, 
dass  die  PeriodicitätsmoduLn  sämmtlich  0  werden.  Es  genügen  dann, 
wenn  kein  ß  ==  0  ist,  den  zu  lösenden  Differentialgleichungen  die 
j9  -f-  1  Zweige  der  p  -\-  1  werthigen  gleichverzweigten  Functionen  s  und 
z  von  ^,  (si,  ^1),  (S2,  ^2);  •  --j  (Sp  +  i,  Zp^i),  welche  für  ^  =  0  die 
Werthe  («i'^, -^i*^),  (82^,^2^),  •  • -,  (s%  + 1 ,  2%  + 1)  annehmen.  Weim  aber 
von    den    Grössen    ß    einige,    etwa    die   i^  +  1  —  »i   letzten    gleich  0 
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werden,  so  werden  die  zu  lösenden  Differentialgleichungen  befriedigt 
durch  die  m  Zweige  der  m  werthigen  Functionen  s  und  s  von  l,  (s^^,  z^), 
(«2,^2);  •••;  {s,n,z„:),  welche  für  g  =  0  gleich  (s^\2,^),  (V;  ^a")^  •  •  •' 
{Sm,  2m)  werden,  und  durch  constante  also  ihren  Anfangswerthen 
sV  +  i,  .  .  .,  z^pj^i  gleiche  Werthe  der  Grössen  s,„+i,  ^'m  +  i;  •  •  .;  s^+i,  5^p+i. 
Im  letzteren  Falle  sind  von  den  p  linearen  homogenen  Gleichungen 

für  Ä  =  1,  2,  .  .  .,  «  zwischen    den   Grössen    ^  t^,  '" — r^    n  -\-  \  —  m 

dsfi 
eine  Folge  der  übrigen;  es  ergeben  sich  hieraus  JJJ  +  1  —  ni  Bedingungs- 
gleichungeUj  welche,  damit  dieser  Fall  eintritt,  zwischen  den  Functionen 
i^ij  ^i)>  ■  ■  •}  i^m;  ^'m)  ^^^^  ^^^^  auch  zwischcu  ihren  Anfangswerthen 
(Sj^j  0^^),  .  .  .,  (sm'^,  2in)  erfüllt  sein  müssen,  und  es  können  daher  von 
diesen,  wie  oben  (§.  5)  gefunden ,  nur  2  yn  —  p  —  1  beliebig  gegeben 
werden. 

15. 

Es  sei  nun 

qpTf  (s,  z)dz 


dF{s,  z) 
ds 


-\-  const., 


durch  das  Innere  von  T'  integrirt,  gleich  Wn  und  der  Periodicitäts- 
modul  von  iVn  für  den  vten  Querschnitt  gleich  Z;^,  so  dass  sich  die 
Functionen  u\,  iv.2,  .  .  .,  Wp  des  Grössenpaars  (s,  s)  beim  Uebertritt  des 
Punkts  (s,  0)  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  des  vten  Quer- 
schnitts gleichzeitig  um  Ä"/'',  k/^\  .  .  .,  hp^^^  ändern.  Zur  Abkürzung 
mag  ein  System  von  p  Grössen  (h^,  h.^,  .  .  .,  &^)  einem  andern 
Sßv  ^2j  •  •  •;  %))  congruent  nach  2p  Systemen  zusammengehöriger  Moduln 
genannt  werden,  wenn  es  aus  ihm  durch  gleichzeitige  Aenderungen 
sämmtlicher  Grössen  um  zusammengehörige  Moduln  erhalten  werden 
kann.  Ist  der  Modul  der  Tcten  Grösse  im  vien  Systeme  =k''^,  so 
heisst  demnach 

(&,,  \,  .  . .,  bp)  ^  (a^,  «,,  .  .  .,  «,,), 

wenn 

h„  =  an  +  ^^  mji-'^ 

v—l 

für  7t  =  1,2, .  . .,  p  und  m^,  m.^,  .  .  .,  m^p  ganze  Zahlen  sind. 
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Da  sich  p    beliebige   Grössen  a^,  a.j,  .  .  .,  üp   immer  und  nur  auf 

eine  Weise  in  die  Form  a^  =  27  ^vli'J  setzen  lassen ,   so   dass  die  2p 

Grössen  |  reell  sind,  und  durch  Aenderung  dieser  Grössen  |  um  ganze 
Zahlen  alle  congruenten  Systeme  und  nur  diese  sich  ergeben,  so  erhält 
man  aus  jeder  Reihe  congruenter  Systeme  eins  und  nur  eins,  wenn 
man  in  diesen  Ausdrücken  jede  Grösse  |  alle  Werthe  von  einem  be- 
liebigen Werthe  bis  zu  einem  um  1  grösseren,  einen  der  beiden  Grenz- 
werthe  eingeschlossen,  stetig  durchlaufen  lässt. 

Dieses   festgesetzt,    folgt    aus    den   obigen    Differentialgleichungen 
oder  aus  den  p  Gleichungen 

^  (iw„^i')  =  0  für  TT  =  \,2,...,p 
/<  =  i 
durch  Integration 

worin  q,  c^,  .  .  .,  c^  constante  von  den  Werthen  {s^ ,  ^'^j  abhängige 
Grössen  sind. 

16. 
Drückt  man  ^  als  Quotienten  zweier  ganzen  Functionen  von  s  und 
^,  ^,   aus,  so  sind  die  Grössenpaare   (s^,  ^j),  .  .  .,  (s«,  z^)  die  gemein- 
schaftlichen  Wurzeln    der    Gleichungen    i^  =  0  und   —  =  ?.      Da    die 

ganze  Function 

l—^^  =  f(s,  z) 

für  alle  Werthenpaare,  für  welche  %  und  li;  gleichzeitig  verschwinden, 
ebenfalls,  was  auch  t,  sei,  verschwindet,  so  können  die  Grössenpaare 
(ö\,  ^^),  .  .  .,  (s„i,  Zn')  auch  definirt  werden  als  gemeinschaftliche  Wurzeln 
der  Gleichung  F  =  0  und  einer  Gleichung  f{s,  z)  =  0,  deren  Coeffi- 
cienten  so  sich  ändern,  dass  alle  übrigen  gemeinschaftlichen  Wurzeln 

constant  bleiben.  Wenn  m  <.p  -\-  1,  kann  ^  in  der  Form  ^  dar- 
gestellt werden  (§.  10)  und  /'  in  der  Form 

Die  allgemeinsten  Werthe  der  den  p  Gleichungen 

2  dwn'^^''^  =  0  für  jr  =  1,  2,  .  .  .,  _p 
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genügenden  Functionenpaare  (s^,  ,?|),  ...,  (sp,  Zp)  werden  daher  ge- 
bildet durch  p  gemeinschaftliche  Wurzeln  der  Gleichungen  F  =  0  und 
^  =  0,  welche  so  sich  ändern,  dass  die  übrigen  gemeinschaftlichen 
Wurzeln  constant  bleiben.  Hieraus  folgt  leicht  der  später  nöthige 
Satz,  dass  die  Aufgabe,  p  —  1  von  den  2p  —  2  Grössenpaaren 
ißi,  ^i),  .  .  .,  (s2i,-2,  ^2p-2)  als  Functionen  der  p  —  1  übrigen  so  zu 
bestimmen,  dass  die  p  Gleichungen 

^  chv^'J'^  =  0  für  TT  =  1,  2,  .  .  .,  p 

,(/  =  ! 

erfüllt  werden,  völlig  allgemein  gelöst  Avird,  wenn  mau  für  diese 
2p  —  2  Grössenpaare  die  von  den  r  Wurzeln  s  =  7^,  ^  =  ^^  (§•  6) 
verschiedenen  gemeinschaftlichen  Wurzeln  der  Gleichungen  i^  =  0  und 
9?  =  0  oder  die  2p  —  2  Werthenpaare  nimmt,  für  welche  cliv  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird,  und  dass  diese  Aufgabe 
daher  nur  eine  Lösung  zulässt.  Solche  Grössenpaare  sollen  durch  die 
Gleichung  9?  =  0  verknüpft  heissen.     In  Folge  der  Gleichungen 

2y;  — 2  2jU— 2  2  j;  —  2  -2  p  —  2 

2  dtvn^^'^  =  0  wird  (  ^  w,^"\     ^  w,^f'\  .  .  .,     2  ''^'^'^)  ' 
1  111 

die  Summen  über  solche  Grössenpaare  ausgedehnt,  congruent  einem 
Constanten  Grössensysteme  (q,  c^,  .  .  .,  Cp),  worin  c^  nur  von  der 
additiven  Constante  in  der  Function  iCn  oder  dem  Anfangswerthe  des 
sie  ausdrückenden  Integrals  abhängt. 


Zweite  Abtheilung. 

17. 
Für  die  ferneren  Untersuchungen  über  Integrale  von  algebraischen, 


2^9  -\-  1  fach  zusammenhängenden  Functionen  ist  die  Betrachtung  einer 
j^^fach  unendlichen  ■O'-Reihe  von  grossem  Nutzen,  d.  h.  einer  jjfach 
unendlichen  Reihe,  in  welcher  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes 
eine  ganze  Function  zweiten  Grades  der  Stellenzeiger  ist.  Es  sei  in 
dieser  Function  für  ein  Glied,  dessen  Stellenzeiger  m^,  m^,  .  .  .,  m^ 
sind,  der  Coefficient  des  Quadrats  w^^  gleich  «/<,  ^,  des  doppelten  Pro- 
ducts m/^nift-  gleich  a^,,^' =  a^,, ,«,  der  doppelten  Grösse  Mu  gleich  -y^, 
und  das  constante  Glied  =  0.  Die  Summe  der  Reihe,  über  alle  ganzen 
positiven  oder  negativen  Werthe  der  Grössen  w  ausgedehnt,  werde 
als  Function  der  p  Grössen  v  betrachtet  und  durch  &(y^,  v^,  .  .  .,  Vp) 
bezeichnet,  so  dass 
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(1.)  ^iv„v„...,vp)=^l^\e'^'^  '  , 

worin  die  Summationen  im  Exponenten  sich  auf  ja  und  ^' ,  die  äusseren 
Summationen   auf  m^,  m.>,  ...,  nip   beziehen.     Damit   diese   Reihe   con- 

vergirt,  niuss-  der  reelle  Theil  von  (  Z")  «^,,,u'W^tW^^t'    wesentlich    negativ 

sein  oder,  als  eine  Summe  von  positiven  oder  negativen  Quadraten 
reeller  linearer  von  einander  unabhängiger  Functionen  der  Grössen  m 
dargestellt,  aus  p  negativen  Quadraten  zusammengesetzt  sein. 

Die  Function  &  hat  die  Eigenschaft,  dass  es  Systeme  von  gleich- 
zeitigen Aenderungen  der  |>  Grössen  v  giebt,  durch  welche  log  d-  nur 
um  eine  lineare  Function  der  Grössen  v  geändert  wird,  und  zwar  2^9 
von  einander  unabhängige  Systeme  (d.  h.  von  denen  keins  eine  Folge 
der  übrigen  ist).  Denn  man  hat,  die  ungeändert  bleibenden  Grössen 
V  unter  dem  Functionszeichen  d-  weglassend,  für  ^  =  1,  2,  .  ■  .,p 

(2.)     ^  =  d-(v^,  +  7t  i)     und 

(3.)     -9-  =  c  *■''  "^  "''''' -Ö-fvi  +  «1,^,,  v.^  +  «2,,,,,  .  .  .,  'Vp  -\~  o,p,i,,), 

wie  sich  sofort  ergiebt,  wenn  man  in  der  Reihe  für  -O"  den  Stellen- 
zeiger ni/^i  in  niu  +  1  verwandelt,  wodurch  sie,  während  ihr  Werth 
ungeändert  bleibt,  in  den  Ausdruck  zur  Rechten  übergeht. 

Die  Function  d-  ist  durch  diese  Relationen  und  durch  die  Eigen- 
schaft, allenthalben  endlich  zu  bleiben,  bis  auf  einen  constanten  Factor 
bestimmt.  Denn  in  Folge  der  letzteren  Eigenschaft  und  der  Rela- 
tionen (2.)   ist  sie   eine   einwerthige  für  endliche   v  endliche.  Function 

von  e  ^,  e  ',...,  e  ^  und  folglich  in  eine  jjfach  unendliche  Reihe 
von  der  Form  *^ 


p 

P 

2  EVf.1  nifi 

^»h 

,  OTg,  . 

1 

..,mp   e 

mit  den  constanten  Coefficienten  A  entwickelbar.    Aus  den  Relationen 
(3.)  ergiebt  sich  aber 


•^Wj ,  . .  .,  mv  -{-  1 ,  . .  .,  nip         ^»tj ,  . .  .,  »iv ,  . . . ,  nip  ^ 


p 
2  Sa/it,vm^i  -\-  ai;v 


folglich 


py 

f) 


An, ,.-..,7np=  const.  e^^  ,  w.  z.  b.  w. 
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Mau  kann  daher  diese  Eigenschaften  der  Function  zu  .  ihrer 
Definition  verwenden.  Die  Systeme  gleichzeitiger  Aenderungen  der 
Grössen  v,  durch  welche  sich  log  ■0'  nur  um  eine  lineare  Function  von 
ihnen  ändert,  sollen  Systeme  susammengehorigpr  Penodicitätsmodnln  der 
nnahhdngi<j  veränderlichen  Grössen  in  dieser  -9- -Function  genannt  werden. 

18. 

Ich  substituire  nun  für  die  p  Grössen  v^ ,  v.,,  ■  •  .,  Vp  p  immer  end- 
lich bleibende  Integrale  %,  n.^,  .  .  .,  Up  rationaler  Functionen  einer 
veränderlichen  Grösse  z  und  einer  2p  -\-  1  fach  zusammenhängenden 
algebraischen  Function  s  dieser  Grösse,  und  für  die  zusammengehörigen 
Feriodicitätsmoduln  der  Grössen  v  zusammengehörige  (d.  h.  an  dem- 
selben Querschnitte  vstattfindeude)  Feriodicitätsmoduln  dieser  Integrale, 
so  dass  log  %'  in  eine  Function  einer  Veränderlichen  z  übergeht, 
welche  sich,  wenn  s  und  z  nach  beliebiger  stetiger  Aenderung  von  z 
den  vorigen  Werth  wieder  annehmen,  um  lineare  Functionen  der 
Grössen  u  ändert. 

Es  soll  zunächst  gezeigt  werden,  dass  eine  solche  Substitution  für 
jede  2p  -\-  1  fach  zusammenhängende  Function  s  möglich  ist.  Die  Zer- 
schneidung der  Fläche  T  muss  zu  diesem  Zwecke  so  durch  2p  m  sich 
zurücklaufende  Schnitte  a^,  «g;  •  •  •?  ^j»?  ^u  ^2;  •  •  •;  ^^i^  geschehen,  dass 
folgende  Bedingungen  erfüllt  werden.  Wenn  man  %,  u.^,  .  .  .,  Up  so 
wählt,  dass  der  Periodicitätsmodul  von  ?i,t  an  dem  Schnitte  «„  gleich 
7t  i,  an  den  übrigen  Schnitten  a  gleich  0  ist,  und  man  den  Periodicitäts- 
modul von  Hu  an  dem  Schnitte  &,.  durch  a^^v  bezeichnet,  so  muss 
(^(1,^  =  dv.fi   und    der   reelle   Theil    von    Z!  afi^/^^-mfini/u'  für   alle    reellen 

(ganzen)  Werthe  der  2^  Grössen  m  negativ  sein. 

% 

19. 

Die  Zerlegung  der  Fläche  T  werde  nicht  wie  bisher  nur  durch  in 
sich  zurücklaufende  Querschnitte,  sondern  folgendermassen  ausgeführt. 
Man  mache  zuerst  einen  in  sich  zurücklaufenden  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnden Schnitt  «^  und  führe  dann  einen  Quersclinitt  h^  von  der 
positiven  Seite  von  «^  auf  die  negative  zum  Anfangspunkte  zurück, 
worauf  die  Begrenzung  aus  einem  Stücke  bestehen  wird.  Einen  dritten 
die  Fläche  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  kann  man  demzufolge 
(wenn  die  Fläche  noch  nicht  einfach  zusammenhängend  ist)  von  einem 
beliebigen  Punkte  dieser  Begrenzung  bis  zu  einem  beliebigen  Begren- 
zungspunkte,  also   auch  zu  einem  frühereu  Punkte  dieses  Querschnitts 
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führen.  Man  thue  das  Letztere,  so  dass  dieser  Querschnitt  aus  einer 
in  sieh  zurücklaufenden  Linie  a.^  und  einem  dieser  Linie  voraufgehen- 
den Theile  q  besteht,  welcher  das  frühere  Schnittsystem  mit  ihr  ver- 
bindet. Den  folgenden  Querschnitt  h^  ziehe  man  von  der  positiven 
Seite  von  a.^  auf  die  negative  zum  Anfangspunkte  zurück,  worauf  die 
Begrenzung  wieder  aus  einem  Stücke  besteht.  Die  weitere  Zerschnei- 
dung kann  daher,  wenn  nöthig,  wieder  durch  zwei  in  demselben 
Punkte  anfangende  und  endende  Schnitte  «g  und  1).,^  und  eine  das 
System  der  Linien  %  ^^^  ^2  ^i^  ihnen  verbindende  Linie  c^  geschehen. 
Wird  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  bis  die  Fläche  einfach  zusammen- 
hängend ist,  so  erhält  man  ein  Schnittnetz,  welches  aus  p  Paaren  von 
zwei  in  einem  und  demselben  Punkte  anfangenden  und  endenden  Linien 
a^  und  hl,  %  ^^'^  \y  •  •  •;  ^p  ^^^  ^p  besteht  und  aus  p  —  1  Linien 
Ci,  C2,  .  .  .,  Cp-i,  welche  jedes  Paar  mit  dem  folgenden  verbinden.  Es 
möge  Cv  von  einem  Punkte  von  &,.  nach  einem  Punkte  von  a.yj^x  gehen. 
Das  Schnittnetz  wird  als  so  entstanden  betrachtet,  dass  der  2v  —  1  te 
Querschnitt  aus  c,_i  und  der  von  dem  Endpunkte  von  c,_i  zu  diesem 
zurückgezogenen  Linie  a,  besteht,  und  der  2vte  durch  die  von  der 
positiven  auf  die  negative  Seite  von  «,,  gezogene  Linie  hy.  gebildet  wird. 
Die  Begrenzung  der  Fläche  besteht  bei  dieser  Zerschneidung  nach 
einer  geraden  Anzahl  von  Schnitten  aus  einem,  nach  einer  ungeraden 
aus  zwei  Stücken. 

Ein  allenthalben  endliches  Integral  tv  einer  rationalen  Function 
von  s  und  ^  nimmt  dann  zu  beiden  Seiten  einer  Linie  c  denselben 
Werth  an.  Denn  die  ganze  früher  entstandene  Begrenzung  besteht, 
aus  einem  Stücke  und  bei  der  Integration  längs  derselben  von  der 
einen  Seite  der  Linie  c  bis  auf  die  andere  wird  fchv  durch  jedes  früher 
entstandene  Schnittelement  zweimal,  in  entgegengesetzter  Richtung, 
erstreckt.  Eine  solche  Function  ist  daher  in  T  allenthalben  ausser 
den  Linien  a  und  b  stetig.  Die  durch  diese  Linien  zerschnittene  Fläche 
T  möge  durch  T"  bezeichnet  werden. 

20. 

Es  seien  nun  tt\,  iv.2,  .  ■  .,  iVp  von  einander  unabhängige  solche 
Functionen,  und  der  Periodicitätsmodul  von  iv^i  an  dem  Querschnitte 
«v  gleich  Jl^''  und  an  dem  Querschnitte  hv  gleich  B^'\  Es  ist  dann 
das  Integral  ftv^idw^i',  um  die  Fläche  T"  positiv  herum  ausgedehnt, 
=  0,  da  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  allenthalben  endlich 
ist.  Bei  dieser  Integration  wird  jede  der  Linien  a  und  b  zweimal, 
einmal  in  positiver  und  einmal  in  negativer  Richtung  durchlaufen,  imd 
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es  muss  während  jener  Integration,  wo  sie  als  Begrenzung  des  posi- 
tiverseits  gelegenen  (lebiets  dient,  für  «ty,  der  Wertli  auf  der  positiven 
Seite  oder  Wf,i'^,  während  dieser  der  Werth  auf  der  negativen  oder 
tüf.~  genommen  werden.  Es  ist  also  dies  Integral  gleich  der  Summe 
aller  Integrale  /(«>,+  • — tv^r~)  dtVn-  durch  die  Linien  a  und  h.  Die 
Linien  6  führen  von  der  positiven  zur  negativen  Seite  der  Linien  a, 
und  folglich  die  Linien  a  von  der  negativen  zur  positiven  Seite  der 
Linien  h.     Das  Integral  durch  die  Linie  «,    ist  daher 


j>rf»„.=4"j;i»„.=.4;:'B;:i 


uud  das  Integral  durch  die  Linie  ?>■ 

J     ■"       '  "     ^ 

Das  Integral  f  iVjn  diVu ',    um    die  Fläche   T"   positiv  herum    erstreckt, 
ist  also 

und  diese  Summe  folglich  =  0.    Diese  Gleichung  gilt  für  je  zwei  von 

den  Functionen   tv^ ,  iv^,  .  .  .,  Wp   und  liefert   also   —^ — ^-^  Relationen 

zwischen  deren  Periodicitätsmoduln. 

Nimmt  man  für  die  Functionen  w  die  Functionen  u  oder  wählt 
man  sie  so,  dass  A^'J  für  ein  von  ^  verschiedenes  v  gleich  0  und 
A''  =  Tci  ist,  so  g;ehen  diese  Relationen  über  in  B^^'}nl  —  B''^^7ci  =  0 
oder  in  a«,^^'  =  «^',,t. 

21. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  die  Grössen  a  die  zweite  oben 
nöthig  gefundene  Eigenschaft  besitzen. 

Man  setze  tv  =  ^  -\-  vi  und  den  Periodicitätsmodul  dieser  Function 
an  dem  Schnitte  a^  gleich  J.('>  =  «,,  -j-  yri  und  an  dem  Schnitte  hy 
gleich  i?(*>  =  /3,.  -f  dyi.     Es  ist  dann  das  Integral 


oder 


J   \ox cy        dy  oxj  ' 


*)  Dies  Integral  drückt  den  Inhalt  der  Fläche  aus,  welche  die  Gesammtheit 
der  Werthe,  die  lo  innerhalb   T"  annimmt,  auf  der  w- Ebene  repräsentirt. 
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durch  die  Fläche  T"  gleich  dem  Begrenzungsintegral  f^dv  um  T" 
positiv  herum  erstreckt,  also  gleich  der  Summe  der  Integrale /(ft+  —  ^~)dv 
durch  die  Linien  a  und  h.  Das  Integral  durch  die  Linie  a„  ist 
=  arfdv  =  a^Ör,  das  Integral  durch  die  Linie  &,.  gleich  ßrfdv  ^=  —  ß^y^ 
und  folglich 

Diese  Summe  ist  daher  stets  positiv. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  zu  beweisende  Eigenschaft  der  Grössen  a, 
wenn  man  für  tv  setzt  Uj^m^^  -{-  ihm,^  +  •  •  •  +  '^^iMp-  Denn  es  ist  dann 
A^"^  =  myici,  B^''^  =  Uüfi^yni/,,,  folglich  a^   stets  =0  und 

oder  gleich  dem  reellen  Theile  von  —  7cUau,vni/.imv,  welcher  also  für 
alle  reellen  Werthe  der  Grössen  m  positiv  ist. 

22. 

Setzt  man  nun  in  der  -O-- Reihe  (1.)  §.17  für  (i/i,,u  den  Periodi- 
citätsmodul  der  Function  m^  au  dem  Schnitt  hu'  und,  durch  e^,  6.2,  ...,  Cp 
beliebige  Constanten  bezeichnend,  «^  —  e^<  für  t'„,  so  erhält  man  eine 
in  jedem  Punkte  von  T  eindeutig  bestimmte  Function  von  z, 

%•  (n^  —  gl,  iL^  —  e.2,  .  .  .,  Up  —  ej^, 
welche  ausser  den  Linien  h  stetig  und  endlich  und  auf  der  positiven 
Seite  der  Linie  bv  (e~~  ^  ^'*»' "~  ^>) )  mal  so  gross  als  auf  der  negativen 
ist,  wenn  man  den  Functionen  u  in  den  Linien  b  selbst  den  Mittel- 
werth  von  den  Werthen  zu  beiden  Seiten  beilegt.  Für  wie  viele 
Punkte  von  T'  oder  Werthenpaare  von  s  und  z  diese  Function  un- 
endlich klein  von  der  ersten  Ordnung  wird,  kann  durch  Betrachtung 
des  Begrenzungsintegrals  fdlogd-,  um  T'  positiv  herum  erstreckt, 
gefunden  werden;  denn  dieses  Integral  ist  gleich  der  Anzahl  dieser 
Punkte  multiplicirt  mit  27ti.  Andererseits  ist  dies  Integral  gleich  der 
Summe  der  Integrale /(fZ  log '9'+ —  fZlog-^")  durch  sämmtliche  Schnitt- 
linien a,  b  und  c.  Die  Integrale  durch  die  Linien  a  und  c  sind  =  0, 
das  Integral  durch  &,.  aber  gleich  —  2fdUy==2'iti,  die  Summe  aller 
also  =  p2ni.  Die  Function  0-  wird  daher  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  in  p  Punkten  der  Fläche  T',  welche  durch  iq^,  %,  •  •  •■,'^p 
bezeichnet  werden  mögen. 
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Durch  einen  positiven  Umlauf  des  Punktes  (s,  <?)  um  einen  dieser 
Punkte  wächst  log -O'  um  27ii,  durch  einen  positiven  Umlauf  um  das 
Schnittepaar  Ov  und  &,.  um  —  27ti.  Um  daher  die  Function  log -O- 
allenthalben  eindeutig  zu  bestimmen,  führe  man  von  jedem  Punkte  rj 
einen  Schnitt  durch  das  Innere  nach  je  einem  Linienpaar,  von  ii]r  den 
Sclinitt  ?,,  nach  tty  und  &,.,  und  zwar  nach  ihrem  gemeinschaftlichen 
Anfangs-  und  Endpunkte,  und  nehme  in  der  dadurch  entstandenen 
Fläche  T*  die  Function  allenthalben  stetig  an.  Sie  ist  dann  auf  der 
positiven  Seite  der  Linien  l  um  —  2jii,  auf  der  positiven  Seite  der 
Linie  «,.  um  gr^jti  und  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  bv  um 
—  2{uv  —  ßr)  —  hv2ni  grösser,  als  auf  der  negativen,  wenn  g^  und  hv 
ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Die  Lage  der  Punkte  iq  und  die  Werthe  der  Zahlen  g  und  h 
hängen  von  den  Grössen  e  ab,  und  diese  Abhängigkeit  lässt  sich  auf 
folgendem  Wege  näher  bestimmen.  Das  Integral  ,/ log -«^  f?w^<,  um  T* 
positiv  herum  erstreckt,  ist  =  0,  da  die  Function  log  %■  in  T*  stetig 
bleibt.  Dieses  Integral  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale 
/(log'9'+  —  log'9'~)  rZw-^,  durch  sämmtliche  Schnittlinien  l,  a,  h  und  c 
und  findet  sich,  wenn  man  den  Werth  von  u^n  im  Punkte  rjv  durch 
a^/')  bezeichnet, 

=  2ni  (^  «,/'■'  +  h^,7ii  -\-  ^gya,..^,  —  c^<  +  Ä7,  j , 

worin  /b^  von  den  Grössen  e,  g,  h  und   der  Lage  der  Punkte  7;   unab- 
hängig ist.     Dieser  Ausdruck  ist  also  =  0. 

Die  Grösse  h^  hängt  von  der  Wahl  der  Function  w^,  ab,  welche 
durch  die  Bedingung,  an  dem  Schnitte  a^  den  Periodicitätsmodul  Tci, 
an  den  übrigen  Schnitten  a  den  Periodicitätsmodul  0  anzunehmen,  nur 
bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist.  Nimmt  man  für  w^  eine 
um  die  Constante  c^  grössere  Function  und  zugleich  f^,  um  c^,  grösser, 
so  bleiben  die  Function  Q-  und  folglich  die  Punkte  i]  und  die  Grössen 
g,  h  ungeändert,  der  Werth  von  ii/,,  im  Punkte  7],  aber  wird  a^'''  -f-  c^,. 
Es   geht  daher  Ä^^  in  A'^,  —  (|)  —  1)  c^,    über    und    verschwindet,    wenn 

c„  =  — ^^  genommen  wird. 

Man  kann  folglich,  wie  für  die  Folge  geschehen  soll,  die  addi- 
tiven Constanten  in  den  Functionen  ?(  oder  die  Anfangswerthe  in  den 
sie  ausdrückenden  Integralen  so  bestimmen,  dass  man  durch  die  Sub- 
stitution von  tift  —  ^cCf.y^'  für  v^  in  log -9'  (Vj,  .  .  .,  Vp)  eine  Function  er- 
hält, welche  in  den  Punkten  r]  logarithmisch  unendlich  wird  und,  durch 
T*  stetig  fortgesetzt,  auf  der  positiven  Seite  der  Linien  l  um  —  27ti, 
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p 
der  Linien  a  um  0  und   der  Linie  &,.   um  — 2{iiv  —  Za,M'^)   grösser 

wird,  als  auf  der  negativen.  Zur  Bestimmung  dieser  Anfangswerthe 
werden  sich  später  leichtere  Mittel  darbieten,  als  der  obige  Integral- 
ausdruck für  h^. 


23. 

Setzt  man  (u^,  il,,  .  .  .,  n^  ^  {o^i^^  cc2^^'\  ■  ■  ■,  c(p^^'>)  nach  den  2j9 
Modulsystemen  der  Functionen  «  (§.  1.5),  also 

K,  V,,  .  .   .,V,)  =  (-'^<\  -  5«2^^  .  .  .,   -    V«/'))  , 
^1  1  1  "^ 

so  wird  '9'  =  0.  Wird  umgekehrt  -0-  =  0  für  v„  =  ?>,  so  ist  (i\,  r.,, , . .,  o-j,) 
einem  Grössensysteme  von  der  Form 

(p— 1  p—i  p~i 

1  1  1 

congruent.  Denn  setzt  man  v^,  =  u^  —  «^/^'^  +  r^,,  indem  man  rip  be- 
liebig wählt,  so  wird  die  Function  '9-  ausser  in  7]p  noch  in  j)  —  1 
andern  Punkten  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  und  be- 
zeichnet man  diese  durch  j^^,  7y^,  ..  .,  ??jj_i,  so  ist 

Die  Function  xf  bleibt  ungeändert,  wenn  man  sämmtliche  Grössen 
V  iu's  Entgegengesetzte  verwandelt;  denn  verwandelt  man  in  der  Reihe 
für  'S"  (^1,  v.^,  .  .  .,  Vp)  sämmtliche  Indices  m  iu's  Entgegengesetzte,  wo- 
durch der  Werth  der  Reihe  ungeändert  bleibt,  da  —  m,.  dieselben  Werthe 
wie  niy  durchläuft,  so  geht  %■  (t\,  v^,  ...,Vp)  über  in  ■9-  (—  v^,  —  t;,, . . .,  —  Vp). 

Nimmt    man  nun    die   Punkte    7]^,   '^;2,  ...,  i?^,-i- beliebig    an,    so 

p  —  i  p  —  i 

wird  ^  (—  2;a/'>,  ...,  —  2;«/'))  =  0  und  folglich,  da  die  Function  ^ 
1  1 

p—i  p—i 

wie  eben  bemerkt  gerade  ist,  auch  -9' (2;«/'', . .  .,2;o:^<'>J  =  0.  Es  lassen 

1  1 

sich  also  die  ^;  -—  1  Punkte  rjp,  rjj,_i,  .  .  .,  -»^2^-2  so  bestimmen,  dass 

C— 1  p—i  2ju  —  2  2p— 2 

>:<''  ■■■'  2""'")  ^  ("  2<"'  ■■■'-  2"'"') 
1  l  p  p  ^ 

und  folglich 
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2p  — 'i  tp—'i 

\y\<\---,  ^cc/A^io, ,0) 

^1  1 

ist.  Die  Lage  der  p  —  1  letzten  Punkte  hängt  dann  von  der  Lage 
der  2^  —  1  ersten   so   ab^   dass   bei  beliebiger  stetiger  Aenderung  der- 

ayj  — 2 

selben   Z  daj-^^  =0  für  jt  =  1,  2,  .  .  . ,  ^),  und  folglich  sind  (§.  16)  die 
1 

Punkte  7]  solche  2p  —  2  Punkte,   für  welche   ein  div  unendlich   klein 

von    der    zweiten    Ordnung    wird,    oder    wenn    man    den    Werth    des 

Grössenpaars  (s,  z)  im   Punkte  Tq,,   durch  (<?,,  ^,),   bezeichnet,   so    sind 

((?j,  ^i),  ...,  (ö2j9  — 2;  ^2j3  — 2)    durch  die   Gleichung   cp  =  0   verknüpfte 

Werthenpaare  (§.  16). 

Bei  den  hier  geivählten  Anfangswerihen  der  Integrale  u  ivird  also 

2^—2  2j)  — 2 

^1  i  '^ 

ivenn  die  Summationen  nler  sämmtliclie  von  den  Grössenpaaren  (y^,  d^) 
(§.  6)  verschiedene  gemeinschaftliche  Wurzeln  der  Gleichimg  F  =  0  und 
der  Gleichung  ej^q)^  ~{-  c.^q)^  -\-  •  ■  •  -{-  CpCpp  =  0  erstrecJct  werden,  wobei 
die  Constanten  Grössen  c  heliebig  sind. 

Sind  £j,  s.j,,  .  .  .,  Bin  tn  Punkte,  für  welche  eine  rationale  Function  | 
von  s  und  z,  die  m  mal  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird,  den- 
selben Werth  annimmt,  und  uj'^\  S/u,  Zu   die  Werthe   von  u„,  s,  z   im 

In  m  ni 

Punkte  £/,,,  so  ist  (§.  15)  {Utij''f'\  I^U2-"\  •  •  -,  ^«V'"0  congruent  einem 

1 '  1    '  1 

Constanten,  d.  h.  vom  Werthe  der  Grösse  |  unabhängigen  Grössen- 
systeme  (h^,  &,,  ...,  h^^,  und  es  kann  dann  für  jede  beliebige  Lage 
eines  Punktes  £  die  Lage  der  übrigen  so  bestimmt  werden,  dass 

in  m 

(2«,H...,2v^)  =  (A,  •••,  h^ 
^1  1      ^ 

Man  kann  daher,  wenn  m.  =  p,  (»1  — ■  ^1;  •  ••;  ^'/j  ~~  ^p)  wnd,  wenn  m  <Cp, 

p  —  m  p  —  m 

K  -  ^<'''  ~h,  ...,np-  ^«,/')  -  hp) 
1  1 

für  jede    beliebige   Lage  des   Punkts   (s,  z)  und   der  ^)  —  m  Punkte  7] 

p  —  1  p  —  1 

auf  die  Form  ( —  2J  a^^'^,  .  .  . ,  —  U  a^/''^)  bringen,   indem    man   einen 
1  1 

der  Punkte  £  mit  (s,  z)  zusammenfallen  lässt,  und  folglich  ist 

p  —  7/1  ]j  —  in 

^  («1  -  ^<''^  —  K'--,  Up  -  2«p"^  --  h^) 
1  1 
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für  jedwede  Wertbe  des  Grössenpaars  (s,  £)  uud  der  p  —  m  Grössen- 
paare  ((?,,,  t,^  gleich  0. 

24. 

Aus  der  Untersuchung  des  §.  22  folgt  als  Corollar,   dass   ein  be- 
liebig   gegebenes    Grössensystem   (e^,  .  .  . ,  e^    immer    einem    und    nur 

i>  p 

einem    Grössensystem e    von    der   Form   {lla^^'\  .  .  .,  Z"«^/'))   congruent 

1  1 

ist,  wenn  die  Function  \t  {u^  —  e^^  .  .  .,Up  —  e^^)  nicht  identisch  ver- 
schwindet; denn  es  müssen  dann  die  Punkte  ^  die  p  Punkte  sein^  für 
welche  diese  Function  0  wird.  Wenn  aber  '9'(^(/^'>  —  e^,  .  .  .,  %{,^}-p'i  —  e^ 
für  jeden  Werth  von  [Sp,  Zp)  verschwindet,  so  lässt  sich 

1  1 

setzen  (§.  23),  und  es  lassen  sich  also  für  jeden  Werth  des  Grössen- 
paars (Sp,  0p)  die  Grössenpaare  (s^,  2j),  ...,  {Sp  —  i,Zp—i)  so  bestim- 
men, dass 

p 
und  folglich,  bei  stetiger  Aenderung  von  (sp,  0p),   Udun'-^'''  =  0  ist  für 

1 

7C  =  Ij  2,  .  .  .,  2J-     Die  P  Grössenpaare  (sv,  0y)   sind   daher  j9   von  den 

Grössenpaaren  (yo,  d^)   verschiedene   Wurzeln  einer  Gleichung  qo  =  0, 

deren  Coefficienten  so   sich   ändern,   dass   die  übrigen  p  —  2  Wurzeln 

constant  bleiben.    Bezeichnet  man  die  Werthe  von  «f^r  für  diese  j)  —  2 

Werthenpaare  von  s  und  0  durch  Un^P  +  ^\  uJp  +  ^',  .  .  . ,  UjP^  ~  ^\  so  ist 


2^9  —  2 

r/")    .  . 

2i9  — 2 

1 

.^^')  =  (o,  .. 

...,0) 

und  folglich 

{e„  ..., 

ep)  = 

2p- 

-2 

T'    «1       ;    •   •  •  ; 

2j0  — 2 
p  +  1 

Umgekehrt  ist,  wenn 

diese 

Congruenz  stattfindet, 

&  (w/^)  — 

■  e^,  .  . . , 

V-^'  - 

-ep)  = 

27i  — 2  ■ 
P 

2p-~2 

...,2'«" 

p 

.-.) 


'Ein  beliebig  gegebenes  Grössensystem  {e^,  .  .  . ,  Cp)  ist  also  nur  Einem 

p  p 

Grössensysteme   von   der    Form  (Z"«/''),  .  .  . ,  27 o:^'''^)  congruent,  ,ivenn  es 

1  1 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  9 
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nicht  einem  GrÖssensysteme  von  der  Form  ( —  27«/''^, .  . .,  —  E «^/''^)  con- 

1  1 

gnient  ist,  und  unendlich  vielen,  wenn  dieses  stattfindet 

Da^iti^  —  2:«/'"',...,«;^  —  2;a;/^")  =  '^(2;«/'')  —  u^,...,  Zaj^"^  —  Up), 
1  11  1 

so  ist  '9'  eine   ganz   ähnliche  Function  wie  von  (s,  s)   auch  von  jedem 

der  jj  Grössenpaare  ((?„,  ^„).  Diese  Function  von  ((?^,,  ^„)  vi^ird  =  0  für  das 

Werthenpaar  {s,  0)  und  für  die  den  übrigen  p  —  1  Grössenpaaren  (ö,  ^) 

durch  die  Gleichung  qp  =  0  verknüpften  2^  —  1  Punkte.    Denn  bezeichnet 

man  den  Werth  von  ti„  in  diesen  Punkten  mit  ßn-^-,  ßrP^,  •••;  ßn'^~^\  so  ist 

und  folglich  Q'  =  0,  wenn  t^,,  mit  einem  dieser  Punkte  oder  mit  dem 
Punkte  {s,  z)  zusammenfällt. 

25. 

Aus  den  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Function  0'  ergiebt 
sich  der  Ausdruck  von  log  ^  durch  Integrale  algebraischer  Functionen 

von  {s,  s),  {a„  ^J,  .  .  ,,{0^,,  y. 

Die  Grösse   log  0-  («/^>  —  2:a^^^'\  .  .  .)  —  log  -9  ('m/i>  —  27«/^'),  .  .  .) 

1  1 

ist,  als  Function  von  ((>„,  g„)  betrachtet,  eine  Function  von  der  Lage 
des  Punkts  ?y^,,  welche  im  Punkte  f^,  wie  —  log  (t,^,  —  s^,  im  Punkte  £,,, 
wie  log  (^u  —  ^2)  unstetig  wird  und  auf  der  positiven  Seite  einer  von 
£j  nach  £2  zu  ziehenden  Linie  um  2iii,  auf  der  positiven  Seite  der 
Linie  &,,  um  2  {uy^^^  —  «,/^^)  grösser  ist^  als  auf  der  negativen,  ausser 
den  Linien  h  und  der  Verbindungslinie  von  £^  und  fg  ^.ber  allenthalben 
stetig  bleibt.  Bezeichnet  nun  'w'^f'^ia^,  s.^)  irgend  eine  Function  von 
(6/,t,  ^/i),  welche  ausser  den  Linien  h  ebenso  unstetig  ist  uud  auf  der 
einen  Seite  einer  solchen  Linie  ebenfalls  um  eine  Constante  grösser 
ist,  als  auf  der  andern,  so  unterscheidet  sie  sich  (§.  3)  von  dieser  nur 
um  eine   von  ((>„,  ^^,)   unabhängige   Grösse,   und    folglich    ist    sie    von 

p 

27  (0  (1")  (£j ,  £.,)  nur  um  eine  von  sämmtlichen  Grössen  ((?,  ^)  unabhängige 

1 

und  also  bloss  von  (s^,  ^i)  und  (s.^,  s.^  abhängende  Grösse  verschieden. 

'5r('">(£i,  £2)  drückt  den  Werth    einer  Function  TS  {s^,  e.^)  des   §.  4  für 

(s,  z)  =  (öf,,  ^„)   aus,    deren    Periodicitätsmoduln    an    den   Schnitten   a 

gleich  0  sind.     Aendert   man   diese  Function   um    die   Constante  e,   so 

..  .        ^'  - 

ändert  sich  27'to^'">(^£,,  s.^)  um  j^c]  man  kann  daher,   wie   für   die  Folge 
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geschehen  soll,  die  additive  Constante  in  der  Function  "w  [e^,  s^)  oder 
den  Anfangs werth  in  dem  sie   darstellenden  Integrale  dritter   Gattung 

p 
so  bestimmen^  dass  log  -0'*^^^  —  log  d-^^^  =  UTö'-f'''^  (sj^,  s^).   Da  &  von  jedem 

der  Grössenpaare  (ö,  ^)  auf  Ulmliche  Art,  wie  von  (s,  2)  abhängt,  so 
kann  die  Aenderung  von  log  ^,  wenn  irgend  eins  der  Grössenpaare 
{s,  d),  {p^,  ^j),  ...,  {pp,  i,p)  eine  endliche  Aenderung  erleidet,  während 
die  übrigen  constant  bleiben,  durch  eine  Summe  von  Functionen  tir 
ausgedrückt  werden.  Offenbar  kann  man  also,  indem  man  nach  und 
nach  die  einzelnen  Grössenpaare  (s,  z),  ((?j,  t,^),  ...,  {öj,,  i,p)  ändert, 
log  '9'    ausdrücken    durch    eine    Summe    von    Functionen    Tö   und 

log^(0,  0,  ...,0) 
oder  dem  Werth  von  log  d-  für  ein  beliebiges  anderes  Werthen- 
system.  Die  Bestimmung  von  log  O- (0,  0,  .  .  . ,  0)  als  Function  der 
3  p  —  3  Moduln  des  Systems  rationaler  Functionen  von  s  und  z 
(§.  12)  erfordert  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  von  Jacobi  in  seinen 
Arbeiten  über  elliptische  Functionen  zur  Bestimmung  von  &  (0)  ange- 
wandt worden  sind.  Man  kami  dazu  gelangen,  indem  man  mit  Hülfe 
der  Gleichungen 

,      d&  3^&         ,    ,-.     d&      *  8^& 

und   2 


da/.i,iLi         dl\u''  da/ii,fi'  dv/ndv/u'    ' 

wenn  [i  von  ^'  verschieden  ist,  die  Differentialquotienten  von  log  d- 
nach  den  Grössen  a  in 

durch  Integrale  algebraischer  Functionen  ausdrückt.  Für  die  Aus- 
führung dieser  Rechnung  scheint  jedoch  eine  ausführlichere  Theorie 
der  Functionen,  welche  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  alge- 
braischen Coefficienten  genügen,  nöthig,  die  ich  nach  den  hier  ange- 
wandten Principien  nächstens  zu  liefern  beabsichtige. 

Ist    (s^,   B.^    unendlich    wenig    von    (Sj,   z^)    verschieden,    so    geht 
^(^17  ^2)   über  in   dz^^t{s^,  worin   t  (s^)   ein   Integral   zweiter    Gattung 

einer  rationalen  Function  von  s  und  z  ist,  welches  in  £,  wie  un- 

stetig  wird  und  an  den  Schnitten  a  den  Periodicitätsmodul  0  hat;  und 
es  ergiebt  sich,  dass  der  Periodicitätsmodul  eines  solchen  Integrals  an 

dem  Schnitte  &,.  gleich  2  —r. —  ist  und  die  Integrationsconstante  sich 
so  bestimmen  lässt,  dass  die  Summe  der  Werthe  von  t  (fj)  für  die 
f>  Werthenpaare  (ö^,  t,^,  .  .  .,  ((?/,,  ^^/)  gleich  -—^^ —  wird.    Es  ist  dann 

9* 
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— ßz —  gleich  der  Summe   der  Werthe  von   t  (rj/^,)  für  die    den  p  —  1 

von  (öl,,  ^/i,)  verschiedenen  Grössenpaaren  [a,  ^)  durch  die  Gleichung 
q)  =  0  verknüpften  j)  —  1  Werthenpaare  und  für  das  Werthenpaar 
(s,  z),  und  man  erhält  für 

einen  Ausdruck,  welchen  Weierstrass  für  den  Fall,  wenn  s  nur  eine 
zweiwertliige  Function  von  z  ist,  gegeben  hat  (Journ.  für  Mathem. 
Bd.  47  S.  300  Form.  35). 

Die  Eigenschaften  von  IS  (fj ,  e^  und  t  {s^  als  Functionen  von 
(Si;  z^  und  («2,  ^2)  ergehen  sich  aus  den  Gleichungen 

70  (£,,  £2)  =  -  (log  ^  («1^'^)  —  i?Mi,  •  •  •)  —  log  ^  («/^)  —  i^Mi,  .  .  .)  ) 

•       ^  ^^^^  ~  p  dJ, 

welche  in  den  obigen  Ausdrücken  für  log  -O"'^^  —  log  ^•^^'>  und  — -^ 

als  specielle  Fälle  enthalten  sind. 

Es  soll  jetzt  die  Aufgabe  behandelt  werden,  algebraische  Functionen 
von  z  als  Quotienten  zweier  Producte  von  gleichvielen  Functionen 
-O-  (?fj  —  Cj,  .  .  .)  und  Potenzen  der  Grössen  e"  darzustellen. 

Ein  solcher  Ausdruck  erlangt  bei  den  Uebergängen  von  {s,  z)  über 
die  Querschnitte  constante  Factoren,  und  diese  müssen  Wurzeln  der 
Einheit  sein,  wenn  er  algebraisch  von  z  abhängen  und  also  bei  stetiger 
Fortsetzung  für  dasselbe  z  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  an- 
nehmen soll.  Sind  alle  diese  Factoren  |u,te  Wurzeln  der  Einheit,  so 
ist  die  ftte  Potenz  des  Ausdrucks  eine  einwerthige  und  folglich  ratio- 
nale Function  von  s  und  z. 

Umgekehrt  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  algebraische  Function 
r  von  z,  die  innerhalb  der  ganzen  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben nur  einen  bestimmten  Werth  annimmt  und  beim  Ueberschrei- 
ten  eines  Querschnitts  einen  constanteu  Factor  erlangt,  sich  auf  man- 
nigfaltige Art  als  Quotient  zweier  Producte  von  '9' -Functionen  und 
Potenzen  der  Grössen  e"  ausdrücken  lässt.  Man  bezeichne  einen 
Werth  von  w^<  für  r  =  00  durch  /3^,  und  für  r  =  0  durch  'y^^  und 
nehme  log  r,  indem  man  von  jedem  Punkte,  wo  r  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung  wird,  nach  je  einem  Punkte,  wo  r  unendlich  klein 
von   der  ersten   Ordnung  wird,   eine  Linie    durch  das  Innere  von   T' 
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zieht,  ausser  diesen  Linien  in  T'  allenthalben  stetig  an.  Ist  dann 
logr  auf  der  positiven  Seite  der  Linie  ?>,,  um  g^^ni  und  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  Linie  «,.  um  —  hr2ni  grösser,  als  auf  der  negativen, 
so  ergiebt  sich  durch  die  Betrachtung  des  Begrenzungsintegrals /logrc?t<^ 

V 

für  ^  =^  1,  2,  .  .  .  ,  Pf  worin  g^  und  h,.  nach  dem  oben  Bemerkten 
rationale  Zahlen  sein  müssen  und  die  Summen  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  über  sämmtliche  Punkte,  wo  r  unendlich  klein  oder 
unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  wird,  auszudehnen  sind,  indem 
man  einen  Punkt,  wo  r  unendlich  klein  oder  unendlich  gross  von  einer 
höheren  Ordnung  wird,  als  aus  mehreren  solchen  Punkten  bestehend 
betrachtet  (§.  2).  Wenn  diese  Punkte  bis  auf  |)  gegeben  sind,  so 
lassen  sich  diese  p  immer  und  allgemein  zu  reden  nur  auf  eine  Weise 

so  bestimmen,  dass  die  2p  Factoren  e  ,  e       ^         gegebene  Werthe 

annehmen  (§§.  15,  24). 

Wenn  man  nun  in  dem  Ausdrucke 

P        —  22hrUr 

-Q    ^  ' 

worin  F  und  Q  Producte  von  gleichvielen  Functionen  d^  (n^  —  2Jay'-'^\  . . .) 
mit  demselben  (s,  d)  und  verschiedenen  ((?,  ^)  sind,  die  Werthenpaare 
von  s  und  3,  für  welche  r  unendlich  wird,  für  Grössenpaare  ((?,  ^)  in 
den  -0-- Functionen  des  Nenners  und  die  Werthenpaare,  für  welche  r 
verschwindet,  für  Grössenpaare  ((?,  2;)  in  den  -9'- Functionen  des  Zählers 
substituirt  und  die  übrigen  Grössenpaare  (ö,  ^)  im  Nenner  und  im 
Zähler  gleich  annimmt,  so  stimmt  der  Logarithme  dieses  Ausdrucks 
in  Bezug  auf  die  Unstetigkeiten  im  Innern  von  T'  mit  log  r  überein 
und  ändert  sich  beim  Ueberschreiten  der  Linien  a  und  h,  wie  log  r, 
nur  um  rein  imaginäre  jängs  diesen  Linien  constante  Grössen;  er 
unterscheidet  sich  also  von  log  r  nach  dem  Dirichlet'schen  Princip 
nur  um  eine  Constante  und  der  Ausdruck  selbst  von  r  nur  durch 
einen  constanten  Factor.  Bei  dieser  Substitution  darf  selbstredend 
keine  der  '9' -Functionen  identisch,  für  jeden  Werth  von  3,  verschwin- 
den. Dieses  würde  geschehen  (§  23.),  wenn  sämmtliche  Werthenpaare, 
für  welche  eine  einwerthige  Function  von  (s,  2)  verschwindet,  für 
Grössenpaare  ((?,  ^)  in  einer  und  derselben  -O"- Function  substituirt 
würden. 

27. 

Als  Quotient  siveier  #- Functionen,  multiplicirt  mit  Potenzen  der 
Grössen  &*,  lässt  sich  demnach  eine  einwerthige  oder  rationale  Function 
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von  (s  z)  nicht  (larstcllen.  Alle  Functionen  r  aber,  die  für  dasselbe 
Werthenpaar  von  s  und  2  mehrere  Werthe  annehmen  und  nur  für  ^? 
oder  weni""er  Werthenpaare  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wer- 
den sind  in  dieser  Form  darstellbar  und  umfassen  alle  in  dieser  Form 
darstellbaren  algebraischen  Functionen  von  2.  Man  erhält,  abgesehen 
von  einem  eonstanten  Factor,  jede  und  jede  nur  einmal,  wenn  man  in 


&  (Vi  —  g^ni  —  S]iYai,v,. . .) 

V 

«^1 ,  •  •  • ,  Vj") 


e        V 


p 
für  hy  und  <j,   rationale  ächte  Brüche  und  w„  —  27«,,'"^  für  v^  setzt. 

1 

Diese  Grösse  ist  zugleich  eine  algebraische  Function  von  jeder 
der  Crrössen  ^  und  die  (im  vor.  §.)  entwickelten  Principien  reichen 
völlig  hin,  um  sie  durch  die  Grössen  ,0,  ^j,  ...,  t,p  algebraisch  aus- 
zudrücken. 

In  der  That:  Als  Function  von  (s,  s)  nimmt  sie,  durch  die 
ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allenthalben  einen  bestimmten 
Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  für  die  Werthen- 
paare  (6^,  t,^,  .  .  .,  {ßp,  tj^  und  erlangt  an  dem  Schnitte  <7,,  beim  Ueber- 

gange  von   der  positiven   zur  negativen   Seite   den  Factor  e  ^        ,    an 

dem  Schnitte  &,  den  Factor  e  "^  ;  und  jede  andere  dieselben  Be- 
dingungen erfüllende  Function  von  (s,  z)  unterscheidet  sich  von  ihr 
nur  durch  einen  von  (s,  z)  unabhängigen  Factor.  Als  Function  von 
((?„,  ^^()  nimmt  sie,  durch  die  ganze  Fläche  T'  stetig  fortgesetzt,  allent- 
halben einen  bestimmten  Werth  an,  wird  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  für  das  Werthenpaar  {s,z)  und  für  die  den  übrigen^ — 1  Grössen- 
paaren  (<5,  ^)  durch  die  Gleichung  ^  =  0  verknüpften  p  —  1  Wertheu- 
paare  ((j/'"^  ^1''"''))  ■  •  •  ■,   (^/j—i;   tp-i)   i^iid  erlangt  an  dem   Schnitte  «,. 

den  Factor  e       '       ,  an  dem  Schnitte  &,.   den  Factor  e  ;  und  jede 

andere  dieselben  Bedingungen  erfüllende  Function  von  ((?„,  i,^,)  unter- 
scheidet sich  von  ihr  nur  durch  einen  von  ((j^,,  ^^<)  unabhängigen 
Factor.   Bestimmt  man  also  eine  algebraische  Function  von  z,  t,^,  .  .  .,i,p 

f{{s,  ^)5  (<?i,  ^j),  ••.,  i<Jp,  tp)) 
so,  dass  sie  als  Function  von  jeder  dieser  Grössen  dieselben  Eigen- 
schaften besitzt,  so  unterscheidet  sie  sich  von  dieser  nur  durch  einen 
von  sämmtlichen  Grössen  2,  ^^ ,  .  .  . ,  ^^  unabhängigen  Factor  und  wird 
also  =  Äf,  wenn  A  diesen  Factor  bezeichnet.  Um  diesen  Factor  zu 
bestimmen,  drücke  man  in  /'  die  von  ((?^,,  2;^,)  verschiedenen  Grössen- 
paare  ((?,  t)  ^^"rch  (6,<f'\  ?:/■">),  .  .  .,  (4-i,  tp-i)  aus,  wodurch  er  in 
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übergehe;  offenbar  erhält  man  dann  den  inversen  Werth  der  darzu- 
stellenden Function  und  also  einen  Ausdruck,  welcher  =  -i-.  sein  muss, 
wenn    man    in   Ag    für    (C,,,    ^„)    das    Grössenpaar  {s,  z)    und    für    die 

Grössenpaare  (s,  z),  ((?i<"\  ^i'''>),  ...,  (4-i;  ä-i)  die  Werthenpaare 
von  {s,  z)  substituirt,  für  welche  die  darzustellende  Function  und  also 
f  =  0  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  Ä"  und  also  Ä  bis  auf  das  Vor- 
zeichen, welches  durch  directe  Betrachtung  der  -O- -Reihen  in  dem  dar- 
zustellenden Ausdrucke  gefunden  werden  kann.*) 


*)  Ueber  die  Form  der  algebraischen  Function  f  mögen  noch  einige  Bemer- 
kungen folgen.  Ist  n  der  kleinste  gemeinschaftliche  Nenner  der  Grössen  hv  und 
ffr,  so  ist  die  nie  Potenz  von  f  eine  einwerthige  Function  sowohl  von  (s,  z)  als 
von  sämmtlichen  Grössenpaaren  (ff,  J)  und  folglich  f  die  nte  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function.  Diese  rationale  Function  muss  als  Function  von  (s,  z)  so  be- 
stimmt werden,  dass  sie  für  die  jj  Grössenpaare  (ff,  J)  unendlich  von  der  «teu 
Ordnung  wird,  und  dass  von  den  ot^  Punkten,  für  welche  sie  unendlich  klein 
wird,  ebenfalls  je  n  zusammenfallen. 

Ist  Z  irgend  eine  Fimction  von  (s,  s)  welche  an  den  Querschnitten  dieselben 
Faetoren  erlangt,  wie  /'  und  bezeichnet  Xfi  den  Werth  dieser  Function  für  das 
Werthenpaar  (ff^w,  ^/,),  so  ist  f.  l~^  K  h  •  •  ■  ^P  ^i^^  rationale  Function  q  von 
s,   z  und  sämmtlichen  Grössen  (ff,  p);  also: 

1        2    •  •  •    ^p 

[Bemerkung  aus  den  in  Riemann's  Nachlass  befindlichen  Entwürfen  zur  vor- 
stehenden Abhandlung.] 


VII. 

Ueber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer 
gegebenen  Grösse. 

(Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  November  1859.) 

Meinen  Dank  für  die  Auszeichnung,  welche  mir  die  Akademie 
durch  die  Aufnahme  unter  ihre  Correspondenten  hat  zu  Theil  werden 
hissen,  glaube  ich  am  besten  dadurch  zu  erkennen  zu  geben,  dass  ich 
von  der  hierdurch  erhaltenen  Erlaubniss  baldigst  Gebrauch  mache 
durch  Mittheilung  einer  Untersuchung  über  die  Häufigkeit  der  Prim- 
zahlen; ein  Gegenstand,  welcher  durch  das  Interesse,  welches  Gauss 
und  Dirichlet  demselben  längere  Zeit  geschenkt  haben,  einer  solchen 
Mittheilung  vielleicht  nicht  ganz  unwerth  erscheint. 

Bei  dieser  Untersuchung  diente  mir  als  Ausgangspunkt  die  von 
Euler  gemachte  Bemerkung,  dass  das  Product 

1 


n 


=  u 


1  n«  ' 

ps 

wenn  für  ^9  alle  Primzahlen,  für  n  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden. 
Die  Function  der  complexen  Veränderlichen  s,  welche  durch  diese 
beiden  Ausdrücke,  so  lange  sie  convergiren,  dargestellt  wird,  bezeichne 
ich  durch  ^{s).  Beide  convergiren  nur,  so  lange  der  reelle  Theil  von 
s  grösser  als  1  ist;  es  lässt  sich  indess  leicht  ein  immer  gültig  blei- 
bender Ausdruck  der  Function  finden.    Durch  Anwendung  der  Gleichung 


X    ^S-i     ,7 llis-l) 


x^  ~^  dx  = 

0 

erhält  man  zunächst 


//(.-i)5(.)=J-ii^ 
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Betrachtet  man  nun  das  Integral 

(—  «)«  — 1  äx 


J 


e^  —  1 


von  -j-  cx>  bis  -\-  oo  positiv  um  ein  Grössengebiet  erstreckt,  welches 
den  Werth  0,  aber  keinen  andern  Unstetigkeitswerth  der  Function 
unter  dem  Integralzeichen  im  Innern  enthält,  so  ergiebt  sich  dieses 
leicht  gleich 

CO 

/     «.;        ^..-N   r ^^~^  dx 


e^ 


vorausgesetzt,  dass  in  der  vieldeutigen  Function  ( —  xY"  ^  =  gCv  — i)iog(— .r) 
der  Logarithmus  von  —  a;  so  bestimmt  worden  ist,  dass  er  für  ein 
negatives  x  reell  wird.     Man  hat  daher 


2sin;rs  77(s— 1)   t{s)  =  i  j 


*  (— «)•«  —  !  dx 
ex  —  1 


das  Integral  in  der  eben  angegebenen  Bedeutung  verstanden. 

Diese  Gleichung  giebt  nun  den  Werth  der  Function  t,  (s)  für  jedes 
beliebige  complexe  s  und  zeigt,  dass  sie  einwerthig  und  für  alle  end- 
lichen Werthe  von  s,  ausser  1,  endlich  ist,  so  wie  auch,  dass  sie  ver- 
schwindet, wenn  s  gleich  einer  negativen  geraden  Zahl  ist. 

Wenn  der  reelle  Theil  von  s  negativ  ist,  kann  das  Integral,  statt 
positiv  um  das  angegebene  Grössengebiet  auch  negativ  um  das  Grössen- 
gebiet welches  sämmtliche  übrigen  complexen  Grössen  enthält  erstreckt 
werden,  da  das  Integral  durch  Werthe  mit  unendlich  grossem  Modul 
dann  unendlich  klein  ist.  Im  Innern  dieses  Grössengebiets  aber  wird 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen  nur  unstetig,  wenn  x  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  von  +  27ti  wird  und  das  Integral  ist  daher  gleich 
der  Summe  der  Integrale  negativ  um  diese  Werthe  genommen.  Das 
Integral  um  den  Werth  n2jti  aber  ist  ==  ( — n2Tci)'^~^{ — 27ii), 
man  erhält  daher 

2sm7tsn{s—  1)  t(s)  =  (27ty  Zn'~^(i—iy-^  +  i'r'), 
also   eine   Relation   zwischen   ^(s)  und  £;(!  —  s),  welche   sich  mit  Be- 
nutzung bekannter  Eigenschaften  der  Function  77  auch  so  ausdrücken 
lässt : 

bleibt  ungeändert,  wenn  s  in  1  —  s  verwandelt  wird. 

Diese  Eigenschaft  der  Function  veranlasste  mich  statt  71  (s  —  1) 

das  Integral    77|-| 1|  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Reihe  ^  — 
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eihzufüliren,  wodurch  man  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  der  Function 
t,{s)  erhält.     In  der  That  hat  man 

CO 

,ii7(i-l)>^-T=/,,.^— .|-',te, 

U 

also,  wenn  man 

1 
setzt, 


77 

oder  da 


0 

2^(.,;)  +  1  =  x~i(2t  (JA  +  iV   (Jacobi,  Fund.  S.  184) 

O)  1 

77  (4-  —  1 )  jr~  "2"  ^.s)  ==   /  tl^  (x)  x'2~^  dx  -\-    \  ip  ( —  j  x'^i~  dx 

\  0 

1 

+  i  /  (  ''f''~2~  —  a;"2"~M  c?^ 
0 

CO 

1 
Ich  setze  nun  s  =  ^  -\-  tl  und 


00 

l(^)  =  ^  —  (tt  -]-  \)  j  ^  (x)  x~  -i  cos (^  ^  log  a;)  dx 


77 

so  dass 


1 
oder  auch 

1 

Diese  Function  ist  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  endlich,  und 
lässt  sich  nach  Potenzen  von  ^^  in  eine  sehr  schnell  convergirende 
Reihe  entwickeln.  Da  für  einen  Werth  von  s,  dessen  reeller  Bestand- 
theil  grösser  als  1  ist,  log  ^s)  =  —  ^  log  (1  —  p~ ')  endlich  bleibt 
und  von  den  Logarithmen  der  übrigen  Factoren  von  |  (t)  dasselbe  gilt, 
so  kann  die  Function  ^  (t)  nur  verschwinden,  wenn  der  imaginäre 
Theil  von  t  zwischen  ^  i  und  —  ^i  liegt.  Die  Anzahl  der  Wurzeln 
von  I  (t)  =  0,  deren  reeller  Theil  zwischen  0  und  T  liegt,  ist  etwa 
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T  ,        T  T 

=^  —  loo"  —  —  — : 

2  TT  Ö    2  7E  2  TT  ' 

denn  das  Integral  /f/log  |(^)  positiv  um  den  Inbegriff  der  Wertlie 
von  t  erstreckt,  deren  imaginärer  Theil  zwischen  \i  und  —  \i  und 
deren  reeller  Theil   zwischen  0  und  T  liegt^  ist  (bis  auf  einen  Bruch- 

theil  von  der  Ordnung  der  Grösse   ^)  gleich  |Tlog^ ^  )  *5  dieses 

Integral  aber  ist  gleich  der  Anzahl  der  in  diesem  Gebiet  liegenden 
Wurzeln  von  |(^)  =  0,  multiplicirt  mit  ^ni.  Man  findet  nun  in  der  That 
etwa  so  viel  reelle  Wurzeln  innerhalb  dieser  Grenzen,  und  es  ist  sehr 
wahrscheinlich,  dass  alle  Wurzeln  reell  sind.  Hiervon  wäre  allerdings 
ein  strenger  Beweis  zu  wünschen;  ich  habe  indess  die  Aufsuchung 
desselben  nach  einigen  flüchtigen  vergeblichen  Versuchen  vorläufig  bei 
Seite  gelassen,  da  er  für  den  nächsten  Zweck  meiner  Untersuchung 
entbehrlich  schien. 

Bezeichnet  man  durch  a  jede  Wurzel  der  Gleichung  |  (a)  =  0,  so 
kann  man  log  |  (^)  durch 


^l^g(l-^)+^«g^(^) 


ausdrücken;    denn   da   die    Dichtigkeit   der   Wurzeln  von   der   Grösse  t 

mit  t  nur  wie  log  —  wächst,  so  convergirt  die'ser  Ausdruck  und  wird 

für  ein  unendliches  t  nur  unendlich  wie  t\o^t\  er  unterscheidet  sich 
also  von  log  |  {ß)  um  eine  Function  von  tt,  die  für  ein  endliches  t 
stetig  und  endlich  bleibt  und  mit  tt  dividirt  für  ein  unendliches  t  un- 
endlich klein  wird.  Dieser  Unterschied  ist  folglich  eine  Constante, 
deren  Werth  durch  Einsetzung  von  t  =  0  bestimmt  werden  kann. 

Mit  diesen  Hülfsmitteln  lässt  sich  nun  die  Anzahl  der  Primzahlen, 
die  kleiner  als  x  sind,  bestimmen. 

Es  sei  F{x),  wenn  x  nicht  gerade  einer  Primzahl  gleich  ist,  gleich 
dieser  Anzahl,  wenn  aber  x  eine  Primzahl  ist,  um  ^  grösser,  so  dass 
für  ein  x,  bei  welchem  F{x)  sich  sprungweise  ändert, 

F{^)  =  ^<''  +  °>  +  ^'"-^. 

Ersetzt  man  nun  in 

^      loge(s)  =  —  2: log  (1  — p-O  =  :^p-'  +  \^p-''  +  ^Ep-'^  H 

00  cc 

p~^  durch   s    I  x~^~^dx,  p~^«  durch  s  1  x~^~^dx,  .  .  ., 
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SO  erhält  man 

log  f  0 


j  f{x)x-''-^dx, 


wenn  man 


Fix)  +  i  Fix"^)  +  i  i^(a;i)  +  . . . 
durch  /"(a;)  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  ist  gültig  für  jeden  complexen  Werth  a  -\- hi  von 
s,  wenn  a  >  1.     Wenn  aber  in  diesem  Umfange  die  Gleichung 

CO 

g{s)  ==   I  Ji(x)  x~'d  log  X 

0 

gilt,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Satzes  die  Function  h 
durch  die  Function  g  ausdrücken.  Die  Gleichung  zerfällt,  wenn  h(x) 
reell  ist  und 

g(a  +  hi)=g,Q))  +  igA^), 
in  die  beiden  folgenden: 

g^ij))  =  /  h{x)x~''  cos  (b  log  x)  d  log  x, 

0 

00 

^^2(^)  "^  —  ^  \  ^^C^)^""  sin  (h  log  x)  d  log  x. 

0 

Wenn  man  beide  Gleichungen  mit 

('cos  (&  log  y)  -\-  i  sin  (h  log  ?/))  fZ& 

multiplicirt  und  von  —  oo  bis  -}-  ^^  integrirt,  so  erhält  man  in  beiden 
auf  der  rechten  Seite  nach  dem  Fourier'schen  Satze  nh{y)y~'^,  also, 
wenn  man  beide  Gleichungen  addirt  und  mit  iy^  multiplicirt 

2nih{y)  =  j  g{s)y'ds, 

a  —  CO  i 

worin  die  Integration  so  auszuführen  ist,  dass  der  reelle  Theil  von  s 
constant  bleibt. 

Das  Integral  stellt  für  einen  Werth  von  y,  bei  welchem  eine 
sprungweise  Aenderung  der  Function  h^y)  stattfindet,  den  Mittelwerth 
aus  den  Werthen  der  Function  h  zu  beiden  Seiten  des  Sprunges  dar. 
Bei  der  hier  vorausgesetzten  Bestimmungsweise  der  Function  f{x) 
besitzt  diese  dieselbe  Eigenschaft,  und  man  hat  daher  völlig  allgemein 
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a —  CO  i 

Für  log  %  kann  man  nun  den  früher  gefundenen  Ausdruck 
|log;r-  log(s-l)  -  log  77(1)  +  ^^  log  (l  +  ^^^)  +  log^(O) 

substituiren;  die  Integrale  der  einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks 
würden  aber  dann  ins  Unendliche  ausgedehnt  nicht  convergiren,  wes- 
halb es  zweckmässig  ist,  die  Gleichung  vorher  durch  partielle  Inte- 
gration in 

a  -j-  CO  ( 

f(x)  = = —        /  ^  ^s^g 

'  ^  ■'  27ci  log  X   tJ  ds 

a  —  00  ! 

umzuformen. 
Da 

-  log  n(|)  =  lim  (2"  log  (1  +  ~)-^  log  .«), 
für  m  =  00,  also 


-2 


ds  ^1  ds  ' 

1 


so  erhalten  dann  sämmtliche  Glieder  des  Ausdruckes  für  f{x)  mit  Aus- 
nahme von 

a  -j-  CO  i  « 


die  Form 

a-\-  <o  i 


+  ^7—.  1 /  -^ -1 x'ds. 

—  2^r^  log  .r    «-/  ds 

a  —  00  t 

Nun  ist  aber 


dß  {ß-s)ß' 

und,  wenn  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  der  reelle  Theil  von  ß  ist, 

a-{-  00  i 


1    f    xhis    x^ r  «_i  7 


2 

a  —  00  ( 
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oder 

0 

je  nachdem  der  reelle  Theil  von  ß  negativ  oder  positiv  ist.     Man  bat 
dalier 

2  Tri  log  X    '-^  ds 

a  —  cc 
n 

a  —  CO  / 

X 

=    I    -j dx  +  const.  im  ersten 

J      log  .r 


n  -j-  CO  ( 


und 


X 

=    /    -j cLr  -4-  const.  im   zweiten  Falle. 

J      log  X 


Im  ersten  Falle  bestimmt  sieb  die  lutegrationsconstante,  wenn 
man  den  reellen  Tbeil  von  ß  negativ  unendlich  werden  lässt;  im 
zweiten  Falle  erhält  das  Integral  von  0  bis  :/;  um  27ii  verschiedene 
Werthe,  je  nachdem  die  Integration  durch  complexe  Werthe  mit  posi- 
tivem oder  negativem  Arcus  geschieht,  und  wird,  auf  jenem  Wege  ge- 
nommen, unendlich  klein,  wenn  der  Coefficient  von  i  in  dem  Werthe 
von  ß  positiv  unendlich  wird,  auf  letzterem  aber,  wenn  dieser  Coef- 
ficient negativ  unendlich  wird.    Hieraus  ergiebt  sich,  wie  auf  der  linken 

Seite  log  (l  — ^j  zu   bestimmen   ist,   damit    die  Integrationsconstante 

wegfällt. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  von  f(x)  er- 
halt man 

fix)  =  Xi,(.r)  -  Z"  (Li  (a;*  +  "')  +  Li  (x^'"')) 


CO 


wenn  in  Z"  für  a  sämmtliche  positiven  (oder  einen  positiven  reellen 
Theil  enthaltenden)  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (a)  =  0,  ihrer  Grösse 
nach  geordnet,  gesetzt  werden.  Es  lässt  sich,  mit  Hülfe  einer  ge- 
naueren Discussion  der  Function  |,  leicht  zeigen,  dass  bei  dieser  An- 
ordnung der  Wertli  der  Keihe 
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Z  {Li  {x^'^"')  +  Li  (a'^""'))  log  '^ 
mit  dem  Grenzwerth,  gegen  welchen 


2  TT  ^    ,  / 


°\;4^iog(i+(i^«!) 

x^ds 


ds 

a  —  hi 

bei  unaufhörlichem  Wachsen  der  Grösse  }j  convergirt,  übereinstimmt; 
durch  veränderte  Anordnung  aber  würde  sie  jeden  beliebigen  reellen 
Werth  erhalten  können. 

Aus  fix)  findet  sich  Fix)  mittelst  der  durch  Umkehrung  der 
Relation 

fix)^E\FixS 

sich  ergebenden  Gleichung 

1 

Fix)  =  2:i-\r^f'^). 

worin  für  m  der  Reihe  nach  die  durch  kein  Quadrat  "ausser  1  theil- 
baren  Zahlen  zu  setzen  sind  und  \i  die  Anzahl  der  Primfactoren  von 
m  bezeichnet. 

Beschränkt  man  Z""  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern,  so  giebt 
die  Derivirte  des  Ausdrucks  für  /"(.r)  oder,  bis  auf  einen  mit  wachsen- 
dem X  sehr  schnell  abnehmenden  Theil, 

1      _  22;«  ^^^  ^"  ^°°  "^'^  ''■"  ' 


log  X  log  a- 

einen  angenäherten  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  -|- 
der  halben  Dichtigkeit  der  Primzahlquadrate  -[-  \  von  der  Dichtigkeit 
der  Primzahlcuben  u.  s''.  w.  von  der  Grösse  x. 

Die  bekannte  Näherungsformel  Fix)  =  Li  ix)  ist  also  nur  bis 
auf  Grössen  von  der  Ordnung  x^  richtig  und  giebt  einen  etwas  zu 
grossen  Werth;  denn  die  nicht  periodischen  Glieder  in  dem  Ausdrucke 
von  F{x)  sind,  von  Grössen,  die  mit  x  nicht  in's  Unendliche  wachsen, 
abgesehen : 

Li  (.r)  —  1  Li  ix^)  —  i  Li  ix^)  —  i  Li  {x^)  +  l  Li  ix^) 

In  der  That  hat  sich  bef  der  von  Gauss  und  Goldschmidt  vor- 
genommenen und  bis  zu  x  =  drei  Millionen  fortgesetzten  Vergleichung 
von  Li  ix)  mit  der  Anzahl  der  Primzahlen  unter  x  diese  Anzahl  schon 
vom   ersten   Hunderttausend    an    stets   kleiner   als  Li  ix)  ergeben,   und 
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zwar  wächst  die  Differenz  unter  manchen  Schwankungen  allmählich  mit  x. 
Aber  auch  die  von  den  periodischen  Gliedern  abhängige  stellenweise 
Verdichtung  und  Verdünnung  der  Primzahlen  hat  schon  bei  den  Zäh- 
lungen die  Aufmerksamkeit  erregt,  ohne  dass  jedoch  hierin  eine  Ge- 
setzmässigkeit bemerkt  worden  wäre.  Bei  einer  etwaigen  neuen  Zäh- 
lung würde  es  interessant  sein,  den  Einfluss  der  einzelnen  in  dem 
Ausdrucke  für  die  Dichtigkeit  der  Primzahlen  enthaltenen  periodischen 
Glieder  zu  verfolgen.  Einen  regelmässigeren  Gang  als  F{x)  würde  die 
Function  f{oc)  zeigen,  welche  sich  schon  im  ersten  Hundert  sehr  deutlich 
als  mit  L  i  (x)  -f-  log  |  (o)   im  Mittel  übereinstimmend   erkennen  lässt. 


VIIL 

üeber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher 
Schwingungsweite. 

(Aus  dem  achten  Bande  der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen.    18G0.) 

Obwohl  die  Differentialgleichungen,  nach  welchen  sich  die  Be- 
wegung der  Gase  bestimmt,  längst  aufgestellt  worden  sind,  so  ist 
doch  ihre  Integration  fast  nur  für  den  Fall  ausgeführt  worden,  wenn 
die  Druckverschiedenheiten  als  unendlich  kleine  Bruchtheile  des  ganzen 
Drucks  betrachtet  werden  können,  und  man  hat  sich  bis  auf  die  neueste 
Zeit  begnügt,  nur  die  ersten  Potenzen  dieser  Bruchtheile  zu  berück- 
sichtigen. Erst  ganz  vor  Kurzem  hat  Helmholtz  auch  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  mit  in  die  Rechnung  gezogen  und  daraus  die  objective 
Entstehung  von  Combinationstönen  erklärt.  Es  lassen  sich  indess  für 
den  Fall,  dass  die  anfängliche  Bewegung  allenthalben  in  gleicher 
Richtung  stattfindet  und  in  jeder  auf  dieser  Richtung  senkrechten  Ebene 
Geschwindigkeit  und  Druck  constant  sind,  die  exacten  Differential- 
gleichungen vollständig  integriren;  und  wenn  auch  zur  Erklärung  der 
bis  jetzt  experimentell  festgestellten  Erscheinungen  die  bisherige  Be- 
handlung vollkommen  ausreicht,  so  könnten  doch,  bei  den  grossen 
Fortschritten,  welche  in  neuester  Zeit  durch  Helmholtz  auch  in  der 
experimentellen  Behandlung  akustischer  Fragen  gemacht  worden  sind, 
die  Resultate  dieser  genaueren  Rechnung  in  nicht  allzu  ferner  Zeit 
vielleicht  der  experimentellen  Forschung  einige  Anhaltspunkte  gewähren; 
und  dies  mag,  abgesehen  von  dem  theoretischen  Interesse,  welches  die 
Behandlung  nicht  linearer  partieller  Differentialgleichungen  hat,  die 
Mittheilung  derselben  rechtfertigen. 

Für  die  Abhängigkeit  des  Drucks  von  der  Dichtigkeit  würde  das 
Boyle'sche  Gesetz  vorauszusetzen  sein,  weim  die  durch  die  Druck- 
veränderungen bewirkten  Temperaturverschiedenheiten  sich  so  schnell 
ausglichen,  dass  die  Temperatur  des  Gases  als  constant  betrachtet 
werden  dürfte.  Es  ist  aber  wahrscheinlich  der  Wärmeaustausch  ganz 
zu  vernachlässigen,  und  man   muss  daher  für  diese  Abhängigkeit  das 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  10 
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Gesetz  zu  Grunde  legen  ^  nach  welcliem  sich  der  Druck  des  Gases  mit 
der  Dichtigkeit  ändert^  wenn  es  keine  Wärme  aufnimmt  oder  abgiebt. 
Nach  dem  Boyle'schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  ist,  wenn 
V  das  Volumen  der  Gewichtseinheit,  |)  den  Druck  und  T  die  Tem- 
peratur von  —  273''C  an  gerechnet  bezeichnet, 

log  j)  -|-  log  V  ==  log  T  -{-  const. 

Betrachten  wir  hier  T  als  Function  von  j)  und  v  und  nennen  die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Drucke  c,  bei  constantem  Volumen  c, 
beide  auf  die  Gewichtseinheit  bezogen,  so  wird  von  dieser  Gewichts- 
einheit, wenn  p  und  v  sich  um  dp  und  dv  ändern,   die  Wärmemenge 

c  ir-  dv  -j-  c  IS-  dp 

dv  '         dp     '■ 

oder,  da  -5-,    —  =  -q^t^ —  =  1?  * 

'  0  log  V  c  log  p  ' 

T  (c  d  log  V  ■\-  c  d  log  p) 
aufgenommen.     Wenn  daher  keine  Wärmeaufnahme  stattfindet,   so  ist 
d\ogp  = 7-  fHog  f ,  und  also,   wenn  man  mit  Poisson  annimmt, 

dass    das    Verhältniss    der    beiden    specifischen   Wärmen  -r  =  h   von 
Temperatur  und  Druck  unabhängig  ist, 

log  p)  =  —  Je  log  V  -f"  const. 

Nach  neueren  Versuchen  von  Regnault,  Joule  und  W.  Thomson 
sind  diese  Gesetze  für  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Wasserstoff'  und  deren 
Gemenge  unter  allen  darstellbaren  Drucken  und  Temperaturen  wahr- 
scheinlich sehr  nahe  gültig. 

Durch  Regnault  ist  für  diese  Gase  eine  sehr  nahe  Anschmiegung 
an  das  Boyle'sche  und  Gay-Lussacsche  Gesetz  und  die  Unabhängig- 
keit der  specifischen  Wärme  c  von  Temperatur  und  Druck  festgestellt 
worden. 

Für  atmosphärische  Luft  fand  Regnault 

zwischen  —     30^0  und  +     10«C     c  =  0,2377 
„         -f     10«C     „     +   lOO^C     c  =  0,2379 
„         -f  100"C     „     +  2150c     c  =  0,2376. 
Ebenso  ergab  sich  für  Drucke  von  1  bis  10  Atmosphären  kein  merk- 
licher Unterschied  der  specifischen  Wärme. 

Nach  Versuchen  von  Regnault  und  Joule  scheint  ferner  für 
diese  Gase  die  von  Clausius  adoptirte  Annahme  Mayer's  sehr  nahe 
richtig  zu  sein,  dass  ein  bei  constanter  Temperatur  sich  ausdehnendes 
Gas  nur  so  viel  Wärme   aufnimmt,    als   zur  Erzeugung  der  äusseren 
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'Arbeit  erforderlich  ist,  Wenu  das  Volumen  des  Gases  sich  um  dv 
ändert,  während  die  Temperatur  constant  bleibt,  so  ist  fZlog^;  =  —  dlo^v, 
die  aufgenommene  Wärmemeng-e  T  (c  —  c)  d  log  v,  die  geleistete  Arbeit 
pdv.  Diese  Hypothese  giebt  daher,  wenn  A  das  mechanische  Aequi- 
valent  der  Wärme  bezeichnet, 

AT  (c  —  c)  d  log  V  =  j;^tJ 
oder 

,   pv 

C  —  C      =    jy,, 

also  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig. 

c 
Hienach  ist  auch  A;  =  -r  von  Druck  und  Temperatur  unabhängig 

und  ergiebt  sich,  wenn  c  =  0,237733,  A  nach  Joule  =  424,55  Kilogr. 

100*^0 
met.  und,  für  die  Temperatur  0*^0  oder  T  =  ^        ,  pv  nach  Regnault 

=  799()'^,267  angenommen  wird,  gleich  1,4101.  Die  Schallgeschwindig- 
keit in  trockner  Luft  von  0*^0  beträgt  in  der  Secunde 


l/7990'",267 .  9^8088  h 

und  würde  also  mit  diesem  Werthe  von  h  gleich  332°*,440  gefunden 
werden,  während  die  beiden  vollständigsten  Versuchsreihen  von  Moll 
und  van  Beck  dafür,  einzeln  berechnet,  332™,528  und  331^,867,  ver- 
einigt 332'",271  geben  und  die  Versuche  von  Martins  und  A.  Bravais 
nach  ihrer  eignen  Berechnung  332™,37. 


1. 

Fürs  erste  ist  es  nicht  nöthig  über  die  Abhängigkeit  des  Drucks 
von  der  Dichtigkeit  eine  bestimmte  Voraussetzung  zu  machen;  wir 
nehmen  daher  an,  dass  bei  der  Dichtigkeit  q  der  Druck  <5d(())  sei,  und 
lassen  die  Function  (p  vorläufig  noch  unbestimmt. 

Man  denke  sich  nun  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  s  eingeführt, 
die  oc-Kne  in  der  Richtung  der  Bewegung,  und  bezeichne  durch  q  die 
Dichtigkeit,  durch  p  den  Druck,  durch  u  die  Geschwindigkeit  für  die 
Coordinate  x  zur  Zeit  t  und  durch  a  ein  Element  der  Ebene,  deren 
Coordinate  x  ist. 

Der  Inhalt  des  auf  dem  Element  w  stehenden  geraden  Cylinders 
von  der  Höhe  dx  ist  dann  codx,  die  in  ihm  enthaltene  Masse  co^dx. 
Die   Aenderung  dieser   Masse   während   des   Zeitelements    dt   oder    die 

Grösse  «  ^  dt  dx  bestimmt  sich  durch  die  in  ihn  einströmende  Masse, 

et 

welche  ==  ~   a  -^  dx  dt  gefunden   wird.     Ihre   Beschleunigung  ist 

10=^ 
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du  j^       dl 


+  H  Ö-:  uH(^   tlie   Kraft,   welche   sie  in   der  Richtung  der  positiven 


dt 


x-Axe  forttreibt,  =  —  ^r~,  ^  (^■"^  =  —  9''(?)  ~.  ^  ^^^^  wenn  cp' (q)  die 

Derivirte  von  (p{Q)  bezeichnet.     Man  hat  daher  für  q  und  i(  die  beiden 
Differentialgleichungen 

dgti         ^        /du     ,        du\  ,  ^  -.   dg       ■, 

=  -  -d^  ''''^^  (jt+''ji)  --  "P  (^)  d7.  '^^^^^ 

du    ,         du  '/  \  d  log  Q 

-dt  +  ''d^=  -  "P^^^  -g77- 

und  ^-^  +  n  ^-^^  -  -   1^. 

dt        '  dx  dx 

Wenn  man  die  zweite  Gleichung,  mit  +  ^/^'(p)  multiplicirt,  zur  ersteren 
addirt  und  zur  Abkürzung 

(1)  S^fV^  ^  log  p  =  f(yQ)  und 

(2)  fi^Q)  +  n  =  2r,  /Y(>)  -  w  =  2s 
setzt,  so  erhalten  diese  Gleichungen  die  einfachere  Gestalt 

(3)  li  =  -  (*^  +  V<P{9))  J-^^Tt^-  (^^  — l/^'(?))  1^' 

worin  «  und  ^  durch  die  Gleichungen  (2)   bestimmte  Functionen  von 
r  und  8  sind.     Aus  ihnen  folgt 


(4)  df  =  ~{dx  —  (w  +  y(p\Q))dt) 

(5)  ds  =  ^^  {dx  —   («  —  y'(3p'(()))<:?^). 

Unter  der  in  der  Wirklichkeit  immer  zutreffenden  Voraussetzung^ 
dass  fp  (q)  positiv  ist,  besagen  diese  Gleichungen,  dass  r  constant 
bleibt,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert,  dass  dx  =  (u  -\-  y  (p  {Q))dt, 
und  s  constant  bleibt,  wenn  x  sich  mit  t  so  ändert,  dass 
dx  =  {u  —  y(p'{Q))dt  ist. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  oder  von  fiß)  -\-  u  rückt  daher  zu 

grösseren  Werthen  von  x  mit  der  Geschwindigkeit  y (p' {q)  -{-  u  fort, 
ein  bestimmter  Werth  von  s  oder  von  /"(p)  —  «  zu  kleineren  Werthen 
von  X  mit  der  Geschwindigkeit  ]/  q)  {q)  —  u. 

Ein  bestimmter  Werth  von  r  wird  also  nach  und  nach  mit  jedem 
vor  ihm  stattfindenden  Werthe  von  s  zusammentreffen,  und  die  Ge- 
schwindigkeit seines  Fortrückens  wird  in  jedem  Augenblicke  von  dem 
Werthe  von  s  abhängen,  mit  welchem  er  zusammentrifft. 
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Die  Analysis  bietet  nun  zunächst  die  Mittel,  die  Frage  zu  be- 
antworten, wo  und  wann  ein  VVerth  /  von  r  einem  vor  ihm  befind- 
lichen Werthe  s  von  s  begegnet,  d.  h.  x  und  t  als  Functionen  von  r 
und  s  zu  bestimmen.  In  der  That  wenn  man  in  den  Gleichungen  (3) 
des  vor.  Art.  r  und  s  als  unabhängige  Variable  einführt,  so  gehen 
diese  Gleichungen  in  lineare  Differentialgleichungen  für  x  und  t  über 
und  lassen  sich  also  nach  bekannten  Methoden  integriren.  Um  die  Zurück- 
fuhr ung  der  Differentialgleichungen  auf  eine  lineare  zu  bewirken^  ist 
es  am  zweckmässigsteu,  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  des  vorigen  Art. 
in  die  Form  zu  setzen: 

(1)      '"■  =  f^.  {'' ^- - (« +  i'^'W)  0  +  [<''■  ('^0^  +  1)    . 


/rflogV<p'(p> 


1  u 


Man  erhält   dann,  wenn   man  s  und  r  als   unabhängige  Variable 
betrachtet,  für  x  und  t  die  beiden  linearen  Differentialgleichungen: 

C  {X  —  {U  -f  |/qo'(9))  ^!^     ^  _  ^  /d  logycp'JQ)    -|^\ 


ds  {       d  log  ß 

c  (x  —  (u  —  ycp'ig))  t)  (ä  log  y^)'{q) 


\       f?  log  ?  / 


In  Folge  derselben  ist 

(3)  {x  —  {ii  4"  y^i^Q) )  ^)  (l'r  ~  (x  ~  (ii  —  yfpiQ) )  t\  ds 

ein  vollständiges  Differential,  dessen  Integral,  fc,  der  Gleichung 
1^  _  _  ^  /ü^yVC^I  _  A  _  ,,  (^  4_  ^"- 

(7rcs  \       d  log  9  y  \  rr     ' 

genügt,  worin  m  =  -,^  ,  ,,  ,   (      ^°  ^^  ^^'  —  1 )      also    eine    Function 

von  r  +  s  ist.    Setzt  man  /"(p)  ^=  y  -\-  $  =^  6,  so  wird  ]/  <)p'(())  =  -y\ > 

d  lo-  ^ 
folglich  »i  = 


rfff 


2        fZff     • 
Bei  der  Poissonschen  Annahme  q){Q)  =  «a^)^'  wird 

k  —  l 

la]/k 


fi^)  =  JITY  9    "    +  const. 
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und,  wenn  man  für  die  willkürliche  Constante  den  Werth  Null  wählt, 


ycp  (q)  +  /(  =  -^-  r  +  -y-  s,   Ycp  (q)  —  u  =  -^—  }•  +  -^ 


s 


^   /-. 1_\    1    ^ Jö—'6     _ 

^''  [t         l-i)    a  2(A:-l)(r  +  6)- 

Unter  Voraussetzung  des  Boyle'schen  Gesetzes  (p{Q)  =  (tag  erhält  man 

f[Q)  =  a  log  Q 


V¥{Q)  +  w  =  r  —  s  -f-  «,  yfp'  {q)  —  u  =  s  —  r  -{-  a 

1 

7)1    =    —    -— 
2  a 

Werthe,  die  aus  den  obigen  üiessen,  wenn  man  f(Q)  um  die  Constante 
-,         ,  also  r  und  s  um  ,  vermindert  und  dann  Z;  ^=  1  setzt. 

fC  —  1  rC 1 

Die  Einführung  von  r  und  s  als  unabhängig  veränderlichen  Grössen 
ist  indess  nur  möglich,  wenn  die  Determinante  dieser  Functionen  von 

X  und  t,  welche  =  2]/9)'(p)  ^-j;  ö— ,  nicht  verschwindet,  also  nur,  wenn 

7^-  und  ^—  beide  von  Null  verschieden  sind. 

ex  ex 

Wenn  7r-:  =  U  ist,  ergiebt  sich  aus  (l)(/r  =  0  undaus  (2)x — (u — ycp'^Qyjt 

=  einer  Function  von  s.  Es  ist  folglich  auch  dann  der  Ausdruck  (3) 
ein  vollständiges  Differential ,  und  es  wird  iv  eine  blosse  Function 
von  s. 

Aus    ähnlichen    Gründen    werden,    wenn   t^—  =  0  ist,   i^   auch  in 

Bezug  auf  f  constant,  x — (u -\- y  (p\q))  t  und  iv  Functionen  von  /'. 

Wenn  endlich  >.—  und  t^  beide  =  0   sind,    so    werden  in  Folge 

ex  e  X  '  ° 

der  Differentialgleichungen  >•,  s  und  to  Constanten. 


Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  muss  nun  zunächst  iv  als  Function  von 
r  und  s  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differentialgleichung 

/-.N  d'Hc  (exv     .     dic\  ri 

^  ^  dres  \cr'esj 

und  den  Anfangsbedingungen  genügt,  wodurch  sie  bis  auf  eine  Con- 
stante, die  ihr  offenbar  willkürlich  hinzugefügt  werden  kann,  be- 
stimmt ist. 

Wo  und  wann  ein  bestimmter  Werth  von  r  mit  einem  bestimmten 
Werthe  von  s  zusammentrifft,  ergiebt  sich  dann  aus  der  Gleichung 
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(2)  {x  —  (ii  +  'Vcp'iQ) )  t)  dr  —{x~  {u  —  V(p'{q)  )t)ds  =  div; 

lind  hierauf  findet  man  schliesslich  u  und  q  als  Functionen  von  ./:  und 
t  durch  Hinzuziehung  der  Gleichungen 

(3)  f{Q)  +  n  =  2r,  fiQ)  -u  =  2s. 

In  der  That  folgen,  wenn  nicht   etwa  in  einer  endlichen  Strecke 
dr    oder   ds   Null    und    folglich   r   oder   s   constant    ist,    aus    (2)    die 

Gleichungen 

dio 


(4)  x-{^n  +  -Vcp'{Q))t  = 


(5)  X—  {u  —  'V(p\Q))t  =  —  ~ 

durch  deren  Verbindung  mit  (3)  man  u  und  q  in  x  und  t  ausgedrückt 
erhält. 

Wenn  aber  r  anfangs  in  einer  endlichen  Strecke  denselben  Werth 
/  hat,  so  rückt  diese  Strecke  allmählich  zu  grösseren  Werthen  von  x 
fort.  Innerhalb  dieses  Gebietes,  wo  r  =  r,  kann  man  dann  aus  der 
Gleichung  (2)  den  Werth  von  x  —  {u  +  V(p'{q)  )  i  nicht  ableiten ,  da 
dr  =  0;  und  in  der  That  lässt  die  Frage,  wo  und  wann  dieser  Werth 
/  einem  bestimmten  AVerthe  von  s  begegnet,  dann  keine  bestimmte 
Antwort  zu.  Die  Gleichung  (4)  gilt  dann  nur  an  den  Grenzen  dieses 
Gebietes  und  giebt  au,  zwischen  welchen  Werthen  von  x  zu  einer 
bestimmten  Zeit  der  constante  Werth  r'  von  r  stattfindet,  oder  auch, 
während  welches  Zeitraums  r  an  einer  bestimmten  Stelle  diesen  Werth 
behält.  Zwischen  diesen  Grenzen  bestimmen  sich  u  und  q  als  Func- 
tionen von  X  und  t  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5).  Auf  ähnlichem 
Wege  findet  man  diese  Functionen,  wenn  s  den  Werth  s  in  einem 
endlichen  Gebiete  besitzt,  während  r  veränderlich  ist,  sowie  auch  wenn 
r  und  s  beide  constant  sind.  In  letzterem  Falle  nehmen  sie  zwischen 
gewissen  durch  (4)  und  (5)  bestimmten  Grenzen  constante  aus  (3) 
fliessende  Werthe  an. 


Bevor  wir  die  Integration  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  in  An- 
grifi"  nehmen,  scheint  es  zweckmässig,  einige  Erörterungen  vorauf- 
zuschicken, welche  die  Ausführung  dieser  Integration  nicht  voraus- 
setzen. Ueber  die  Function  95  (q)  ist  daJjei  nur  die  Annahme  nöthig,  dass 
ihre  Derivirte  bei  wachsendem  q  nicht  abnimmt,  was  in  der  Wirklich- 
keit gewiss  immer  der  Fall  ist;  und  wir  bemerken  gleich  hier,  was 
im  folgenden  Art.  mehrfach  angewandt  werden  wird,  dass  dann 
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^MZL^-^JP^  =    L'(cc^^  +  d  -  cc)  qS)  da, 

wenn  nur  eine  der  Grössen  q^  und  (j^  sich  ändert,  entweder  constant 
bleibt  oder  mit  dieser  Grösse  zugleich  wächst  und  abnimmt,  woraus 
zugleich  folgt,  dass  der  Wertli  dieses  Ausdrucks  stets  zwischen  ^^'(Pi) 
und  cp'{Q.^)  liegt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung auf  ein  endliches  durch  die  Ungleichheiten  «<,«<& 
begrenztes  Gebiet  beschränkt  ist,  *so  dass  ausserhalb  desselben  u  und 
Q  und  folglich  auch  r  und  s  constant  sind;  die  Werthe  dieser  Grössen 
für  X  <i  a  mögen  durch  Anhängung  des  Index  1,  für  a:  >  &  durch  den 
Index  2  bezeichnet  werden.  Das  Gebiet,  in  welchem  r  veränderlich 
ist,    bewegt    sich    nach   Art.    1    allmählich   vorwärts   und    zw^r    seine 

hintere  Grenze  mit  der  Geschwindigkeit  1/9d'(?i)  ~\~  %;  Avährend  die 
vordere  Grenze  des  Gebiets,  in  Avelchem  s  veränderlich  ist,  mit  der 
Geschwindigkeit  ]/9''(P2)  —  '^h  rückwärts  geht.     Nach  Verlauf  der  Zeit 

b  —  a 


iV  (Pl)  +  Vf'  (92)  +  «1    —    «2 

fallen  daher  beide  Gebiete  auseinander,  und  zwischen  ihnen  bildet  sich 
ein  Raum,  in  welchem  s  =  S2  und  r  =  r^  ist  und  folglich  die  Gas- 
theilchen  wieder  im  Gleichgewicht  sind.  Von  der  anfangs  erschütterten 
Stelle  gehen  also  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende 
Wellen  aus.  In  der  vorwärtsgehenden  ist  s  =  Sä",  es  ist  daher  mit 
einem  bestimmten  Werthe  q  der  Dichtigkeit  stets  die  Geschwindigkeit 
u  ==  f{Q)  —  2s2  verbunden,  und  beide  Werthe  rücken  mit  der  con- 
stanten  Geschwindigkeit 


vorwärts.  In  der  rückwärtslaufenden  ist  dagegen  mit  der  Dichtigkeit 
Q  die  Geschwindigkeit  —  /'(p)  -j-  2t\  verbunden,  und  diese  beiden 
Werthe  bewegen  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Ycp'^Q)  +  f{Q)  —  2r^ 
rückwärts.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  für  grössere  Dichtig- 
keiten eine  grössere,  da  sowohl  Ycp'^g),  als  /'(())  mit  q  zugleich  wächst. 
Denkt  man  sich  q  als  Ordinate  einer  Curve  für  die  Abscisse  x, 
so  bewegt  sich  jeder  Punkt  dieser  Curve  jjarallel  der  Abscissenaxe  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fort  und  zwar  mit  desto  grösserer,  je  grösser 
seine  Ordinate  ist.  Man  bemerkt  leicht,  dass  bei  diesem  Gesetze  Punkte 
mit  grösseren  Ordinateu  schliesslich  voraufgehende  Punkte  mit  kleinereu 
Ordinaten  überholen  würden,  so  dass  zu  einem  Werthe  von  x  mehr 
als  ein  Werth   von  q  gehören   würde.     Da  nun  dieses  in  Wirklichkeit 
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nicht  stattfinden  kann,  so  muss  ein  Umstand  eintreten,  wodurch  dieses 
Gesetz  ungültig  wird.  In  der  That  liegt  nun  der  Herleitung  der 
Differentialgleichungen  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  ti  und  q 
stetige  Functionen  von  x  sind  und  endliche  Derivirten  haben;  diese 
Voraussetzung  hört  aber  auf  erfüllt  zu  sein,  sobald  in  irgend  einem 
Punkte  die  Dichtigkeitscurve  senkrecht  zur  Abscissenaxe  wird,  und  von 
diesem  Augenblicke  an  tritt  in  dieser  Curve  eine  Discontinuität  ein, 
so  dass  ein  grösserer  Werth  von  q  einem  kleineren  unmittelbar  nach- 
folgt; ein  Fall,  der  im  nächsten  Art.  erörtert  werden  wird. 

Die  Verdichtungs wellen,  d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  welchen 
die  Dichtigkeit  in  der  Fortpflanzungsrichtung  abnimmt,  werden  dem- 
nach bei  ihrem  Fortschreiten  immer  schmäler  und  gehen  schliesslich 
in  Verdichtungsstösse  über;  die  Breite  der  Verdünnungswellen  aber 
wächst  beständig  der  Zeit  proportional. 

Es  lässt  sich,  wenigstens  unter  Voraussetzung  des  Poisson'schen 
(oder  Boyle' sehen)  Gesetzes,  leicht  zeigen,  dass  auch  dann,  wenn  die 
anfängliche  Gleichgewichtsstörung  nicht  auf  ein  endliches  Gebiet  be- 
schränkt ist,  sich  stets,  von  ganz  besonderen  Fällen  abgesehen,  im  Laufe 
der  Bewegung  Verdichtungsstösse  bilden  müssen.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  ein  Werth  von  r  vorwärts  rückt,  ist  bei  dieser  Annahme 

Ä:  4- 1        ,    k  —  3 

grössere  Werthe  werden  sich  also  durchschnittlich  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit bewegen,  und  ein  grösserer  Werth  /  wird  einen  vorauf- 
gehenden kleineren  Werth  r"  schliesslich  einholen  müssen,  wenn  nicht 
der  mit  r"  zusammentreffende  Werth  von  s  durchschnittlich  um 

kleiner  ist,  als  der \ gleichzeitig  mit  /  zusammentreffende.  In  diesem 
Falle  würde  s  für  ein  positiv  unendliches  x  negativ  unendlich  werden, 
und  also  für  x  =  -\-  oo  die  Geschwindigkeit  u  =  ~\-  oc  (oder  auch 
statt  dessen  beim  Boyle'schen  Gesetz  die  Dichtigkeit  unendlich  klein) 
werden.  Von  speciellen  Fällen  abgesehen  Avird  also  immer  der  Fall 
eintreten  müssen,  dass  ein  um  eine  endliche  Grösse  grösserer  Werth 
von  r  einem  kleineren  unmittelbar  nachfolgt;  es  werden  folglich,  durch 

ein  Unendlichwerden  von  k— ,  die  Differentialgleichungen  ihre  Gültig- 
keit verlieren  und  vorwärtslaufende  Verdichtungsstösse  entstehen  müssen. 

ds 
Ebenso  werden  fast  immer,  indem  ^  unendlich  wird,  rückwärtslaufende 

Verdichtungsstösse  sich  bilden. 
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Zur   Bestimmung    der   Zeiten    und    Orte,    für    welche   75—  oder  75^ 

"  '  ex  öx 

unendlich  wird  und  plötzliche  Verdichtungen  ihren  Anfang  nehmen, 
erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  Art.  2.,  wenn  man 
darin  die  Function  tv  einführt, 


X  \Cf^     '      \       ä  log  Q  '   J 

(       c^  /d  log  Ycp'JQ)     , 

\        cs^  \      d  log  Q        "' 


Wir  müssen  nun,  da  sich  plötzliche  Verdichtungen  fast  immer 
einstellen,  auch  wenn  sich  Dichtigkeit  und  Geschwindigkeit  anfangs 
allenthalben  stetig  ändern,  die  Gesetze  für  das  Fortschreiten  von  Ver- 
dichtungsstössen  aufsuchen. 

Wir  nehmen  an,  dass  zur  Zeit  t  für  x  =  l  eine  sprungweise 
Aenderung  von  u  und  q  stattfinde,  und  bezeichnen  die  Werthe  dieser 
und  der  von  ihnen  abhängigen  Grössen  für  a?  ==  |  - —  0  durch  An- 
hängung des  Index  1  und  für  x  =^  i,  -\-  0  durch  den  Index  2;  die 
relativen  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  das  Gas  sich  gegen  die  Un- 

stetigkeitsstelle  bewegt,  u^  —  -^j,  u^  —  -jr ,   mögen   durch    i\  und  i?^ 

bezeichnet  werden.  Die  Masse,  welche  durch  ein  Element  co  der  Ebene, 
wo  X  =  I,  im  Zeitelement  ät  in  positiver  Richtung  hindurchgeht,  ist 
dann  =  i\  Q^co(lt  =  v.^  Q2G)dt-^  die  ihr  eingedrückte  Kraft  {(p(Qi)  —  ^{92) )  adt 
und  der  dadurch  bewirkte  Zuwachs  an  Geschwindigkeit  v^  —  Vy]  man 
hat  daher 

(w{q^  —  9'((>2))  ^^^^  =  (^2  —  "^'i)  '1  Qi^il^  und  i\  Q^  =  v^  Q27 
woraus  folgt  v,  =  +  t/^  ^ilzL^    also 


Qi    9^{Qi)  —  ^iQi) 


(1)  41  =  tf,  +  V-  ''^'^^-''^'^^  =  U.,  +  1/ 

^  -'  dt  ^  —   r     Pi       Q1—Q2  ^    P2        Qi—  Q2 

Für  einen  Verdichtungsstoss  muss  Q2  —  q^  dasselbe  Zeichen,  wie 
Vi  und  V2,  haben  und  zwar  für  einen  vorwärtslaufenden  das  nega- 
tive ,  für  einen  rückwärtslaufenden  das  positive.  Im  erstem  Falle 
gelten  die  oberen  Zeichen  und  q^  ist  grösser,  als  ^2  5  ^^  ^^t  daher,  bei 
der  zu  Anfang  des  vorigen  Artikels  gemachten  Annahme  über  die 
Function  99(5)) 

(2)  ui  +  y^x^i)  >  ^  >  «2  +  y^'M, 
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und  folglich  rückt  die  Unstetigkeitsstelle  langsamer  fort  als  die  nach- 
folgenden und  schneller  als  die  vuraufgehenden  Werthe  von  r-,  )\  und 
>-2  sind  also  in  jedem  Augenblicke  durch  die  zu  beiden  Seiten  der  Un- 
stetigkeitsstelle   geltenden  Differentialgleichungen  bestimmt.     Dasselbe 


gilt,  da  die  Werthe  von  s  sich  mit  der  Geschwindigkeit  Ycp'iQ)  —  u 
rückwärts  bewegen,  auch  für  s.^  und  folglich  für  Qj.  und  u^,  aber  nicht 

für  Sj.     Die  Werthe  von  s^  und  -j-  bestimmen  sich  aus  r^,  q.^  ^^^^^f^  f-h 

eindeutig  durch  die  Gleichungen  (1).    In  der  That  genügt  der  Gleichung 


)  — 9(92)) 


(3)  2  (,;-,■,)  =  /■(«,,)  -  /-(p,)  +  y^ii^siM^ 

'  VI  tfo 

nur  ein  Werth  von  q^-^  denn  die  rechte  Seite  nimmt,  wenn  q^  von  Q2 
an  in's  Unendliche  wächst,  jeden  positiven  Werth  nur  einmal  an,  da 
sowohl  f{Qi)  als  auch  die  beiden  Factoren 


]/^  _  y^  und  l/^Mzi^O 


2) 


in  welche  sich  das  letzte  Glied  zerlegen  lässt,  beständig  wachsen  oder 
doch  nur  der  letztere  Factor  constaut  bleibt.  Wenn  aber  q^  bestimmt 
ist,   erhält  man  durch  die   Gleichungen  (1)   offenbar  völlig  bestimmte 

Werthe  für  u-,  und  -jr. 
^  dt 

Ganz  Aehnliches   gilt  für  einen  rückwärtslaufenden  Verdichtungs- 

stoss. 

6. 

Wir  haben  eben  gefunden,  dass  in  einem  fortschreitenden  Ver- 
dichtungsstosse  zwischen  den  Werthen  von  u  und  q  zu  beiden  Seiten 
desselben  stets  die  Gleichung 

/^^  ^^  \2  ^^  (gl  —  P2)  (qp(9i)  — yfe)) 

stattfindet.  Es  fragt  sich  nun,  was  eintritt,  wenn  zu  einer  gegebenen 
Zeit  an  einer  gegebenen  Stelle  beliebig  gegebene  Unstetigkeiten  vor- 
handen sind.  Es  können  dann  von  dieser  Stelle,  je  nach  den  Werthen 
von  H^,  Ql,  iL),  Q2,  entweder  zwei  nach  entgegengesetzten  Seiten  laufende 
Verdichtungsstösse  ausgehen,  oder  ein  vorwärtslaufender,  oder  ein 
rückwärtslaufeuder,  oder  endlich  kein  Verdichtungsstoss,  so  dass  die 
Bewegung  nach  den  Differentialgleichungen  erfolgt. 

Bezeichnet  man  die  Werthe,  welche  u  und  q  hinter  oder  zwischen 
den  Verdichtungsstössen  im  ersten  Augenblicke  ihres  Fortschreitens 
annehmen,  durch  Hinzufügung  eines  Accents,   so  ist  im  ersten  Falle 


V- 

—  Ci)  (<?(?')- 

-(P{9i)) 

Q  ?i 

'{9 

—  92)  (9(9')- 

-^(Po)) 

Q  9i 

\q 

—  Pi)  (fpiQ)- 

-  «pCpi)) 

Q  Qi 

'{9' 

—  P2)  (<P(9')  - 

-g'(e.)) 
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...  -  u  =  ]A 

Wi  —  M2  =  1/ — 
(2)  ^ 

r  9  9-1 

Es  muss  also,  da  beide  Glieder  der  rechten  Seite  von  (2)  mit  q'  zu- 
gleicli  wachsen,  »j  —  it^  positiv  sein  und 

^  '        "^  eip2 

und  umgekehrt  giebt  es,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  stets 
ein  und  nur  ein  den  Gleichungen  (1)  genügendes  Werthenpaar  von  u' 
und  q'. 

Damit  der  letzte  Fall  eintritt  und  also  die  BeAvegung  sich  den 
Differentialgleichungen  gemäss  bestimmen  lässt,  ist  es  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  r^  ^  r^  und  s^  ^  So  sei,  also  ^t^^  —  u^  negativ  und 
{Ui  —  ti-iT'^  (/(Pi)  —  /'(?2))^-  Die  Werthe  i\  und  r^,  s^  und  s.,  treten 
dann ,  da  der  voraufgehende  Werth  mit  grösserer  Geschwindigkeit 
fortrückt,  im  Fortschreiten  auseinander,  so  dass  die  Unstetigkeit  ver- 
schwindet. 

Wenn  weder  die  ersteren,  noch  die  letztern  Bedingungen  erfüllt 
sind,  so  genügt  den  Anfangswerthen  Ein  Verdichtungsstoss,  und  zwar 
ein  vorwärts  oder  rückwärts  laufender,  je  nachdem  q^  grösser  oder 
kleiner  als  ^^  ist. 

In  der  That  ist  dann,  wenn  p,  >  q.^, 

2(>'i  —  ^2)  oder  f(Q^)  —  /(()o)  +  «1  —  «2 
positiv,  —  weil  (%  —  iLjy,  <  (/"(pi)  —  f(Q-2)T  — 7  ^^^^^  zugleich 


weil 


y  9i9> 

/,,  ,,  ^2  <--  (Pi  —  P2)  (y(ei)  — y(g2)'' . 


P1P2 

es  lässt  sich  also  für  die  Dichtigkeit  q'  hinter  dem  Verdichtungsstoss 
ein  der  Bedingung  (3)  des  vor.  Art.  genügender  Werth  finden  und 
dieser  ist  <  q^.  Folglich  wird,  da  s'  =  fig')  —  ^i,  S-^  ==  /'(Pi)  —  ^\, 
auch  s'^s^,  so  dass  die  Bewegung  hinter  dem  Verdichtungsstosse 
nach  den  Differentialgleichungen  erfolgen  kann. 

Der    andere    Fall,    wenn  q^  <.  Q2?  ^^^   offenbar    von    diesem   nicht 
wesentlich  verschieden. 
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Um  das  Bisherige  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erläutern,  wo 
sich  die  Bewegung  mit  den  bis  jetzt  gewonnenen  Mitteln  bestimmen 
lässt,  wollen  wir  annehmen,  dass  Druck  und  Dichtigkeit  von  einander 
nach  dem  Boyle'schen  Gesetz  abhängen  und  anfangs  Dichtigkeit  und 
Geschwindigkeit  sich  bei  x  =  0  sprungweise  ändern,  aber  zu  beiden 
Seiten  dieser  Stelle  constant  sind. 

Es  sind  dann  nach  dem  Obigen  vier  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.     Wenn  u^  —  n.,  >  0,   also   die  beiden  Gasmassen  sich  einander 

entgegen  bewegen  und  (^ —)  >   ^^'  ~  ^'-^      so  bilden  sich  zwei  ent- 

gegengesetzt  laufende  Verdichtungsstösse.     Nach  Art.  G.  (1)  ist,  wenn 

4 

"p/-^  durch  a  und  durch  0  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

u.  —  ^^.,  ^  1 


«("  +  ,•) 

.bezeichnet    wird,    die    Dichtigkeit    zwischen    den    Verdichtuugsstössen 

Q    =  QQ  yQ^Q.27  ^ii*i   iiach  Art.  5.  (1)  hat  man  für  den  vorwärtslaufeu- 
den  Verdichtungsstoss 

für  den  rückwärtslaufenden 

di  e  ,  a 

dt  ^  cc  9  ' 

* 

die  Werthe   der  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  sind  also  nach  Ver- 
lauf der  Zeit  t,  wenn 

/  6  \ 

h.'i  —  a  —)i<  ^^'  <  0<:i  +  aaQ)  t, 

n'  und  q',  für  ein  kleineres  x  «^  und  p^  und  für  ein  grösseres  IL2  und  p^- 

IL     Wenn  «^  —  it.,  <  0,  folglich  die  Gasmassen  sich  aus  einander 
bewegen,  und  zugleich 

"^  >  (log  t)  ' 
so  gehen  von  der  Grenze  nach  entgegengesetzten  Richtungen  zwei  all- 
mählich breiter  werdende  Verdünnungswellen  aus.  Nach  Art.  4.  ist 
zwischen  ihnen  r  =  »\,  s  =  s.>,  u  =  t\  —  82-  In  der  vorwärtslaufenden 
ist  8  =  82  und  X  —  (i(  -}-  a)  t  eine  Function  von  r,  deren  Werth,  aus 
den  Anfangswerthen  t  =  0,  x  =  0,  sich  =  0  findet;  für  die  rückwärts- 
laufende dagegen  hat  man  r  =  i\  und  x  —  (u  —  a)  t  =  0.  Die  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  u  und  q  ist  also,  wenn 
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.';; 


für  kleinere  Werthe  von  x  r  =^  r^  und  für  grössere  r  ==  r^*,  die  andere 
Gleichung  ist,  wenn 

{u^  —  rt)  t  <  ü-  <  (i\  —  s.  —  a)  t,  n  =  «  +  -p 

für  ein  kleineres  x  s  =  s^  und  für  ein  grösseres  s  =  s^. 

III.  Wenn  keiner  dieser  beiden  Fälle  stattfindet  und  Q^y-  Q2,  so 
entsteht  eine  rückwärtslaufende  Verdünnungswelle  und  ein  vorwärts- 
schreitender Verdichtungsstoss.  Für  letzteren  findet  sich  aus  Art.  5,  (3), 
wenn  9  die  Wurzel  der  Gleichung 

2(r, -jg  _  2ioge  +  e  —  -~ 

bezeichnet,  q    =  66^3  und  aus  Art.  5,  (1) 

_  =  ,,^  +  ae  =u   +  -• 

Nach  Verlauf  der  Zeit  t  ist  demnach  vor  dem  Verdichtungsstosse,  also 
wenn  x  >  («2  +  f'^ö)  t,  ^^  =  '^hj  9=^92^  hinter  dem  Verdichtungsstosse 
aber  hat  man  r  =  r^  und  ausserdem,  wenn 

(Wj  —  a)  t  <C  X  <C  (u  —  d)  t,  u  =  a  -\-  ^ , 

für  ein  kleineres  x  u  =  u^  und  für  ein  grösseres  u  ==  n. 

IV.  Wenn  endlich  die  beiden  ersten  Fälle  nicht  stattfinden  und 
Q^  <i  Q2,  so  ist  der  Verlauf  ganz  wie  in  III.,  nur  der  Richtung  nach 
entgegengesetzt. 


Um  unsere  Aufgabe  allgemein  zu  lösen,  muss  nach  Art.  3.  die 
Function  ^v  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  Differentialgleichung 

(^)  ms  -'''[87  + d^)-^ 

und  den  Anfangsbedingungen  genügt. 

Schlies^n  wir  den  Fall  aus,  dass  Un Stetigkeiten  eintreten,  so  sind 
offenbar  nach  Art.  1.  Ort  und  Zeit  oder  die  Werthe  von  x  und  t,  für 
welche  ein  bestimmter  Werth  r  von  r  mit  einem  bestimmten  Werthe 
s'  von  s  zusammentrifft,  völlig  bestimmt,  wenn  die  Anfangswerthe 
von  r  und  s  für  die  Strecke  zwischen  den  beiden  Werthen  r'  von  r 
und  s  von  s  gegeben  sind  und  überall  in  dem  Grössengebiet  (S), 
welches  für  jeden  Werth  von  t  die  zwischen  den  beiden  Werthen,  wo 
r  =  r  und  s  =  s,  liegenden  Werthe  von  x  umfasst,  die  Differential- 
gleichungen (3)  des  Art.  1.  erfüllt  sind.     Es   ist  also  auch  der  Werth 
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von  IV  für  r  =  r,  s  =  s  völlig  bestimmt,  wenn  w  überall  in  dem 
Grössengebiet    (S)   der    Differentialgleichung    (1)   genügt   und   für   die 

Anfangswerthe  von  r  und  s  die  Werthe  von  ^-^  und  -J^,  also,  bis  auf 

eine  additive  Constante,  auch  von  tv  gegeben  sind  und  diese  Constante 
beliebig  gewählt  worden  ist.     Denn   diese  Bedingungen   sind  mit  den 

obigen  gleichbedeutend.     Auch   folgt  aus   Art.  3.  noch,   dass  -^  zwar 

zu  beiden  Seiten  eines  Werthes  r"  von  r,  wenn  dieser  Werth  in  einer 
endlichen  Strecke  stattfindet,  verschiedene  Werthe  annimmt,  sich  aber 

allenthalben   stetig   mit   s  ändert:    ebenso    ändert   sich   ^^  mit  r,   die 

°  '  OS  ' 

Function  tv  selbst  aber  sowohl  mit  r,  als  mit  s  allenthalben  stetig. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  an  die  Lösung  un- 
serer Aufgabe  gehen,  an  die  Bestimmung  des  Werthes  von  tv  für  zwei 
beliebige  Werthe,  /  und  s',  von  r  und  5. 

Zur  Veranschauliclumg  denke  man  sich  x  und  t  als  Abscisse  und 
Ordinate  eines  Punkts  in  einer  Ebene  und  in  dieser  Ebene  die  C'urven 
gezogen,  wo  r  und  wo  s  constante  Werthe  hat.  Von  diesen  Curven 
mögen  die  ersteren  durch  (r),  die  letzteren  durch  (s)  bezeichnet  und 
in  ihnen  die  Richtung,  in  welcher  t  wächst,  als  die  positive  betrachtet 
werden.  Das  Grössengebiet  (S)  wird  dann  repräsentirt  durch  ein  Stück 
der  Ebene,  welches  begrenzt  ist  durch  die  Curve  (r),  die  Curve  (s) 
und  das  zwischen  beiden  liegende  Stück  der  Abscissenaxe,  und  es 
handelt  sich  darum,  den  Werth  von  tv  in  dem  Durchschnittspunkte 
der  beiden  ersteren  aus  den  in  letzterer  Linie  gegebeneu  Werthen  zu 
bestimmen.  Wir  wollen  die  Aufgabe  noch  etwas  verallgemeinern  und 
annehmen,  dass  das  Grössengebiet  {S),  statt  durch  diese  letztere  Linie, 
durch  eine  beliebige  Curve  c  begrenzt  werde,  welche  keine  der  Curven 
(r)  und  (s)  mehr  als  einmal  schneidet,    und  dass  für  die  dieser  Curve 

angehörigen  Werthenpaare  von   r  und  s  die  Werthe   von  ^  und  -J^ 

gegeben  seien.     Wie  sich  aus  der  Auflösung  der  Aufgabe  ergeben  wird, 

unterliegen  auch  dann  diese  Werthe  von  ^r-  und  -k-  nur  der  Bedingung, 

sich  stetig  mit  dem  Ort  in  der  Curve  zu  ändern,  können  aber  übrigens 
willkürlich  angenommen  werden,  während  diese  Werthe  nicht  von 
einander  unabhängig  sein  würden,  wenn  die  Curve  c  eine  der  Curven 
(r)  oder  (s)  mehr  als  einmal  schnitte. 

Um  Functionen  zu  bestimmen,  welche  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen und  linearen  Grenzbedingungen  genügen  sollen,  kann  man 
ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwenden,  wie  wenn  man  zur  Auflösung 
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eines  Systems  von  linearen  Gleichungen  sämnitliche  Gleichungen,  mit 
unbestimmten  Factoren  multiplicirt,  acldirt  und  diese  Factoren  dann  so 
bestimmt,  dass  aus  der  Summe  alle  unbekannten  Grössen  bis  auf  eine 
herausfallen. 

Man  denke  sich  das  Stück  (S)  der  Ebene  durch  die  Curven  (r) 
und  (s)  in  unendlich  kleine  Parallelogramme  zerschnitten  und  bezeichne 
durch  dr  und  ds  die  Aenderungen,  welche  die  Grössen  r  und  s  erlei- 
den, wenn  die  Curvenelemente,  welche  die  Seiten  dieser  Parallelogramme 
bilden,  ip  positiver  Richtung  durchlaufen  werden;  man  bezeichne  ferner 
durch  V  eine  beliebige  Function  von  r  und  s,  welche  allenthalben  stetig 
ist  und  stetige  Derivirten  hat.  In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat  man 
dann 

über  das  ganze  Grössengebiet  (S)  ausgedehnt.  Es  muss  nun  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichmig  nach  den  Unbekannten  geordnet,  d.  h.  hier,  das 
Integral  durch  partielle  Integration  so  umgeformt  werden,  dass  es 
ausser  bekaimten  Grössen  nur  die  gesuchte  Function,  nicht  ihre  Deri- 
virten enthält.  Bei  Ausführung  dieser  Operation  geht  das  Integral 
zunächst  über  in  das  über  (S)  ausgedehnte  Integral 

c'-v 


J '"  (: 


V  t/o  er      '      CS  I 


und  ein  einfaches  Integral,  welches  sich,   Aveil  sich  -y-  mit  s,   -r-   mit 

*=•       '  '  dr  ^    ds 

r  und  tv  mit  beiden  Grössen  stetig  ändert,  nur  über  die  Begrenzung 
von  (S)  erstrecken  wird.  Bedeuten  dr  und  ds  die  Aenderungen  von 
r  und  s  in  einem  Begrenzungselemente,  wenn  die  Begrenzung  in  der 
Richtung  durchlaufen  wird,  welche  gegen  die  Richtung  nach  Innen 
ebenso  liegt,  wie  die  positive  Richtung  in  den  Curven  (r)  gegen  die 
positive  Richtung  in  den  Curven  (s),  so  ist  dies  Begrenzungsintegral 

=  -  J  (^  (S  --  ''''')  '^'  +  "'  ij7  +  '^"■)  '^')- 

Das  Integral  durch  die  ganze  Begrenzung  von  S  ist  gleich  der 
Summe  der  Integrale  durch  die  Curven  c,  (s),  (/),  welche  diese  Be- 
grenzung bilden,  also,  wemi  ihre  Dnrchschnittspunkte  durch  (c,  r), 
(c,  s),  (r,  s)  bezeichnet  werden, 

c.  ••)■'  ?•'.  s'  c,  r' 

^/  ^.:f  t,r 

Von  diesen  drei  Bestandtheilen  enthält  der  erste  ausser  der  Function  v 
luir  bekamite  Grössen,  der  zweite  enthält,  da  in  ihm  ds  =  0  ist,  nur 
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die   imbekaimte   Fuuctiou   tv  selbst,    nicht   ihre   Derivirten;    der   dritte 
Bestandtheil  aber  kam  durch  partielle  Integration  in 

c,  r' 

(^^).'.  .•   —  (y^)c,  r'  +  f^  (1^  +  mv^  ds 

s',  r 

verwandelt  werden,  so  dass  in  ihm  ebenfalls  nur  die  gesuchte  Function 
w  selbst  vorkommt. 

Nach  diesen  Umformungen  liefert  die  Gleichung  (2)  offenbar  den 
Werth  der  Function  iv  im  Punkte  (/,  s\  durch  bekannte  Grössen  aus- 
gedrückt, wenn  man  die  Function  v  den  folgenden  Bedingungen  ge- 
mäss bestimmt: 

1)  allenthalben  in>S^:    |!^  +  ^_J_^=0 
eres     '       df      '       ds 

(3) 


2)  für  r  =  r':  |^  -j-  mv  =  0 


3)  für  s  =  s' :  |^  4-  mv  =  0 

er     ' 

4)  für  r  =  r',  s  =  s  :  v  =  1. 
Man  hat  dann 

c,  *' 


9. 

Durch  das  eben  angewandte  Verfahren  wird  die  Aufgabe,  eine 
Function  w  einer  linearen  Differentialgleichung  und  linearen  Grenz- 
bedingungen gemäss  zu  bestimmen,  auf  die  Lösung  einer  ähnhchen, 
aber  viel  einfacheren  Aufgabe  für  eine  andere  Function  v  zurück- 
geführt; die  Bestimmung  dieser  Function  erreicht  man  meistens  am 
Leichtesten  durch  Behandlung  eines  speciellen  Falls  jener  Aufgabe 
nach  der  Fourie  raschen  Methode.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen, 
diese  Rechnung  nur  anzudeuten  und  das  Resultat  auf  anderem  Wege 
zu  beweisen. 

Führt  man  in  der  Gleichung  (1)  des  vor.  Art.  für  r  und  s  als 
unabhängig  veränderliche  Grössen  g  =  r  -\-  s  und  u  =  r  —  s  ein  und 
wählt  man  für  die  Curve  c  eine  Curve,  in  welcher  6  constaut  ist,  so 
lässt  sich  die  Aufgabe  nach  den  Regeln  Fourier's  behandeln,  und 
man  erhält  durch  Vergleichung  des  Resultats  mit  der  Gleichung  (4) 
des  vor.  Art.,  wenn  r  -\-  s  =  6,  r  —  s  =  x(  gesetzt  wird, 

KiEMANN's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  H 
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00 

i;  =  —    /  cos ^ (m  —  m')  ^  (ti  (g)  ^2  (P)  —  ^2 (^')  ti  (g) )  d^, 

0 

worin   ^^^  (a)   und  ^g  (<^)   ^^wei    solche   particulare   Lösungen   der   Diffe- 
rentialgleichung ip"  —  2m'il/  -\-  ^^^  ==  0  bezeichnen,  dass 

Bei  Voraussetzung    des    Poisson'schen   Gesetzes,   nach    welchem 

m  =  (— YIZ^)  —  y  kann  man  ip^  und  ^2  durch  bestimmte  Integrale 

ausdrücken,    so   dass  man   für  v  ein   dreifaches   Integral  erhält,   durch 
dessen  Reduction  sich  ergiebt 


\_     1 

T~Ä^  1 


\r  +  s)  \2         Ä'— l'A:— 1         2'     '         (,--f  s)  (r'  +  s')/ 

Man  kami  nun  die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  leicht  beweisen, 
indem  man  zeigt,  dass  er  wirklich  den  Bedingungen  (3)  des  vor.  Art. 
genügt. 

a 

—  fm  d  a 

Setzt  man  v  =  e  "  y,  so  gehen  diese  für  y  über  in 

und  y  =  1  sowohl  für  r  ==  /,  als  für  s  ==  s.  Bei  der  Poisson'schen 
Annahme  kann  man  aber  diesen  Bedingungen  genügen,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  y  eine  Function  von  ^  =  —  ) — , — ,     ,—, — k  sei.     Demi  es 

'  -^  {r  -\-  s)  {v  +  s ) 

11  .  l 

wird  dann,  wenn  man  — 7 durch  A  bezeiclinet,   in  =  — ,    also 

'  2  1  —  1  '  a  ' 

dm                                 l  -\-  X-         1 
-, mm  = 4 —  und 

«ff  6- 

dsdr  a'   yd  log  z''^    \  ^/  d  log  z J' 

Es  ist  folglich  V  =  (— j  y  und  y  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

oder  nach  der  in  meiner  Abhandlung  über  die  Gauss'sche  Reihe  ein- 
geführten Bezeichnung  eine  Function 


P 


/o     — 10    \ 
Vü  1  +  A  0  7 


und  zwar  diejenige  particulare  Lösung,  welche  für  0  =  0  gleich  1  wird. 

Nach  den  in  jener  Abhandlung  entwickelten  Transforiuationsprin- 

cipien  l'asst  sich  y  nicht  bloss  durch  die  Functionen  P(0,  2X  -\-  1,  0), 
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sondern  auch  durch  die  Functionen  P(^;  0,  2  -f  ^),  P(0,  A  +  .},  A  -|-  ^) 
ausdrücken;  man  erhält  daher  für  y  eine  grosse  Menge  von  Dar- 
stellungen durch  hypergeometrische  Reihen  und  bestimmte  Integrale, 
von  denen  wir  hier  nur  die  folgenden 

bemerken,  mit  denen  man  in  allen  Fällen  ausreicht. 

Um  aus  diesen  für  das  Poisson'sche  Gesetz  gefundenen  Resultaten 
die  für  das  Boyle'sche  geltenden  abzuleiten,   muss  man  nach  Art.  2. 

die  Grössen  r,  s,  r,  s   um  |^  vermindern  und  daim  Ji  =  1   werden 

lassen,   wodurch  man  erhält  m  = und 

2a 


2 


n!  n!  (2  a/ 


10. 

Wenn   man   den   im   vor.  Art.   gefundenen  Ausdruck  für  v  in  die 
Gleichung  (4)  des  Art.  8.  einsetzt,   erhält  man  den  Werth  von  tv  für 

r  =  r',  s  =  s  durch  die  Werthe  von  iv,  ~  und  ~  in  der  Curve  c  aus- 
gedrückt; da  aber  bei  unserm  Problem  in  dieser  Curve  immer  nur  |^ 

r,  er 

und  ^  unmittelbar  gegeben  sind  und  iv  erst  durch  eine  Quadratur  aus 
ihnen  gefunden  werden  müsste,  so  ist  es  zweckmässig,  den  Ausdruck 
für  Wr-,  s'  so  umzuformen,  dass  unter  dem  Integralzeichen  nur  die  Deri- 
virten  von  w  vorkommen. 

Man  bezeichne  die  Integrale  der  Ausdrücke  —  mvds  +  (|^  +  mv)  dr 

g^  +  mvj  äs  —  nivdr,  welche  in  Folge  der  Gleichung 

d'^v     ■■     dmv     .     dmv  „ 

8rds  "1"  ~ä7~  ~r-  -j^  —  ^ 


vollständige  Differentiale    sind,    durch  P  und  E  und    das  Integral  von 

Fdr  +  Eds,  welcher  Ausdruck  wegen  ~  =  —  mv  =  |?  ebenfalls  ein 

^        CS  dr 

vollständiges  Differential  ist,  durch  co. 

Bestimmt  man  nun  die  Integrationsconstanten  in  diesen  Integralen 
so,  dass  CO,  ^  und  ^  für  r  =  r,  s  =  s'  verschwinden,  so  genügt  co 
den  Gleichungen  ^  +  ||-j-l=^^|!^=  _  -,,j^  und    sowohl   für 

11* 
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r  =  r ,  als  für  s  =  s    der  Gleichung  co  =  0  und  ist,  beiläufig  bemerkt, 
durch  diese  Grenzbedingung  und  die  Differentialgleichung 

aFF.  +  *Mä7  +  ä7  +  1)  =  ^ 
völlig  bestimmt. 

Führt  man  nun  in   dem  Ausdrucke  von  w?,-, /  für  v  die  Function 

a  ein,  so  kann  man  ihn  durch  partielle  Integration  in 

c,  s' 

(1)  lür;  ,  =  W.,   r'  +  j    ((ä7  +     V    T^   ^^-^^   -    ä?   ä7  ^^) 

c,  r' 

umwandeln. 

Um   die  Bewegung    des   Gases   aus   dem  Anfangszustande  zu  be- 
stimmen,  muss   man  für   c  die  Curve,   in  welcher  ^  =  0  ist,   nehmen; 

in  dieser  Curve  hat  man  dann  -^^  =  x,  ^^-  =  —  x,    und   man   erhält 

ör  '  OS  ' 

durch  abermalige  partielle  Integration 

Wr',s'  '■=^  ^c,r'  +  f  (adx  —  xds), 
folglich  nach  Art.  3.,  (4)  und  (5) 

{x  -  (1/^  +  n)t),,,  =  X,  +   f'"^ 

(2)  _  t; 

(,T  +  iVq^'iQ)  —  «)  t)r\  s-  =  a-,'   —  J  g7 


Xs' 

PI,., 

dx 


dx. 


Xr' 


Diese  Gleichungen  (2)  drücken  aber  die  Bewegung  nur  aus,  so  lange 

0^%0      .      /d  log  yqp'(9)     I      i\  ,  1     d-W      .      /(llogycp'iQ)     ,      -,\    ,  XT    11 

-^-2  -r  \ — 7  1      h  1    f  und  ^r^  +        ^^  +  1)  t  von  Mull  ver- 

dr^     '     \     d  log  Q       '       /  ?s-     '     \    d  log  9       '       / 

schieden  bleiben.     Sobald   eine   dieser   Grössen  verschwindet,   entsteht 

ein  Verdichtungsstoss,  und  die  Gleichung  (1)  gilt  dann  nur  innerhalb 

solcher  Grössengebiete,  welche  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  dieses 

Verdichtungsstosses   liegen.     Die   hier   entwickelten  Principien  reichen 

dann,  wenigstens  im  Allgemeinen,  nicht  aus,  um  aus  dem  Anfangszustande 

die  Bewegung  zu  bestimmen ;  wohl  aber  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

(1)  und  der  Gleichungen,  welche  nach  Art.  5.  für  den  Verdichtungsstoss 

gelten,  die  Bewegung  bestimmen,  wenn  der  Ort  des  Verdichtungsstosses 

zur  Zeit  t,  also  |  als  Function  von  t,  gegeben  ist.     Wir  wollen  indess 

dies  nicht  weiter  verfolgen  und  verzichten  auch  auf  die  Behandlung  des 

Falles,   wenn    die    Luft   durch    eine  feste   Wand  begrenzt  ist,   da  die 

Rechnung  keine  Schwierigkeiten  hat  und  eine  Vergleichung  der  Resultate 

mit  der  Erfahrung  gegenwärtig  noch  nicht  möglich  ist. 


IX. 

Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung. 

(Göttinger  Nachrichten,  1859,  Nr.  19.) 

Diese  Untersucliung  macht  nicht  darauf  Anspruch,  der  experimen- 
tellen Forschung  nützliche  Ergebnisse  zu  liefern ;  der  Verfasser  wünscht 
sie  nur  als  einen  Beitrag  zur  Theorie  der  nicht  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  betrachtet  zu  sehen.  Wie  für  die  Integration 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  die  fruchtbarsten  Me- 
thoden nicht  durch  Entwicklung  des  allgemeinen  Begriffs  dieser  Auf- 
gabe gefunden  worden,  sondern  vielmehr  aus  der  Behandlung  sj)ecieller 
physikalischer  Probleme  hervorgegangen  sind,  so  scheint  auch  die 
Theorie  der  nichtlinearen  partiellen  Diiferentialgleichungen  durch  eine 
eingehende,  alle  Nebenbedingungen  berücksichtigende,  Behandlung 
specieller  physikalischer  Probleme  am  meisten  gefördert  zu  werden,  und 
in  der  That  hat  die  Lösung  der  ganz  speciellen  Aufgabe,  welche  den 
Gegenstand  dieser  Abhandlung  bildet,  neue  Methoden  und  Auffassungen 
erfordert,  und  zu  Ergebnissen  geführt,  welche  wahrscheinlich  auch  bei 
allgemeineren  Aufgaben  eine  Rolle  spielen  werden. 

Durch  die  vollständige  Lösung  dieser  Aufga'fee  dürften  die  vor 
einiger  Zeit  zwischen  den  englischen  Mathematikern  Challis,  Airy  und 
Stokes  lebhaft  verhandelten  Fragen*),  soweit  dies  nicht  schon  durch 
Stokes**)  geschehen  ist,  zu  klarer  Entscheidung  gebracht  worden  sein, 
so  wie  auch  der  Streit,  welcher  über  eine  andre  denselben  Gegenstand 
betreffende  Frage  in  der  K.  K.  Ges.  d.  W.  zu  Wien  zwischen  den  Herrn 
Petzval,  Doppler    und   A.  von   Ettinghausen***)    geführt    wurde. 

Das  einzige  empirische  Gesetz,  Avelches  ausser  den  allgemeinen 
Bewegungsgesetzen    bei    dieser    Untersuchung    vorausgesetzt    werden 


*)  Phil.  mag.  voll.  33.  34.  und  35. 
**)  Phil.  mag.  vol.  33.  p.  349. 

***)  Sitzungsberichte  der  K.  K.  Ges.  d.    W.  vom  15.  Jan.,  21.  Mai  und  1.  Juni 
1852. 
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musste,  ist  das  Gesetz,  nacli  welchem  der  Druck  eines  Gases  sich  mit 
der  Dichtigkeit  ändert,  wenn  es  keine  Wärme  aufnimmt  oder  abgiebt. 
Die  schon  von  Poisson  gemachte,  aber  damals  auf  sehr  unsicherer 
Grundlage  ruhende  Annahme,  dass  der  Druck  bei  der  Dichtigkeit  q 
proportional  q''  sich  ändere,  wenn  h  das  Verhältuiss  der  specifischen 
Wärme  bei  constantem  Druck  zu  der  bei  constantem  Volumen  be- 
deutet, kann  jetzt  durch  die  Versuche  von  Regnault  über  die  speci- 
fischen Wärmen  der  Gase  und  ein  Princip  der  mechanischen  Wärme- 
theorie begründet  werden,  und  es  schien  nöthig  diese  Begründung  des 
Poisson'schen  Gesetzes,  da  sie  noch  wenig  bekannt  zu  sein  scheint, 
in  der  Einleitung  voranzuschicken.    Der  Werth  von  h  findet  sich  dabei 

=  1,4101,  während   die  Schallgeschwindigkeit  bei  0'^  C.  und  trockner 

332ni  37 
Luft  nach    den  Versuchen    von  Martins    und  A.  Bravais*)   =  — T>f— 

sich  ergeben  und  für  k  den  Werth  1,4095  liefern  würde. 

Obwohl  die  Vergleichung  der  Resultate  unserer  Untersuchung  mit 
der  Erfahrung  durch  Versuche  und  Beobachtungen  grosse  Schwierig- 
keiten hat  und  gegenwärtig  kaum  ausführbar  sein  wird,  so  mögen 
diese  doch,  soweit  es  ohne  Weitläufigkeit  möglich  ist,  hier  mitgetheilt 
werden. 

Die  Abhandlung  behandelt  die  Bewegung  der  Luft  oder  eines 
Gases  nur  für  den  Fall,  wenn  anfangs  und  also  auch  m  der  Folge 
die  Bewegung  allenthalben  gleich  gerichtet  ist,  und  in  jeder  auf  ihrer 
Richtung  senkrechten  Ebene  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  constant 
sind.  Für  den  Fall,  wo  die  anfängliche  Gleichgewichtsstörung  auf 
eine  endliche  Strecke  beschränkt  ist,  ergiebt  sich  bekanntlich  bei  der 
gewöhnlichen  Voraussetzung,  dass  die  Druckverschiedenheiten  unendlich 
kleine  Bruchtheile  des  ganzen  Drucks  sind,  das  Resultat,  dass  von  der 
erschütterten  Stelle  zwei  Wellen,  in  deren  jeder  die.  Geschwindigkeit 
eine  bestimmte  Function  der  Dichtigkeit  ist,  ausgehen  und  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  mit  der  bei  dieser  Voraussetzung  constanten 
Geschwindigkeit  Y  (p' (q)  fortschreiten,  wenn  cp(q)  den  Druck  bei  der 
Dichtigkeit  q  und  (p'{Q)  die  Derivirte  dieser  Function  bezeichnet.  Etwas 
ganz  ähnliches  gilt  nun  für  diesen  Fall  auch,  wenn  die  Druckver- 
schiedenheiten endlich  sind.  Die  Stelle,  wo  das  Gleichgewicht  gestört 
ist,  zerlegt  sich  ebenfalls  nach  Verlauf  einer  endlichen  Zeit  in  zwei 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortschreitende  Wellen.  Li  diesen 
ist  die  Geschwindigkeit,  in  der  Fortpflanzungsrichtung  gemessen,  eine 
bestimmte    Function   f  ]/  (p' (q)  d  log  q     der     Dichtigkeit,     wobei     die 


*)  Ann.  de  chim.  et  de  phys.     Ser.  III,  T.  XIII,  p.  5. 


IX.     Selbstanzeige  der  vorstehenden  Abhandlung.  167 

Integrationsconstante  in  beiden  verschieden  sein  kann;  in  jeder  ist  also 
mit  einem  und  demselben  Werthe  der  Dichtigkeit  stets  derselbe  Werth 
der  Geschwindigkeit  verbunden,  und  zwar  mit  einem  grösseren  Werthe 
ein  algebraisch  grösserer  Werth  der  Geschwindigkeit.  Beide  Werthe 
rücken  mit  cbnstanter  Geschwindigkeit  fort.  Ihre  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  Gase  ist  ]/q)'(Q),  im  Räume  aber  um  die  in  der 
Fortpflanzungsrichtung  gemessene  Geschwindigkeit  des  Gases  grösser. 
Unter  der  in  der  Wirklichkeit  zutreffenden  Voraussetzung,  dass  q)'  (q) 
bei  wachsendem  q  nicht  abnimmt,  rücken  daher  grössere  Dichtigkeiten 
mit  grösserer  Geschwindigkeit  fort,  und  hieraus  folgt,  dass  die  Ver- 
dünnungswellen, d.  h.  die  Theile  der  Welle,  in  denen  die  Dichtigkeit 
in  der  Fortpflanzungsrichtung  wächst,  der  Zeit  proportional  an  Breite 
zunehmen,  die  Verdichtungswellen  aber  ebenso  au  Breite  abnehmen, 
und  schliesslich  in  Verdichtungsstösse  übergehen  müssen.  Die  Gesetze, 
welche  vor  der  Scheidung  beider  Wellen  oder  bei  einer  über  den  ganzen 
Raum  sich  erstreckenden  Gleichgewichtsstörung  gelten,  so  wie  die 
Gesetze  für  das  Fortschreiten  von  Verdichtungsstössen,  können  hier, 
weil  dazu  grössere  Formeln  erforderlich  wären,  nicht  angegeben  werden. 
In  akustischer  Beziehung  liefert  demnach  diese  Untersuchung  das 
Resultat,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  Druckverschiedenheifcen  nicht  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  eine  Aenderung  der  Form 
der  Schallwellen,  also  des  Klanges,  während  der  Fortpflanzung  eintritt. 
Eine  Prüfung  dieses  Resultats  durch  Versuche  scheint  aber  trotz  der 
Fortschritte,  welche  in  der  Analyse  des  Klanges  in  neuester  Zeit  durch 
Helmholtz  u.  A.  gemacht  worden  sind,  sehr  schwer  zu  sein;  denn  in 
geringeren  Entfernungen  ist  eine  Aenderung  des  Klanges  nicht  merk- 
lich, und  bei  grösseren  Entfernungen  wird  es  schwer  sein,  die  mannig- 
fachen Ursachen,  welche  den  Klang  modificiren  können,  zu  sondern. 
An  eine  Anwendung  auf  die  Meteorologie  ist  wohl  nicht  zu  denken, 
da  die  hier  untersuchten  Bewegungen  der  Luft  solche  Bewegungen  sind, 
die  sich  mit  der  Schallgeschwindigkeit  fortpflanzen,  die  Strömungen  in 
der  Atmosphäre  aber  allem  Anschein  nach  mit  viel  geringerer  Ge- 
schwindigkeit fortschreiten. 


X. 

Ein  Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines 
flüssigen  gleichartigen  Ellipsoides. 

(Aus   dem  neunten   Bande    der   Abhandlungen    der   Königlichen   Gesellschaft   der 
Wissenschaften  zu  Göttingen.    1861.) 

Für  die  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  gleichartigen 
flüssigen  Ellipsoides,  dessen  Elemente  sich  nach  dem  Gesetze  der 
Schwere  anziehen,  hat  Diriclilet  durch  seine  letzte  von  Dedekind 
herausgegebene  Arbeit  auf  überraschende  Weise  eine  neue  Bahn  ge- 
brochen. Die  Verfolgung  dieser  schönen  Entdeckung  hat  für  den 
Mathematiker  ihren  besondern  Reiz,  ganz  abgesehen  von  der  Frage 
nach  den  Gründen  der  Gestalt  der  Himmelskörper,  durch  welche  diese 
Untersuchungen  veranlasst  worden  sind.  Dirichlet  selbst  hat  die 
Lösung  der  von  ihm  behandelten  Aufgabe  nur  in  den  einfachsten 
Fällen  vollständig  durchgeführt.  Für  die  weitere  Ausführung  der  Unter- 
suchung ist  es  zweckmässig,  den  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
wegung der  flüssigen  Masse  eine  von  dem  gewählten  Anfangszeit- 
punkte  unabhängige  Form  zu  geben,  was  z.  B.  dadurch  geschehen  kann, 
dass  man  die  Gesetze  aufsucht,  nach  welchen  die  Grösse  der  Haupt- 
axen  des  Ellipsoides  und  die  relative  Bewegung  der  flüssigen  Masse 
gegen  dieselben  sich  ändert.  Indem  wir  hier  die  Aufgabe  in  dieser 
Weise  behandeln,  werden  wir  zwar  die  Dirichlet  sehe  Abhandlung 
voraussetzen,  müssen  aber  dabei  zur  Vermeidung  von  Irrungen  gleich 
bevorworten,  dass  es  nicht  möglich  gewesen  ist,  die  dort  gebrauchten 
Zeichen  unverändert  beizubehalten. 

1. 

Wir  bezeichnen  durch  a,  h,  c  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides  zur 
Zeit  t,  ferner  durch  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Elements  der  flüssigen 
Masse  zur  Zeit  t  und  die  Anfangswerthe  dieser  Grössen  durch  An- 
hängung des  Index  0  und  nehmen  an,  dass  für  die  Anfangszeit  die 
Hauptaxen   des  Ellipsoides    mit  den  Coordinatenaxen   zusammenfallen. 
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Den  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  Dirichlet's  bildet  be- 
kanntlich die  Bemerkung,  dass  man  den  Differentialgleichungen  für 
die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheile  genügen  kann,  wenn  man  die 
Coordinaten  x,  y,  s  linearen  Ausdrücken  von  ihren  Anfangswerthen 
gleichsetzt,  in  denen  die  Coefficienten  blosse  Functionen  der  Zeit  sind. 
Diese  Ausdrücke  setzen  wir  in  die  Form 

X  =  l  ^  -\-  m   "1^4-**   — 

Üq  Oq  Cq 

(1)  y  =  i'  f-  +  ni  f-  +  n  ^ 

"ü  ^0  *^0 

Bezeichnet  man  nun  durch  |,  t],  t,  die  Coordinaten  des  Punktes  (x,  y,  2) 
in  Bezug  auf  ein  bewegliches  Coordinatensystem,  dessen  Axen  in  jedem 
Augenblicke  mit  den  Hauptaxen  des  Ellipsoides  zusammenfallen,  so 
sind  bekanntlich  ^,  rj,  t,  gleich  linearen  Ausdrücken  von  x,  y,  z 

1  =  ax    -^  ßy    +  yz 

(2)  f]  =  ax  -f  ß'y  +  y'0 

^  =  a'x  +  ß"y  +  y"z 

worin  die  Coefficienten  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Axen 
des  einen  Systems  mit  den  Axen  des  andern  bilden,  a  =  cos  §*■, 
ß  =  cos  ly  etc.,  und  zwischen  diesen  Coefficienten  finden  sechs  Be- 
dingungsgleichungen statt,  welche  sich  daraus  herleiten  lassen,  dass 
durch  die  Substitution  dieser'  Ausdrücke 

r^  +  rf  +  i'-=x'-^f-^z' 
werden  muss. 

Da  die  Oberfläche  stets  von  denselben  Flüssigkeitstheilchen  ge- 
bildet wird,  so  muss 

£2  ^2  5.2  ^2  ,,,   2  -    2 

/i2     ~1~     J,2     ~T"     ^2  „2   "T~    h    2    "T     ^   2 


sein;  setzt  man  also 


"■i  +^-t  +»'-5 


(3)  T=<t+^;t+''/t 


d.  h.  bezeichnet  man  in  den  Ausdrücken  von  — ,  -4- ,  —  durch  — ,  —-,  — 
welche  man  durch  Einsetzung  der  Werthe  (1)  in  die  Gleichungen  (2) 
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erhält^  die  Coefficienten  durcli  a^,  ß^,  .  . .,  y"^  so  bilden  diese  Grössen 
«  ,  ß^,  .  .  .,  y'/  ebenfalls  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Coordinaten- 
transformation :  sie  können  betrachtet  werden  als  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Axen  eines  beweglichen  Coordinatensystems  der 
1^,  7]^,  l^  mit  den  Axen  des'  festen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z 
bilden.     Drückt  man  die   Grössen  x,  y,  z  mit  Hülfe   der  Gleichungen 

(2)  und  (3)  in  — ^;  -p-,  —^  aus^  so  ergiebt  sich 

Cfß  fy  0,1 

l  =  aaa^-\-  ha  a'^  -f-  cd' a[' 
m  =  aaß^  ~{-  ha  ß'  -{-  ca" ß'/ 
n    =  aay^  -f-  ha'y'  -\-  cd' y[' 

X  =  a/3a^  -}-  ^/^'^s'  +  cß"a^" 

(4)  m    =  aßß^  +  hß'ß;  +  cß-ß'/ 

n    =  aßy,  -{-  h'ß'y'  -\-  cß" y'' 

l"  =  aya^  -\-  hy  a'  -{-  cy" a'/ 
in'  =  ayß^  -\-  l>y' ß^'  +  ^t'/V 
n"  ^=  ayy^  -{-  hy'y^'  -j-  cy" y[' 

Wir  können  daher  die  Lage  der  Flüssigkeitstheilchen  oder  die  Werthe 
der  Grössen  Z,  m,  .  .  .,  n"  zur  Zeit  t  als  abhängig  betrachten  von  den 
Grössen  a^  h,  c  und  der  Lage  zweier  beweglichen  Coordiuatensysteme 
imd  können  zugleich  bemerken,  dass  durch  Vertauschung  dieser  beiden 
Coordinatensysteme  in  dem  Systeme  der  Grössen  1,  m,  n  die  Horizontal- 
reihen mit  den  Vertikalreihen  vertauscht  werden,  also  l,  m,  n"  un- 
geändert  bleiben,  während  von  den  Grössen  m  und  T,  n  und  l",  n 
und  m"  jede  in  die  andere  übergeht.  Es  wird  nun  unser  nächstes 
Geschäft  sein,  die  Difterentialgleichimgeu  für  die  Veränderungen  der 
Hauptaxen  und  die  Bewegung  dieser  beiden  Coordinatensysteme  aus 
den  in  der  Dirichlet'schen  Abhandlung  (§.  1,  1)  angegebenen  Grund- 
gleichungen  für  die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  abzuleiten. 


2. 

Offenbar  ist  es  erlaubt,  in  jenen  Gleichungen,  statt  der  Derivirten 
nach  den  Anfangswerthen  der  Grössen  x,  y,  0,  welche  dort  durch 
a,  h,  c  bezeichnet  sind,  die  Derivirten  nach  den  Grössen  |,  ■)],  t,  zu 
setzen;  demi  die  hiedurch  gebildeten  Gleichungen  lassen  sich  als  Aggre- 
gate von  jenen  darstellen  und  umgekehrt.     Wir  erhalten  dadurch,  wenn 

wir  inx  TTc ,  -T^ ,  .  . . ,  irz  ihre  Werthe  einsetzen 
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c^x  \^^ya      1    '^'"-        ^V        cP 

o^x    ,,    ,    d'^y  a"    I    0^^    "  C'V        dP 

worin  V  das  Potential,  P  den  Druck  im  Punkte  x,  y,  z  zur  Zeit  t  und 
£  die  Constante  bezeiclinet,  welche  die  Anziehung  zwischen  zwei  Massen- 
einheiten in  der  Entfernungseinheit  ausdrückt. 

Es  handelt  sich  nun  zunächst  darum,  die  Grössen  links  vom  Gleich- 
heitszeichen in  die  Form  linearer  Functionen  von  den  Grössen  |,  ij,  % 
zu  setzen,  wozu  einige  Vorbereitungen  nöthig  sind. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  2)  erhält  man,  wemi  man 
zur  Abkürzung 

dx  I    ^y  o      \    ^^  y 

/o\  dx    ,     .    dy  r,'     \    ^^     '  ' 

(2)  gi«   +Tt^   +Jty   =^ 


setzt. 


dx       n      ,      dy    o"       \      (^^        "  <r' 


3|  da       j_    äß       _j_    dy       _,     yf 

'dt~~dT^~^~dT^^~T~  lU^^^ 
CT]         da  ,    dB'  ,     dy'  .       , 


und  wemi  man  hierin  x,  y,  s  wieder  durch  |,  i],  t,  ausdrückt 

r^   /da  .      dß    r.    .      dy      \   t     \     { '^"-      '     i      ^^^    a'     \     '^'^ 


da  .      fZß  dy      \   i.     x     /  da      ,     .      dß    ^,     . 

et  \^"   +   l»     C-H^/jS   +    l^^«     +^/3     +      ,;, 


r  1]  /(?  a 

ft  \dt 


Nun    giebt    aber    die    Differentiation    der    bekannten    Gleichungen 
«'  +  /3^  +  7'  =  1,  cac  +  ßß'  +  yy  =  0,  etc. 
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da    .     ^dß     ,        dy  ^  ,  d  a'  r,'  d  ß'     ,       ,  dy  ^ 

«  rf^  +  /^  rfl  +  ^  ^  =  ^      ''  Tt+^  Tt+y  dT=^ 

,,  da"     .      „„  dß"     .       ,,  dy"  ^ 


da      ,      ,      dß    r,'      ,      dy      ,  (da  \      dß'  r,       .      dy        \ 

-dt""  +^^  +^^  =-(rfr«  +^^  +^^j 

und  es  wird  folglich,  wenn  man  diese  letzteren   drei  Grössen  durch 
}},  q,  r  bezeichnet, 

r=       %-rv  +  Qi 
(4)  n'=      ri  +  ll-j.E 

Durch    ein    ganz    ähnliches    Verfahren    ergiebt    sich     aus     den    Glei- 
chungen (2) 


-w""  +-w^  ^j^y  =    '^  ^  et 


(5)  a    +-^ß    +^y    =       r^+Jr-pt 


J^cc    +^/3    +j^y    =-ql   -^rpn   +^, 

und  aus  den  Gleichungen  Art.  1.  3),  wenn  p^,  q^,  r^  die  Grössen  be- 
zeichnen, Avelche  von  den  Functionen  a,  ß^,  .  .  .,  y''  ebenso  abhängen, 
wie  die  Grössen  }),  q,  r  von  den  Functionen  «,  ß,  .  .  .,  y" 

^- 

a^  r] ^ 

dt    ~^'h         ^^'  c 

(6) 


d^ 

b 

X  _ 

}_ 

dt   ~ 

■P^ 

c 

-^ 

a 

di- 

c 

A  _ 

n 

dt 

■-Q. 

a 

-1\ 

b 

di    dn 
dt'  dt' 

dt 
dt 

aus 

(6) 

i 
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(7)  _  ,/  =  („,  _  60  I  +  §  I  +  fe  -  cp)  1 

r  =  (^g.-«4)i+(6i'-ci.)|  +  ^|-. 

Was  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Grössen  betrifft,  so  sind,  wie 
leicht    ersichtlich  ist,   |',  t}',   t,'   die  Geschwindigkeitscomponenten    des 

Punktes  x,  y,  0  der  flüssigen  Masse  parallel  den  Axen  h„  iq,  ^5  -^,  -^,  -^ 

die  ebenso  zerlegten  relativen  Geschwindigkeiten  gegen  das  Coordi- 
natensystem  der  |,  ri,  t,]  ferner  in  den  Gleichungen  (1)  die  Grössen 
auf  der  linken  Seite  die  Beschleunigungen  und  die  auf  der  rechten 
die  beschleunigenden  Kräfte  parallel  diesen  Axen;  endlich  sind  p,  q,  r 
die  augenblicklichen  Rotationen  des  Coordinatensystems  der  |,  tj,  ^  um 
seine  Axen  und  p^,  q^,  r^  haben  dieselbe  Bedeutung  für  das  Coordinaten- 
system  der  §^,  rj^,  ^^. 

3. 

Wenn  man  nun  die  Werthe  der  Grössen  |',  7/,  ^'  aus  (7)   in  die 
Gleichungen   (5)   substituirt   und   mit  Hülfe   der    Gleichungen   (6)   die 

Derivirten  von  — ,  -r ,  —  wieder  durch  die  Grössen  i,  71,  ^  ausdrückt, 

so  nehmen  die  Grössen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (1)  die 
Form  linearer  Ausdrücke  von  den  Grössen  |,  tj,  t,  an.  Auf  der  rechten 
Seite  hat  F  die  Form 

worin  H,  A,  B,  C  auf  bekannte  Weise  von  den  Grössen  a,  h,  c  ab- 
hängen; und  man  genügt  ihnen  daher,  wenn  an  der  Oberfläche  der 
Druck  den  constanten  Werth  Q  hat,  indem  man 


=  e  +  «(i-5-|^-f) 


setzt  und  die  zehn  Functionen  der  Zeit  a,  h,  c;  p,  q,  r]  p^,  q^,  t\  und 
6  SO  bestimmt,  dass  die  neun  Coefficienten  der  Grössen  ^,  rj,  ^  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich  werden  und  zugleich  die  aus  der  Incom- 
pressibilität  folgende  Bedingungsgleichung  ahc  =  a^h^c^  befriedigt  wird. 

Durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  — ;  y?  in   der  ersten   und 
—  in  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 


von 
a 
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^  +  2-brr^  +  2cqq,  -  a{r'  +  r^  +  g^  +  g/)  =  2^  -  2eaA 
dr         T  dr     .    ^  da  r^  dh         .  .    -,  ^^  ^ 

«f^-^^  +  2||r-2§r+  aj)^g^  +  hpq  -  2  qj^^  =  0 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  die  sechs  übrigen  durch  cyclische 
Versetzung  der  Axen,  oder  auch  durch  beliebige  Vertauschungen,  wenn 
man  nur  dabei  beachtet,  dass  durch  Vertauschung  zweier  Axen  nicht 
bloss  die  ihnen  entsprechenden  Grössen  vertauscht  werden,  sondern 
zugleich  die  sechs  Grössen  ^j,  q,  .  .  .,  i\  ihr  Zeichen  ändern. 

Man  kann  diesen  Gleichungen  eine  für  die  weitere  Untersuchung 
bequemere  Form  geben,  wenn  man  statt  der  Grössen  2^}  IK'i  1:  (LZ-i  *'j  *'/ 
ihre  halben  Summen  und  Differenzen 

p  -\-  p  ^1  -\- 1.  '"4-  »\ 

,        p  —  p^         ,  q  —  5^  ,        r  —  r^ 


2  2 

als  unbekannte  Functionen  einführt. 

Dadurch   wird   das    System   von    Gleichungen,    welchen    die    zehn 
unbekannten  Fvmctionen  der  Zeit  genügen  müssen 

(a  —  c)v^-\-{a-\-  c)  v'^  -\-  (a  —  l)  %v^  -\-{a-\-}))  iv"^  —  's  77?  =  *^^  —  ~ 
{c  —  y)u^-\-{c  +  h)iC'^{c  —  a)v'-\-(c-\-a)v'^—^^,=ecC—^ 


(«)<! 


dt     ^  dt 

{h  +  c)~-^2^-^^u-\-(h  —  c  +  2a)viv+{h-c—2a)v'iv==0 

(c  — a)||-+2^^^=-^t'  +  (c  +  a  — 2&)i(;M  +  (c  +  a  +  2&)wV  =  0 

{c^a)'^  +  2'^-^^^^v'  +  {c  —  a-]-2h)ivu  +{c—a—2h)iuu==Q 

(a  —  &)^  +  2^^^^^=^\ü +  («  +  &  — 2c)Mf  + («.  +  &  + 2c)^t'■y'  =  0 

(a  +  &)'^'+2^^'^\^'  +  (a  — &  +  2c)?(y'  +  (a  — 6  — 2c)i('v  =  0 

ahc  =  aQ^CQ. 
\ 
Die  Werthe  von  Ä,  B,  C  ergeben  sich  aus  dem  bekannten  Ausdrucke 

für  V 
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*  '  *  J    A  y     _     a^ -{- s        b^ -\- s        c'-{-sJ' 


worin 


v(i+.f)(i  +  ^)(i  +  ^> 


Nach  ausgefülirter  lutegration  dieser  Diflferentialgleichungen  hat 
man  noch,  um  die  Functionen  a,  ß,  ...,  y"  zu  bestimmen^  die  all- 
gemeine Lösung  9,  6',  6"  der  Dififerentialgleichungeu 

ZU  suchen,  —  von  welchen,  wie  aus  Art.  2,  (3)  hervorgeht,  a,  «',  a"; 
/3,  /3',  /3";  y,  /,  /'  die  drei  particularen  Auflösungen  sind,  die  für 
^  =  0  die  Werthe  1,  0,  0;  0,  1,  0;  0,  0,  1  annehmen,  —  und  zur  Be- 
stimmung der  Functionen  a^,  ^  ,  .  .  .,  y'J  die  allgemeine  Lösung  der 
simultanen  Differentialgleichungen 

(«   §  = '-A' ~  «,e;',    1^  =  _  ,.  e,  + ;,  e,",    ^  =  ^zA  -  pX- 


Es  fragt  sich  nun,  welche  Hülfsmittel  für  die  Integration  dieser 
Differentialgleichungen  («),  (/3),  (;^)  die  allgemeinen  hydrodynamischen 
Principien  darbieten,  aus  denen  Dirichlet  sieben  Litegrale  erster  Ord- 
nung der  durch  die  Functionen  ?,  m,  .  .  .,  n  zu  erfüllenden  Differential- 
gleichungen (§.  1.  (a))  schöpfte.  Die  aus  ihnen  fliessenden  Gleichungen 
lassen  sich  mit  Hülfe  der  oben  für  |',  »/,  ^'  gegebenen  Ausdrücke  leicht 
herleiten. 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen  giebt 

(&  —  cf%\.  +  (6  -f  cfu    =g  =  a  if  -^  ßW  ^y  ¥ 

(1)  (c  —  afv  +  (c  +  afv   =  Ji  =  a  cf  +  ß'  A«  +  /  y^ 

(a  —  l))hv  +  (a  +  h)hü  =  Z,-  =  «"/  +  /3'7^o  _f_  y^j^o 

worin  die  Constanten  g^,  h^,  k'^,  die  Anfangswerthe  von  g,  h,  h,  mit  den 
Constanten  ^,  Ä',  ^"  in  der  Abhandlung  von  Dirichlet  überein- 
kommen; er  liefert  also  das  aus  den  sechs  letzten  Differentialgleichungen 
(a)  leicht  zu  bestätigende  Resultat,  dass  Q  =  g,  6'  =  h,  9"  =  Je  eine 
Lösung  "der  Differentialgleichungen  (ß)  ist. 

Aus  dem  He Imholtz 'sehen  Princip  der  Erhaltung  der  Rotation 
folgen  die  Gleichungen 


(I) 


=  2  sH  -\-  coust. 
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(h  —  cy-u  -  (&  +  cfu    =:g^  =  a^  g^'  +  ß^  h^  +  y^  Ti^ 

(2)  (c  —afv  —  (c  +  a)-v'  =  h^  =  «/  g^^  +  /3;  h''  +  y/  Ä'^« 

(«  _  j;)2^(;  -  (a  +  6)2  «t,'  =  Ä;  =  o^<^  +  /3;7^^«  +  j^;'Ä:; 

in  welchen  die  Coustanten  g^'^,  li^,  Tx.^  den  Grössen  BC%,  CASQ,  ÄB(^ 
der  genamiten  Abhandlung  gleich  sind. 

Der  Satz   von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  endlich  giebt 
ein  Integral  erster  Ordnmig  der  Differentialgleichungen  (a) 

-{-(h  —  c)hi^  +  {c  —  a^v^  +  {a  —  hfiv' 
,  +  (&  +  c)hP  +  (c  +  afv'  +  (a  +  hfiv' 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)   folgen  zunächst  noch  zwei  In- 
tegrale der  Gleichungen  (a) 

(II)  /  +'  ^i"  +  ^■'  =  const.  =  «2 

(in)  g;  +  /^/'  +  Ä^/  =  const.  =  «/. 

Ferner  lassen  sich  von  den  Gleichungen  {ß)  zwei  Integrale 

(IV)  e^  +  e'2  4-  e"-  =  const. 

(V)  dg  +  e'/i  +  e"/j  =  const. 

angeben,  wodurch  ihre  Integration  allgemein  auf  eine  Quadratur  zurück- 
geführt wird.  Zur  Aufstellung  ihrer  allgemeinen  Lösung  ist  es  jedoch, 
da  sie  linear  und  homogen  sind,  nur  nöthig,  noch  zwei  von  der  Losung 
g,  h,  h  verschiedene  particulare  Lösungen  zu  suchen,  für  welchen  Zweck 
man  die  willkürlichen  Constanten  in  diesen  beiden  Integralgleichungen 
so  wählen  kann,  dass  sich  die  Rechnung  vereinfacht.  Giebt  man  beiden 
den  Werth  Null,  so  hat  man 

(3)  e7<.  +  e"A' =  —  (/e, 

und  ferner  erhält  man,  wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt  und  dazu 
die  Gleichung 

multiplicirt  mit  h^  -\-  k^,  addirt 

—  (e'A;  -  e'70-  =  «^^0-^ 

folglich 

(4)  e'Ä;  —  e'7i  =  cj/e 

Durch  Auflösung   dieser  beiden  linearen  Gleichungen  (3)  und  (4) 
findet  sich 
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/ax  ,  _  —  gh-\-ka,i 

(6)  e  =     l^,.    e 

und  durch  Einsetzung  dieser  Wertlie  in  die  erste  der  Gleichungen  (ß) 

d(} 

_l ^  _  ~  ^^    I     ^-/^-  +  g/t 
e  dt  ~  ii-  +  k'    I     /i^  +  k-'    "^ 

(7)  log  e  =  i  log  (/^^  +  F)  +  « l  |*|l^f  f?^  +  const. 

Aus  dieser  in  (5),  (6)  und  (7)  enthaltenen  Lösung  der  Differential- 
gleichungen (ß)  erhält  man  eine  dritte,  indem  mau  für  ]/—  1  überall 
—  y —  1  setzt,  und  es  ist  dann  leicht  aus  den  gefundenen  drei  par- 
ticularen  Lösungen  die  Ausdrücke  für  die  Functionen  «,  ß,  ...^  y" 
zu  bilden. 

Die  geometrische  Bedeutung  jeder  reellen  Lösung  der  Differential- 
gleichungen (/3)  besteht  darin,  dass  sie,  mit  einem  geeigneten  con- 
stanten  Factor  multiplicirt,  die  Cosinus  der  Winkel  ausdrückt,  welche 
die  Axen  der  %  rj,  t,  zur  Zeit  t  mit  einer  festen  Linie  machen.  Diese 
feste  Linie  wird  für  die  erste  der  drei  eben  gefundenen  Lösungen 
durch  die  Normale  auf  der  unveränderlichen  Ebene  der  ganzen  be- 
wegten Masse  gebildet,  für  den  reellen  und  den  imaginären  Bestand- 
theil  der  beiden  andern  durch  zwei  in  dieser  Ebene  enthaltene  und 
auf  einander  senkrechte  Linien,     Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den 

Axen  und   iener   Normalen   sind   demnach  —  ,  —  ,  --  ;    die    Lage    der 

•^  CD     '      K)     '      CO    '  ^ 

Axen  gegen  diese  Normale  ergiebt  sich  also  nach  Autlösung  der 
Gleichungen  (a)  ohne  weitere  Integration  und  zur  vollständigen  Be- 
stimmung ihrer  Lage  genügt  eine  einzige  Quadratur,  z.  B.  die  Integration 


J 


^  v^4-r  dt,  welche   die  Drehung   der  durch  die  Normale  und  die 

/r  -\-  k-         '  ° 


Axe  der  |  gehenden  Ebene  um  die  Normale  giebt. 

Ganz  Aehuliches   gilt  von    den  Differentialgleichungen  (y).     Man 
kaim  auf  demselben  Wege  aus  den  beiden  Integralen 

(VI)  e;^  +  e;^  -f  e;'^  =  const. 

(VII)  Q^g^  +  e/^  +  e/7.;^  =  const. 

ihre  allgemeine  Lösung  und  folglich  auch  die  Werthe  der  Grössen 
K^,  ß^,  ...,  y''  zur  Zeit  t  ableiten,  und  es  wird  dabei  nur  eine  Qua- 
dratur erforderlich  sein.    Es  ergiebt  sich  dann  schliesslich  der  Ort  eines 

Riemamn's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  12 
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beliebigen  Flüssigkeitstlieilcbens  zur  Zeit  t  aus  den  oben  (Art.  1,  1 
und  4)  für  die  Grössen  x^  y,  s  und  die  Functionen  l,  m,  .  .  .,  n"  ge- 
gebenen Ausdrücken. 


Wir  wollen  uns  jetzt  Rechenschaft  darüber  geben,  was  durch  die 
Zurückführung  der  Differentialgleichungen  zwischen  den  Functionen 
l,  m,  .  .  . ,  n"  (der  Differentialgleichungen  (a)  §.  1  bei  Dirichlet)  auf 
unsere  Differentialgleichungen  für  das  Geschäft  der  Integration  ge- 
wonnen ist.  Das  System  der  Differentialgleichungen  (a)  ist  von  der 
sechszehnten  Ordnung,  und  man  kennt  von  denselben  sieben  Integrale 
erster  Ordnung,  wodurch  es  auf  ein  System  der  neunten  Ordnung, 
zurückgeführt  wird.  Das  System  (a)  ist  nur  von  der  zehnten  Ord- 
nung, und  man  kennt  von  demselben  noch  drei  Integrale  erster 
Ordnung,  Durch  die  hier  bewirkte  Umformung  jener  Differential- 
gleichungen ist  also  die  Ordnung  des  noch  zu  integrirendeu  Systems 
von  Differentialgleichungen  um  zwei  Einheiten  erniedrigt,  und  man 
hat  statt  dessen  nur  schliesslich  noch  zwei  Quadraturen  auszuführen. 
Diese  Umformung  leistet  also  dasselbe,  wie  die  Auffindung  von  zwei 
Integralen  erster  Ordnung. 

Wir  bemerken  indess  ausdrücklich,  dass  hierdurch  unsere  Form 
der  Differentialgleichungen  nur  für  die  Integration  und  die  wirkliche 
Bestimmung  der  Bewegung  einen  Vorzug  erhält.  Für  die  allgemein- 
sten Untersuchungen  über  diese  Bewegung  ist  dagegen  diese  Form  der 
Differentialgleichungen  weniger  geeignet,  nicht  bloss,  weil  ihre  Her- 
leitung weniger  einfach  ist,  sondern  auch  desshalb,  weil  der  Fall  der 
Gleichheit  zweier  Axen  eine  besondere  Betrachtung  erfordert.  Bei 
Gleichheit  zweier  Axen  tritt  nämlich  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
die  ihnen  zu  gebende  Lage  durch  die  Gestalt  der  flüssigen  Masse  nicht 
völlig  bestimmt  ist;  sie  hängt  dann  im  Allgemeinen  auch  von  der 
augenblicklichen  Bewegung  ab  und  bleibt  nur  dann  willkürlich,  wenn 
diese  Bewegung  so  beschaffen  ist,  dass  die  Axen  fortwährend  einander 
gleich  bleiben.  Die  Untersuchung  dieses  Falles  ist  zwar  immer  leicht 
und  bedarf  daher  keiner  weiteren  Ausführung,  kann  aber  in  speciellen 
Fällen  noch  wieder  besondere  Formen  annehmen,  und  die  allgemeinen 
Untersuchungen,  wie  z.  B.  der  allgemeine  Nachweis  der  Möglichkeit 
der  Bewegung  (§.  2  bei  Dirichlet),  würden  daher  wegen  der  Menge 
von  besonders  zu  behandelnden  Fällen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Ehe  wir  zur  Behandlung  von  speciellen  Fällen  schreiten,  in  wel- 
chen sich  die  Differentialgleichungen  (a)  integriren  lassen,  ist  es  zweck- 
mässig, zu  bemerken,  dass  in  einer  Lösung  dieser  Differentialgleichun- 
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gen,  wie  unmittelbar  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  hervorgeht, 
jede  Zeichenänderung  der  Functionen  u,  v,  ...,  w'  zulässig  ist,  bei 
welcher  uvw^  uv'iv,  uvw,  u'v'iü  ungeändert  bleiben.  Es  können  also 
erstens  die  Zeichen  der  Functionen  «',  v ,  tv'  gleichzeitig  geändert  wer- 
den, und  dadurch  werden  die  Grössen  a,  ß,  .  . . ,  y"  mit  den  Grössen 
a^,  ß^,  ...,  y'',  also  in  dem  System  der  Grössen  l,  m,  .  .  . ,  n"  die 
Horizontalreihen  mit  den  Verticalreihen  vertauscht.  Zweitens  können 
gleichzeitig  zwei  der  Grössenpaare  u,u'^  v,v'-^  w,w'  mit  den  entgegen- 
gesetzten Zeichen  versehen  werden,  und  diese  Aenderung  lässt  sich 
auf  eine  Aenderung  in  dem  Zeichen  einer  Coordinatenaxe  zurückführen, 
wobei  die  Bewegung  in  eine  ihr  symmetrisch  gleiche  übergeht.  In 
dieser  Bemerkung  ist  der  von  Dedekind  gefundene  Reciprocitätssatz 
enthalten. 

6. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  untersuchen,  in  welchem  eins  der 
Grössenpaare  u^u;  v,v''^  tv,w'  fortwährend  gleich  Null  ist,  also  z.  B. 
u  =  u  =  0:  die  «"eometrische  Bedeutung  dieser  Voraussetzung  ist 
diese,  dass  die  Hauptaxe  a  stets  in  der  unveränderlichen  Ebene  der 
ganzen  bewegten  Masse  liegt  und  die  augenblickliche  Rotationsaxe 
auf  dieser  Hauptaxe  senkrecht  steht. 

Aus  den  sechs  letzten  Differentialgleichungen  (a)  folgt  sogleich, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grössen 

(ft)  (c  —  af  V,  (c  -f-  (if  V,  {a  —  &)-  iv,  {a  -{-  Vf  w 

constant  sind  und  die  Gleichungen 

,  V  (^  +  c  —  2«)  VW  -\-  i^  -\-  c  -{-  2a)  v'  w'  =  0 

^^^  (6  —  c  +  2a) vtv  -\-  (h  —  c  —  2a)  v'  tv  =  0 

stattfinden  müssen. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  ist  zu  unterscheiden,  ob  noch  ein 
zweites  der  drei  Grössenpaare  Null  ist  oder  nicht,  und  wir  können  im 
Allgemeinen  nur  noch  bemerken,  dass  in  Folge  der  Gleichungen  (fi) 
die  Grössen  /a,  k,  h^,  h^  constant  sind  und  folglich  auch  die  Winkel 
zwischen  den  Hauptaxen  und  der  unveränderlichen  Ebene  der  ganzen 
bewegten  Masse,  und  dass  dann  ferner  aus  den  Differentialgleichungen 
(ß)  und  (y)  die  Verhältnissgleichungen 

g  :  h  :  k=  p  :  q  :  r 
g^ :  h^  :  Jc^  =  p^ :  q^  :  r^ 

folgen,  wodurch  die  Lösungen  dieser  Gleichungen  sich  vereinfachen. 

12* 
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Erster  Fall.     Nur  eins  der  drei  Grössenpaare  u,u';  v,v';  iv,io'  ist  gleich  Nidl. 

Wenn   weder  zugleich  v  und  v',  noch  zugleich  iv  und  «''   Null    sind, 

folgt  aus  den  Gleichungen  (fi)  und  (v) 

,^  _  (^2a-b-c)  (2a  +  h-c)  ^  /a  -  cy 

V-'  (.2a  +  Z>  +  c)  (2a  -  &  +  c)         \a  +  c  )    ^°^''^- 

!!L!  =  {2a-b-c)  (2a-b-{-c)  _  /a-hy 
iv"-  (2a  + &  +  c)  (2a  +  ö  —  c)         \a  +  6/ 

woraus  sich  mit  Hinzuziehung  von 

ahc  ^=  const. 

ergiebt,  dass  a,  Ij,  c  und  folglich  auch  t\v',  w,iv    constant  sind. 

Setzen  wir  nun 

'>y^ ^^ ''^ ^^  <7 

(2a  +  ft  +  c)  (2a  —  &  +  c)         {2a  —  b  —  c)  (2a  +  &  —  c) 

^^^  2  '2 

tV^  10    '  ™ 

~(2ä~-\-  fc  +  c)  (2 a  +  &  —  c)  "^  (2a  —  &  —  c)  (2a  —  &  +  c)  "^' 

SO  erhalten  wir  aus  den  drei  ersten  Differentialgleichungen  (a)  die  drei 
Gleichungen 

(3)  (4«^  —  1/  —  ?>c?)  S+iAa'—U^  —  c^)!       '^         "" 


(4) 


2  2a^ 


Um   hieraus   die  Werthe   von   S,  T  und  (?   abzuleiten,   bilde    man   aus 
den  Gleichungen  (4)  die  Gleichungen 


'  2  J  A  (b^  -^  s)  (c^  + 


~f"  2&-'  c-  2  J  A  (&^  +  s)  (c-  +  s) 

0 

und  substituire  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (3) 

_e_A  _ 

~    2  2a'^  f 


(4^2  _  ^2  _  ^2^  (2^  +  ,S)  —  2  (h'T  -\-c'^S)  =  '-^        '^ 


wodurch  man 

CO 

,-  Da       £^    r  (Is  /2s -\- Aa' —  b^  —  c^     ,         1      \ 

^'^'^  2o'^fc-c'-^  ~    2  J     A  \     (b-  +  s)  (c-  4-  s)         r-  „2  _^  gj 

0 

erhält,  wenn  zur  Abkürzung 

(6)  4a^  -  «2  (/r  +  c^)  +  J/c"  =  B 

ijesetzt  wird. 
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Durcli  Einsetzung  des  Werthes  von  6  in  die  Gleichungen  (4) 
findet  sich  dann 

CO 

(T)  ^'  ~  ^'"   77S'  =  —   /'        ^(^^         /4a^  —  c'^  4-  b^ &2    •v 

^'^  b^  -  a-  -^^~   2  J    A  (!)■'  +  s)  \        ^H^l  «iM^j 

0 

^^)  c''  —  a^-^      ~  ~¥j  A  {&'  +  s)  \        b^  -\-s  ßM^J  * 

0 

Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  welchen  Bedingungen  a,  l,  c 
genügen  müssen,  damit  sich  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  und  den 
Gleichungen  (2)  für  v,  v,  tv,  iv   reelle  Werthe  ergeben. 

Damit  (^)    und   ( -7  )    nicht  negativ  werden,  ist  es  nothwendig 

und  hinreichend,  dass  die  Grösse 

(4«^  -  (6  +  cf)  (Aa^  —  (h  —  cf)  ^  0 

sei.     Es  muss  also  a"  entweder  >  i    ^    )    oder  <^  l — — -  |    sein. 

Wenn  a  ^     ^    ,  müssen   die   Grössen  5  und   T  beide  ^  0  sein, 

damit  die  Gleichungen  (2)  für  v,v',  tv,w'  reelle  Werthe  liefern.     Man 

b  A-  c 
kann  nun  aber  leicht  zeigen,  dass,  wenn  a  ^  -~— ,  D  und  die  beiden 

Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  immer 
positiv  sind.     Man  hat  dazu  nur  uöthig,  D  in  die  Form  zu  setzen 

er  (4a-  —  (^  +  6')-')  +  bc  (2a-  +  hc) 
und  das  in  (7)  enthaltene  Integral  in  die  Form 

2^^f  "i^  ( (^«'  -  ^') '  + «'  ^""  +  ^'  -  ^')  -  ^'^') 
0 

und  dann  zu  bemerken,  dass  aus  a  ^  "^  die  folgenden  Ungleich- 
heiten fliessen,  4«^  —  (h  -j-  cf  >  0,  4«^  —  r  >  0,  ferner 

4a^  +  &2  _  c^  ;>  (&  _j-  cf  -{-h''  —  c^  =  2h{h-{-  c) 
und  folglich 

a^  (4^2  +  &2  _  c2^)  ^  2&  (&  +  c)  a^>  ^  &(&  +  cf  >  ft^c^. 

Aus  diesen  Ungleichheiten  folgt,  dass  sowohl  D,  als  das  betrachtete 
Integral  nur  positive  Bestandtheile  hat,  und  dasselbe  gilt  auch  von 
dem  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8),  welches  aus 
diesem  durch  Vertauschung  von  h  und  c  erhalten  wird.     Lassen  wir 
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b  -\-  c      . 
nun  a  die  Werthe  von   — ^—  bis  oo  durchlaufen,  so  wird,  wenn  h  ^  c, 

T  immer  positiv  bleiben,  S  aber  nur  so  lange  a  <ih.  Die  Bedingungen 
für  diesen  Fall  sind  also,  wenn  h  die  grössere  der  beiden  Axen  h  und  c 
bezeichnet, 

(I)  -^<a<h. 

Für  die  Untersuchung  des  zweiten  Falles,  wenn  a^  <,  ( — ^),. 
wollen  wir  annehmen,  dass  h  die  grössere  der  beiden  Axen  h  und  c 
sei,  so  dass  a  ^  — -—  .  Es  muss  dann,  damit  v,  v  ,  iv,  tv  reell  werden, 
S  ^0  und  T  >  0  sein.     Da  aus  den  Ungleichheiten 

h'  ^  (2«  +  cf  >  4  fr  +  c' 

hervorgeht,  dass  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8) 
in  unserm  Falle  stets  negativ  ist,  so  wird  die  letztere  Bedingung  T^ö 

nur  erfüllt  werden,  wenn  D  (c-  —  «")  >  0,  also  c^  entweder  <  — fr, ^ , 

oder  >  a^  ist.    Dieser  Fall  spaltet  sich  also  wieder  in  zwei  Fälle,  und 

diese  sind,  da  — r^ 9-^  <  Ci^    durch    einen    endlichen    Zwischenraum 

getrennt,  so  dass  von  einem  zum  andern  kein  stetiger  Uebergang 
stattfindet.  Da  das  Integral  in  der  Gleichung  (7),  so  lange  c^  ^  a^ 
ist,  wegen  der  beiden  Ungleichheiten  c^  -j-  s<^a^  -j-  s,  4«-  —  c^-|-6^>&^ 
nur  positiv  sein  kann,  so  reduciren  sich  die  zu  erfüllenden  Bedingungen 

im  ersten  dieser  Falle  auf  a  <  — - —  oder 

(II)  c^b  —  2a  und  c^  <  "^ ^' ^ ^f^ 
und  im  zweiten  auf 

(III)  a  <  '-^  und    f^^,  /4al-cM:^^  _      h^\  ^  ^_ 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  Integral  auf  der  linken  Seite  der 
letzten    Ungleichheit,    wenn    a    die    Werthe    von    0   bis   c    durchläuft, 

negativ  bleibt,  so  lange  a  ^  -  ist,  während  es  für  a  =  c  einen  posi- 
tiven Werth  annimmt;  die  genaue  Bestimmung  der  Grenzen  aber, 
innerhalb  deren  diese  Ungleichheit  erfüllt  ist,  hängt,  wie  man  sieht, 
von  der  x4.uflösung  einer  transcendenten  Gleichung  ab. 

In  Bezug  auf  das  Zeichen  von  6,  welches  bekanntlich  entscheidet,  ob 
die  Bewegung  ohne  äussern  Druck  möglich  ist,  können  Avir  bemerken, 
dass  sich  der  oben  gefundene  Werth  dieser  Grösse  in  die  Form 
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setzen  lässt,  und  also  in  den  Fällen  I  und  III,  wo  Z)  >  0,  jedenfalls 
positiv  ist,  für  einen  negativen  Werth  von  D  aber,  wenigstens  so 
lange  dieser  Werth  absolut  genommen  unter  einer  gewissen  Grenze 
liegt,  negativ  wird. 

7. 
Zweiter  Fall.     Zivei  der  Grössenpaare  u,U]  v,v';  iv,iv'  sind  gleich  Null. 

Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  behandeln,  wenn  zwei  der 
Grössenpaare  u,  u' ;  v,  f ' ;  iv,  tv  fortwährend  Null  sind,  und  also  nur  um 
eine  Hauptaxe  eine  Rotation  stattfindet. 

Wenn  ausser  u  und  u'  auch  v  und  v  fortwährend  Null  sind,  so 
reduciren  sich  die  Gleichungen  (ft)  und  (y)  auf 

(a  —  hYiv  =  const.  =-  t  (a  +  hf  tv  =  const.  -=  r' 

und  die  ersten  drei  Differentialgleichungen  (a)  liefern  daher  die  Glei- 
chungen 

l'^a  ,  ß 


a 


^^^  ^'        _J_       ^''       _  ±  ^  =     7)  7?  —  - 

(ft  _  a)-^"r  ib^af        '^  dt'         ^^  b 

2  dt-  c 

welche  verbunden  mit 

ahc  --=  cfo^o^o 

die  Grössen  a,  h,  c  und  G  als  Functionen  der  Zeit  bestimmen.  Das 
Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  giebt  für  diese  Differential- 
gleichungen das  Integral  erster  Ordnung 

^^^      ^\\dt)    ^  [dtj    ^  [dtj  J  ~  {a —  by~  {a-\-by-  ' 

woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  wenn  t  nicht  Null  ist,  die  Haupt- 
axen  a  und  h  nie  einander  gleich  werden  können. 

Ausser  den  schon  von  Mac-Laurin  und  Dirichlet  untersuchten 
Fällen,  wenn  a  =  'b,  lässt  noch  der  Fall,  wenn  die  Grössen  a,  h,  c 
constant  sind,  eine  Bestimmung  der  Bewegung  in  geschlossenen  Aus- 
drücken zu.  In  diesem  Falle  erhält  mau  aus  (1)  durch  Elimination 
von  ö  die  beiden  Gleichungen 
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(3) 


00 

I  T^        Bit    r  äs        (&2  —  c'^)s        ^ 

+  (&  —  af  ~  ~Vj    AT  (fc2  _|_  s)  (c2  _^  s)  ~ 


(fe  +  a)^ 

0 


y 


(ö  +  ay         (b  —  a)^  a    J     A    {a'  +  s)  (c^  +  s) 


worin  die  Integrale   auf  der  rechten  Seite   durch  K  und  L  bezeichnet 
werden  mögen;  sie  lassen  sieh  auch  in  die  Form  setzen 

CO 

/  .X  ,2  ■^'^       STt     r  ds  /  s  -\-  ab  c^         \ 


^r\  ,2  ■'^■^  iTT.    I*  ds   /  s  —  ab  j^  c**  \ 

(^Oj  tv-  =  (ö  _  a)^  ""  ~2"  J    ^  (^(«^  +  s)  (&^  +  s)   "^  a&(c2  ^Tsyj 

0 

Nehmen  wir  an,  dass  h,  wie  in  den  früher  betrachteten  Fällen, 
die  grössere  der  beiden  Axen  a  und  h  bezeichne,  so  liefern  diese  bei- 
den Gleichungen  dann  und  auch  nur  dann  für  t^  und  t'^  positive  Werthe, 
wenn  K  positiv  und  abgesehen  vom  Zeichen  grösser  als  L  ist;  und 
es  ist  klar,  dass  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  solange  c  <  &.  Der 
zweiten  Bedingung  wird  genügt,  wenn  c  =  a  also  L  =  0  ist,  und 
folglich  auch,  da  K  und  L  sich  mit  c  stetig  ändern,  innerhalb  eines 
endlichen  Gebiets  zu  beiden  Seiten  dieses  Werthes.  Dieses  erstreckt 
sich  aber  nicht  bis  zu  den  Werthen  h  und  0;  denn  für  c  =  h  würde 
tr'^  negativ  werden,  für  ein  unendlich  kleines  c  aber  t^,  da  dann 

CO  CO 

K  r  ds  L  /*  ds 

8% 


Jds  L  r 

— ii p T         —  =  Sn     I 
s^  n  _L  ,S^  (1  4- -  s)^        ""  J 


und  folglich  L^  K  wird.  Wächst  &,  während  a  und  c  endlich  blei- 
ben, in's  Unendliche,  so  kann  L  nur  dann  kleiner  als  K  bleiben, 
wenn  zugleich  a^  —  c^  ins  Unendliche  abnimmt;  beide  Grenzen  für  c 
sind  also  dann  nur  unendlich  wenig  von  a  verschieden.  Wenn  da- 
gegen h  seiner  unteren  Grenze  a  unendlich  nahe  kommt,  so  conver- 
girt  die  obere  Grenze  für  c,  wo  t"  ==  0  wird,  gegen  a,  die  untere 
Grenze  aber  gegen  einen  Werth,  für  welchen  das  Integral  auf  der 
rechten  Seite  von  (5)  verschwindet.     Zur  Bestimmung  dieses  Werthes 

erhält  man,  wenn  man  —  =  sin  ^'  setzt,  die  Gleichung 

(-— 5  +  2cos2j^-f  cos4i^)  (:nj  —  2i/;)  +  10sin2i^  +  2  sin4j^  =  0, 
und  diese  hat  zwischen  t/>  ==  0  und  il^  =  ^  nur  eine  Wurzel,  welche 
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giebt.  Für  h  =  a  kann  freilicli  c  jeden  Werth  zwisclien  0  und  h  an- 
nehmen, da  dann  t^  wegen  des  Factors  h  —  a  immer  Null  wird.  Man 
erhält  dann  den  von  Mac-Lau rin  untersuchten  Fall,  Avährend  sich 
für  ^('^  =  tv'^  die  beiden  von  Jacobi  und  Dedekind  gefundenen 
Fälle  ergeben. 

Der  eben  behandelte  Fall  fällt  für  h  =  a  mit  dem  Falle  (I)  des 
vorigen  Artikels  zusammen  und,  wenn 

iv^  tv' '^ 

(&  +  c  -f  2  a)   (fc  —  c  +  2  a)  "^  (&  -f  c  —  2  a)   (&  —  c  — ~2ä)  ' 

mit  dem  Falle  (III).  Von  den  bisher  gefundenen  vier  Fällen,  in  denen 
das  flüssige  EUipsoid  während  der  Bewegung  seine  Form  nicht  ändert, 
hängen  also  diese  drei  Fälle  stetig  unter  einander  zusammen,  während 
der. Fall  (II j  isolirt  bleibt. 

8. 

Die  Untersuchung,  ob  ausser  diesen  vier  Fällen  noch  andere  vor- 
handen sind,  in  denen  die  Hauptaxen  während  der  Bewegung  constant 
bleiben,  führt  auf  eine  ziemlich  weitläufige  Rechnung,  welche  wir  nur 
kurz  andeuten  wollen,  da  sie  nur  ein  negatives  Resultat  liefert. 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  «,  h,  c  constant  sind,  kann  mau  zu- 
nächst leicht  folgern,  dass  6  constant  ist,  indem  man  die  drei  ersten 
Difterentialgleichungen  («),  multiplicirt  mit  a,  h,  c,  zu  einander  addirt 
und  dann  die  Integralgleichung  I,  also  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft,  benutzt. 

Durch  Differentiation    dieser  drei  Gleichungen    erhält   man    dann 

0  T      TUT     ii  d  10      du  dw  -,  -, 

ferner,  wenn  man   die  Werthe   von  -j- ,  —rr,  .-,  -jj    aus    den     sechs 

letzten  Differentialgleichungen  (a)  einsetzt,  die  drei  Gleichungen 

{b  —  c)  u  (vtv  —  v'  w')  -j-  {b  -\-  c)  u'  (y'  iv  —  viv)  =  0 
(1)  (c  —  d)  V  i^wu  —  w  u)  -\-  ic  -j-  a)  v'  {tv  u  —  ivu')  =  0 

(«  —  b^  'IV  {u  V  —  u  v')  -\-  {a  -\- b)  tv  (u'  v  —  nv')  =  0, 
von  denen  eine  eine  Folge  der  übrigen  ist. 

I.  Wenn  nun  keine  von  den  sechs  Grössen  u,  u' ,  .  .  . ,  tv'  Null 
ist,  folgt  aus  diesen  Gleichungen  die  Gleichheit  der  folgenden  drei 
Grössenpaare,  deren  Werthe  wir  durch  2a',  2b',  2c'  bezeichnen  wollen 

(a-c)^-\-(a^c)'-  =  {a-b)^-^{a  +  b)^  =  2a' 


(6-a)^+(6  +  «)^=    (Z>-.)4  +  (ö  +  c)^  =  2&' 
(c  -  ?>)  ^  -f  (c  +  &)  ^  =  (.  -  a)  A  -f  (.  +  a)  ^  =  2c' 


L 
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E.S  ergiebt  sich  dann  a'^  —  y^  z=  a^  —  y^^  ?>'2  —  ^'^  =  y^  —  c^,  so  dass  wir 

aa  —  «'«'  =  hh  —  h'  h'  =  cc  —  c  c   ==  6 
setzen  können,  und  aus  den  drei  ersten  Differentialgleichungen  (a) 

2Äa'  =  const. ,     2;^Z>' =  const. ,     2()c' =  const. 
wenn    wir    vv'  -\-  -nnv' ,  totv'  -f-  uti',  uu'  -|-  vv'    zur    Abkürzung    durch 
71,  %,  Q  bezeichnen.     Aus  diesen  Gleichungen  und  der  aus  den  Integral- 
gleichungen II  und  III  leicht  herzuleitenden  Gleichung 

(«2  -  -y-)  (fr  -  c')  7C-\-{y  -  a^)  {W  —  C-)  i  +  (c2  -  a'')  ic'  -  V)  q 

=  \  (cor  —  (o^^ 

folgt,  wenn  nicht  a  =^h  =  c,  dass  9  und  folglich  u,  u' ,  .  .  . ,  iv  con- 
stant  sein  müssen.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht,  dass  dann  die  sechs 
letzten  Differentialgleichungen  («)  nicht  erfüllt  werden  können;  und 
hierdurch  ist,  wenn  nicht  alle  drei  Axen  einander  gleich  sind,  die  Un- 
zulässigkeit der  Annahme,  dass  u,  ii,  .  .  . ,  tv  sämmtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  erwiesen. 

Die  Annahme  a  ==  h  =  c  würde  auf  den  Fall  einer  ruhenden 
Kugel  führen;  w',  v',  tv'  ergeben  sich  =  0,  ii,  v,  iv  aber  bleiben  ganz 
Avillkürlich,  was  davon  herrührt,  dass  die  Lage  der  Axen  in  jedem 
Augenblicke  willkürlich  geändert  werden  kami. 

II.  Es  bleibt  also  nur  die  Amiahme  übrig,  dass  eine  der  Grössen 
■u,  V,  .  .  . ,  w'  Null  ist,  und  diese  zieht,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
immer  die  früher  untersuchte  Voraussetzung  nach  sich,  dass  eins  der 
drei  Grössenpaare  u,u' '^  v,v' ]  iv,iv'  verschwinde. 

1.  Wenn  eine  der  Grössen  u',  v' ,  iv',  z.  B.  u'  =  0  ist,  folgen  aus 
(1)  die  Gleichungen 

(&  —  c)  u VW  =  0 ,       (h  —  c)  tiv'  w'  =  0 
und   diese  lassen  nur   eine  von  den  folgenden   Annahmen  zu:   erstens 
die  früher   untersuchte   Voraussetzung,   zweitens   h  =^  c,  drittens  v  =  0 
und  w'  =  0  oder   v'  =  0  und  w  =  0,   was  nicht  wesentlich  verschie- 
den ist. 

Wenn  h  =  c,  bleibt  u  ganz  willkürlich  und  kann  also  auch  =  0 
gesetzt  werden,  wodurch  der  früher  untersuchte  Fall  eintritt. 

Wemi  V  =  0  und  w'  =  0,  erhält  man  aus  den  Differentialglei- 
chmigen  (a) 

(h  —  c  —  2a)  UV  IV  =  0 ,  {c-\-a  —  2l))nv'w  =  0^  {a — h-\-2c)uv' w  =  0 , 
und,  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  zur  zweiten  addir.t, 

—  (n  -f-  h)  nv'  ?y  =  0; 
es  muss  also  ausser  den  Grössen  u' ,  v,  iv'  noch  eine  der  Grössen  u,  v ,  iv 
Null  sein,  wodurch  wieder  der  früher  untersuchte  Fall  eintritt. 
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2.  Wenn  endlicli  eine  der  Grössen  u,  v^  to,  z.  B.  ^*  ==  0  ist,  folgt 
aus  den  Gleichungen  (l) 

u'  v'  w  =  0 ,  u'  viü'  =  0 
lind  diese  Gleieliungeu  führen  entweder  zu  unserer  früheren  Voraus- 
setzung, oder  zu  der  Annahme,  n  ==  v'  =  iv'  =  0,  welche  von  der  eben 
untersuchten  u'  =  v  ==  to'  =  0  nicht  wesentlich  verschieden  ist,  oder 
endlich  zu  der  Annahme  m  =  y  ==  iv  =  0.  Unter  dieser  Voraussetzung 
aber  geben  die  Differentialgleichungen  (a)  v' tv' =  w' ii'  =  ii  v'  =  (), 
und  es  müssen  also  noch  zwei  von  den  Grössen  u' ,  v',  tv'  Null  sein, 
was  wieder  den  früher  behandelten  Fall  liefert. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  mit  der  Beständigkeit  der  Gestalt 
nothwendig  eine  Beständigkeit  des  Bewegungszustandes  verbunden  ist, 
d.  h.,  dass  allemal,  wenn  die  flüssige  Masse  fortwährend  denselben 
Körper  bildet,  auch  die  relative  Bewegung  aller  Theile  dieses  Körpers 
immerfort  dieselbe  bleibt.  Die  absolute  Bewegung  im  Räume  kann 
man  sich  in  diesem  Falle  aus  zwei  einfacheren  zusammengesetzt  denken, 
indem  man  sich  zuerst  der  flüssigen  Masse  eine  innere  Bewegung  er- 
theilt  denkt,  bei  welcher  sich  die  Flüssigkeitstheilchen  in  ähnlichen, 
parallelen  und  auf  einem  Hauptschnitte  senkrechten  Ellipsen  bewegen, 
und  dann  dem  ganzen  System  eine  gleichförmige  Rotation  um  eine  in 
diesem  Hauptschnitte  liegende  Axe.  Wenn  dieser  Hauptschnitt,  wie 
oben  angenommen,  senkrecht  zur  Hauptaxe  a  ist,  so  sind  die  Cosinus 

h      k 
der  Winkel  zwischen  der  Umdrehungsaxe  und  den  Hauptaxen  0,  — ,  — 

und  die  Umdrehungszeit     ,  .     Ferner  sind  0,  h  —  ,  c  — '   die    auf 

die  Hauptaxen  bezogenen  Coordinaten  des  Endpunkts  der  augenblick- 
lichen Rotationsaxe,  und  bei  der  innern  Bewegung  sind  die  elliptischen 
Bahnen  der  Flüssigkeitstheilchen  der  in  diesem  Punkte  an  das  Ellipsoid 
gelegten  Tangentialebene  parallel,  so  dass  ihre  Mittelpunkte  in  dieser 
Rotationsaxe  liegen.  Die  Theilchen  bewegen  sich  in  diesen  Bahnen 
so,  dass  die  nach  den  Mittelpunkten  gezogenen  Radienvectoren  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  durchstreichen,  und  durchlaufen  sie  in 

der  Zeit     ,  . 


Wir  kehren  jetzt  zurück  zur  Betrachtung  der  Bewegung  der 
flüssigen  Masse  in  dem  Falle,  wenn  w,  w';  v,v'  fortwährend  Null  sind 
und  also  nur  um  eine  Hauptaxe  eine  Rotation  stattfindet,  und  bemer- 
ken zunächst,   dass    sich   den   Gleichungen  (1)   Art.  7.,  nach  welchen 
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sich  die  Hauptaxen  in  diesem  Falle  ändern,  noch  eine  andere  anschau- 
lichere mechanische  Bedeutung  geben  lässt.  Man  kann  sie  nämlich 
betrachten  als  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  («,  h,  c)  von  der  Masse  1,  der  gezwungen  ist  auf  einer  durch 
die  Gleichung  uhc  =■=  const.  bestimmten  Fläche  zu  bleiben  und  von 
Kräften  getrieben  wird,  deren  Potentialfunction  der  Grösse 

-  -I ~ 2aH 


{a  —  hy    '    (o  +  hy 
dem  Werthe  nach  gleich  und  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  ist. 

Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  G,  so  lassen  sich  die  Gleichun- 
gen für  beide  Bewegungen  in  die  Form  setzen: 

für  alle  unendlich  kleinen  Werthe  von  öa,  Öh,  de,  welche  der  Bedin- 
gung ahc  =  const.  genügen;  und  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
mechanischen  Kraft  giebt 

wonach  der  von  der  Formänderung  der  flüssigen  Masse  unabhängige 
Theil  der  mechanischen  Kraft  =  G  ist. 

Damit  a,  h,  c  und  folglich  Form  und  Bewegungszustand  des  flüssigen 

Ellipsoids  constant  bleiben,  wenn  77?  77?  77  ^^^^^  sind,  ist  es  offen- 
bar nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  von  den  veränderlichen  Grössen  a,  h,  c,  zwischen  wel- 
chen die  Bedingung  ahc  =  const.  stattfindet,  verschwinde,  was  auf  die 
Gleichungen  (3.)  oder  (4.)  und  (5.)  des  Art.  7.  füjirt.  Diese  Bestän- 
digkeit des  Bewegungszustandes  wird  aber  nur  eine  labile  sein,  wenn 
der  Werth  der  Function  kein  Minimum werth  ist;  es  lassen  sich  dann 
immer  beliebig  kleine  Aenderungen  des  Zustandes  der  flüssigen  Masse 
angeben,  welche  eine  völlige  Aenderung  desselben  zur  Folge  haben. 

Die  directe  Untersuchung  der  Variation  zweiter  Ordnung  für  den 
Fall,  wenn  die  Variation  erster  Ordnung  der  Function  G  verschwindet, 
würde  sehr  verwickelt  werden;  es  lässt  sich  jedoch  die  Frage,  ob  die 
Function  für  diesen  Fall  einen  Minimumwerth  habe,  auf  folgendem 
Wege  entscheiden. 

Zunächst  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Function  immer,  welche 
Werthe  auch  t^,  x"^  und  ahc  haben  mögen,  für  ein  System  von 
Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen  ein  Minimum  haben 
müsse;  es  folgt  dies  offenbar  aus  den  drei  Umständen,  dass  erstens 
die  Function  G  für  den  Grenzfall,  wenn  die  Axen  unendlich  klein  oder 
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unendlich  gross  werden,  sich  einem  Grenzwerth  nähert,  der  nicht 
negativ  ist,  dass  zweitens  sich  immer  Werthe  von  a,  h,  c  angeben 
lassen,  für  welche  G  negativ  wird  und  dass  drittens  G  nie  negativ  un- 
endlich werden  kami.  Diese  drei  Eigenschaften  der  Function  G  er- 
geben sich  aber  aus  bekaimten  Eigenschaften  der  Function  H.  Die 
Function  H  erhält  ihren  grössteu  Werth  in  dem  Fall,  Avemi  die  flüssige 
Masse    die   Gestalt    einer   Kugel    amiimmt,   nämlich   den  Werth  2nQ^, 

3, 

wemi  Q  den  Radius  dieser  Kugel  also  yahc  bezeichnet;  ferner  wird  H 
unendlich  klein,  wemi  eine  der  Axen  unendlich  gross  und  folglich 
wenigstens  Eine  andere  unendlich  klein  wird,  jedoch  so,  dass,  wenn  h 
in's  Unendliche  wächst,  Hh  nicht  unendlich  klein  wird,  und  folglich 
in  der  Function  G,  wemi  nicht  zugleich  a  in's  Unendliche  wächst,  der 
negative  Bestandtheil  schliesslich  immer  den  positiven  überwiegt. 

Wenn  t'^  nicht  Null  ist,  muss  schon  unter  den  Werthen  von 
a,  h,  c,  welche  der  Bedingung  h^a  genügen,  ein  Werthensystem  ent- 
halten sein,  für  welches  die  Function  ein  Minimum  wird;  denn  dann 
sind  die  obigen  drei  Bedingungen,  aus  welchen  die  Existenz  eines 
Minimums  folgt,  schon  für  dieses  Grössengebiet  erfüllt,  da  G  auch  für 
den  Grenzfall  a  =  J)  nicht  negativ  wird. 

Man  kann  nun  ferner  untersuchen,  wie  viele  Lösungen  die  Glei- 
chungen (3.)  Art.  7  zulassen,  welche  das  Verschwinden  der  Variation 
erster  Ordnung  bedingen.  Diese  Untersuchung  lässt  sich  leicht  führen, 
weim  man  die  Werthe  der  aus  ihnen  sich  ergebenden  Ausdrücke  für 
T"  und  t'^  auch  für  complexe  Werthe  der  Grössen  a,  h,  c  in  Betracht 
zieht.  Wir  kömien  jedoch  diese  Untersuchung  in  die  gegenwärtige 
Abhandlung  nicht  aufnehmen  imd  müssen  uns  begnügen  das  Resultat 
derselben  anzugeben,  dessen  wir  in  der  Folge  bedürfen. 

Wemi  t^  nicht  Null  ist,  lassen  die  Gleichungen  (3.)  auf  jeder 
Seite  von  &  ==  a  nur  Eine  Lösung  zu;  die  Variation  erster  Ordnung 
verschwindet  also  auf  jeder  Seite  dieser  Gleichung  nur  für  ein  Werthen- 
system, und  die  Function  G  muss  für  dieses  ihr  Minimum  haben, 
welches  wir  durch  6r*  bezeichnen  wollen. 

Wenn  t^  Null  ist,  verschwindet  die  Variation  erster  Ordnung 
immer  für  h  =  a  und  einen  Werth  von  c,  der  für  t'^  =  0  gleich  a 
ist  und  mit  wachsendem  r'^  beständig  abnimmt.  Die  Variation  zweiter 
Ordnung  lässt  sich  für  dieses  Werthensystem  leicht  in  die  Form  eines 
Aggregats  von  (da  +  dhf  und  (da—  dhf  setzen,  und  hierin  ist  der 
Coefficient  von  {da  +  dhf  immer  positiv,  da  die  Function,  wie  aus 
den  früheren  Untersuchungen  bekamit  ist,  unter  allen  Werthen,  die  sie 
für  h  =  a  annehmen  kann,  hier  ihren  kleinsten  Werth  hat. 
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Der  Coefficient  von  (da —  dhf  aber  ist 


fit       / 


*  da  /  s  —  ah  .  c^ 


A  V  (a- +  s)  C?/-*  +  «)    '    ah{c--j-s) 

also  nur  positiv,  wenn —  >  0,303327  ...und  folglich  t'^  <£ä()'^.  8,64004  ...., 

aber  negativ,   wenn  ~  diesen  Wertli  überschreitet. 

Die  Function  G  hat  also  für  dieses  Werthensystem  nur  im  ersten 
Falle  ein  Minimum  (6r*),  und  die  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
zeigt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  dann  nur  für  dieses  Werthen- 
system verschwindet;  im  letztern  Falle  aber  hat  sie  einen  Sattelwerth; 
sie  muss  dann  nothwendig  noch  für  zwei  Werthensysteme  ein  Mini- 
mum ((t*)  haben,  und  aus  der  Untersuchung  der  Gleichungen  (3) 
folgt,  dass  die  Variation  erster  Ordnung  nur  noch  für  zwei  Werthen- 
systeme verschwindet,  welche  durch  Vertauschung  von  h  und  a  aus 
einander  erhalten  werden. 

Aus  dieser  Untersuchung  ergiebt  sich  also,  dass  in  dem  schon 
seit  Mac-Laurin  bekannten  Falle  der  Rotation  eines  abgeplatteten 
Umdrehungsellipsoids  um  seine  kleinere  Axe  die  Beständigkeit  des  Be- 
wegungszustandes nur  labil  ist,  sobald  das  Verhältniss  der  kleinern 
Axe  zu  den  andern  kleiner  ist  als  0,303327  ...;  bei  der  geringsten 
Verschiedenheit  der  beiden  andern  würde  in  diesem  Falle  die  flüssige 
Masse  Form  und  Bewegungszustand  völlig  ändern  und  ein  fortwähren- 
des Schwanken  um  den  Zustand  eintreten,  welcher  dem  Minimum  der 
Function  G  entspricht.  Dieser  besteht  in  einer  gleichförmigen  Um- 
drehung eines  ungleichaxigen  Ellipsoids  um  seine  kleinste  Axe  ver- 
bunden mit  einer  gleichgerichteten  innern  Bewegimg,  bei  welcher  die 
Theilchen  sich  in  einander  ähnlichen  zur  Umdrehungsaxe  senkrechten 
Ellipsen  bewegen.  Die  Umlaufszeit  ist  dabei  der  Umdrehungszeit  gleich, 
so  dass  jedes  Theilchen  schon  nach  einer  halben  Umdrehung  des 
Ellipsoids  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt. 

10. 
Wenn  die  mechanische  Kraft  des  Systems, 

*(©:+©:+©:)+«»=^' 

welche  offenbar  nicht  kleiner  als  G*  sein  kann,  negativ  ist,  so  kann 
die  Form  des  Ellipsoids  nur  innerhalb  eines  endlichen  durch  die  Un- 
gleichheit G  <,  Sl  begrenzten  Gebiets  fortwährend  schwanlven. 
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Für  den  Fall,  dass  Sl  —  G*  als  unendlicli  klein  betrachtet  werden 
kann,  können  wir  diese  Schwankungen  leicht  untersuchen. 

Denken   wir  uns  in  der  Function  G  für  c  seinen  Werth  aus  der 

Gleichung   ahc  =  ttob^CQ    substituirt,    so   giebt    die    Gleichung  (1)    des 

vorigen  Artikels 

d'^a         c    d^c  j^dG ^       d^h         c    d^c  j,    dG  ^ 

W' ~"^  W"  ^  Ja  ~~  ^     Jt^  ~  b   ~d¥' '^  Jb  ~ 

Die  Werthe  von  a,h,c  können  nun  stets  nur  unendlich  wenig  von  den 
Werth en,  die  dem  Miniraum  von  G  entsprechen,  abweichen,  und  wenn 
wir  die  Abweichungen  zur  Zeit  t  mit  da,  dh,  de  bezeichnen  und  die 
Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigen,  so  erhalten  wir  zwischen 
diesen  die  Gleichungen 

8a    1^  db  j^  öc         ^ 

a   ~^   b     '     c 
x^N  d'^da         c    d^8c    ,    c'-G^       ,     c^G    ^,  ^ 

W  -^  -  "«  ^F  +  ^  '^^  +  FS  ^^'  =  ^ 

d^db         c    d'^öc    .    c-G   ^,     ,      c^G   .,  ,, 

welchen  man  bekanntlich  genügen  kann,  wenn  man     ,3  =  —  ^^da, 

.^   =  —  (x^dh,  also  auch      ^    =  —  ^^dc  setzt  und  dann  die  Con- 

stante  ^[i  so  bestimmt,  dass  Eine  eine  Folge  der  übrigen  wird.  Die 
letztere  Bedingung  für  ^^  kommt  mit  der  Bedingung  überein,  den 
Ausdruck  zweiten  Grades  von  den  Grössen  da,  db 
2d^G  —  ^^(da^-i-  dh^+  de') 
zu  einem  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  von  diesen  Grössen  zu 
machen;  und  dieser  genügen,  da  d'G  und  da'  -\-  dh'  -{-  de'  wesentlich 
positiv  sind,  immer  zwei  positive  Werthe  von  jtift,  welche  einander 
gleich  werden,  wenn  d'G  und  da'  -f-  dh'  -f-  de'  sich  nur  durch  einen 
Constanten  Factor  unterscheiden.  Diese  beiden  Werthe  von  ^^  geben 
zwei  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1),  bei  denen  sich  da,  db,  de 
einer  periodischen  Function  der  Zeit  von  der  Form  sin(ju,^ -f- const.) 
proportional  ändern,  und  aus  denen  sich  ihre  allgemeine  Lösung  zu- 
sammensetzen lässt. 

Jede  einzeln  genommen  liefert  periodische  unendlich  kleine  Oscil- 
lationen  der  Gestalt  und  des  Bewegungszustandes.  Hieraus  würde 
freilich  nur  folgen,  dass  es  zwei  Arten  von  Oscillatiouen  giebt,  welche 
sich  desto  mehr  periodischen  nähern,  je  kleiner  sie  sind;  es  ergiebt 
sich  jedoch  die  Existenz  von  endlichen  periodischen  Schwingungen  aus 
folgender  Betrachtung. 

Wenn  £1  negativ  ist,  muss  offenbar  a  einen  und  denselben  Werth 
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mehr  als  einmal  armehmen,  und  betrachten  wir  die  Bewegung  von 
dem  Augenblicke  an,  wo  a  einen  solchen  Werth  zum  erstenmal  an- 
nimmt,   so  wird  die  Bewegung  durch  die  Anfangswerthe  ^,  ^^  und  h 

völlig  bestimmt  sein;  es  sind  also  auch  die  Werthe,  welche  diese 
Grössen  erhalten,  wenn  a  später  wieder  diesen  Werth  annimmt, 
Functionen  von  ihren  Anfangswerthen.  Diese  Functionen  wollen  wir 
zusammengenommen  durch  %  bezeichnen.  Die  Bewegung  wird  periodisch 
sein,  wenn  ihre  Werthe  den  Anfangswerthen  gleich  sind.  In  Folge 
der  Gleichung  ahc  =  const.  und   des   Satzes  von   der  lebendigen  Kraft 

da 

dt 


müssen  aber,  wenn  h  und   -^r  ihre  Anfangswerthe    wieder  annehmen. 


auch  c,  -jr  und  jr    wieder   ihren   Anfangswerthen   gleich   werden.     Es 

sind  also  hierzu  nur  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen;  und  man  kann,  indem 
man  die  Derivirten  der  Functionen  %  für  den  Fall  unendlich  kleiner 
Schwingungen  bildet,  zeigen,  dass  diese  Bedingungsgleichungen  sich 
nicht  widersprechen  und  imierhalb  eines  endlichen  Gebiets  reelle  Wur- 
zeln haben. 

Die  Grössen  a,  h,  c  lassen  sich  für  diesen  Fall  periodischer 
Schwingungen  als  Function  der  Zeit  durch  Fourier'sche  Reihen  aus- 
drücken, in  welchen  freilich  sämmtliche  Constanten,  den  vonDirichlet 
behandelten  Fall  ausgenommen,  nur  näherungsweise  bestimmt  werden 
kömien.  Dieses  kami  z.  B.  dadurch  geschehen,  dass  man  die  oben  für 
den  Fall  unendlich  kleiner  Schwingungen  gemachte  Entwicklung  auf 
Glieder  höherer  Ordnung  ausdehnt. 

Es  schien  uns  der  Mühe  werth,  diese  Bewegungen«,  welche  den 
Bewegungen,  bei  denen  Gestalt  und  Bewegungszustand  constant  sind, 
an  Einfachheit  zunächst  stehen,  wenigstens  einer  oberflächlichen  Be- 
trachtung zu  unterwerfen.  Wir  wollen  nun  die  Untersuchung,  welche 
wir  im  vorigen  Artikel  für  den  Fall,  wenn  nur  um  eine  Hauptaxe 
eine  Rotation  stattfindet,  ausgeführt  haben,  auf  alle  der  Dirichlet'schen 
Voraussetzung  genügenden  Bewegungen  ausdehnen. 

11. 

Um  für  diesen  Zweck  die  DifiPerentialgleichungen  (a)  in  eine  über- 
sichtlichere Form  zu  bringen,  wollen  wir  statt  der  Grössen  n,  v,  ...,  iv 
die  Grössen  g,  h,  . . .,  li^  einführen  und  die  Bedeutung  von  G  dahin 
verallgemeinern,  dass  wir  dadurch  den  Ausdruck 


i 


.2^ 


—  2b7C    r  «o^o^o 


ds 

+  s)(c^-|-s) 
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also   auch  jetzt  den   von   der  Formänderung  unabhängigen   Theil    der 
mechanischen  Kraft  bezeichnen. 

Es  wird  dann 

^  a^         _dG     ^  _dG 
^  dg  '  ^  dh  '  dk 

^dG         __dG         _dG 

und  die  letzten   sechs  Differentialgleichungen  (a)  lassen  sich  daher  in 
die  Form  setzen 


dg        j  dG        .dG 
dt            dk            dh 

dg,      .  dG 

'    dt  —  '  dk, ' 

'^'Wh, 

,.  s                       dh        T  dG           dG 
(1-)                         -dt-^'jg-^ü 

dh,         ,    cG 
'     'dt  "~    '  dg. 

dG 
-^'dTc, 

dl:             cG         ■,  dG 

dt         ^'  dh             dg 

dk,             cG 

dt  ~  -''  ch,  ' 

j  dG 

während  die  drei  ersten  in 

, 

(2.)    ^  +  f       2'  -0,  '''  + 

^    '     dt-    'da            a           '    dt^     ' 

dh            0            ' 

d'c    ,    dG 
dt^  ""    ~dc 

2-  =  0 

c 

übergehen.  Wir  bemerken  zugleich,  dass  aus  der  Integralgleichung  11, 
wenn  cj  ==  0,  drei  Integralgleichungen,  ^  =  0,  h  =  0,  /j  =  0,  folgen, 
d,  h.,  dass  diese  Grössen  immer  Null  bleiben,  wenn  sie  anfangs  Null 
sind.    Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  den  Grössen  g,,  li,,  l,. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (1.)  und  (2.)  ist  nun  leicht  er- 
sichtlich, dass  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung  der 
Function  G  von  den  neun  veränderlichen  Grössen  a,  h,  . . .,  h,,  zwischen 
welchen  die  drei  Bedingungen 

ahc  ==  const.,      g^  +  h^  -(-  F  =  co^,      g^  -{-  h,  +  l\'  =  w/ 
stattfinden,  uothwendig  und  hinreichend  ist,  damit 

d'^a    d'^b     d'^c     dg  dk, 

d¥'  dt^'  dt^'  It^  ••■'  ~dt 

Null  werden  und   also   Gestalt  und  Bewegungszustand   dos   Ellipsoids 

constant  bleiben,  wenn  -,— ,  -rr,^rT   Null    sind.      Die    Fälle,    in    denen 
'  dt  '  dt  '  dt  ' 

dieses  stattfindet,  haben  wir  früher  vollständig  erörtert.  Es  ergiebt 
sich  nun  aber  auch  hier  wieder  leicht,  dass  die  Function  G  wenigstens 
für  Ein  System  von  Werthen  der  unabhängig  veränderlichen  Grössen 
ein  Minimum  haben  müsse,  da  sie  für  den  alleinigen  Grenzfall,  wenn 
die  Axen  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  werden,  gegen  einen 
Grenzwerth  convergirt,  der  nicht  negativ  ist,  und,  wie  wir  schon  ge- 
sehen haben,  immer  für  gewisse  Wertheder  unabhängig  veränderlichen 
Grössen  negativ  wird,  ohne  je  negativ  unendlich  zu  werden.  Für  den 
einem  solchen  Minimum  entsprechenden  constanten  Bewegungszustand 

Riewann's  gesamraelte  mathematisclio  Werke.    I.  13 
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folgt  aus  dem  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  dass  jede 
der  Diriehlefschen  Voraussetzung  genügende  unendlich  kleine  Ab- 
weichung von  demselben  nur  unendlich  kleine  Schwankungen  zur 
Folge  hat,  während  in  jedem  andern  Falle  die  Beständigkeit  der  Ge- 
stalt und  des  Bewegungszustandes  nur  labil  ist.  Die  Aufsuchung  der 
einem  Minimum  von  G  entsprechenden  Bewegungszustände  ist  nicht 
bloss  für  die  Bestimmung  der  möglichen  stabilen  Formen  einer  be- 
wegten flüssigen  und  schweren  Masse  Avichtig,  sondern  würde  auch  für 
die.  Integration  unserer  Difli"erentialgleichungen  durch  unendliche  Reihen 
die  Grundlage  bilden  müssen;  wir  wollen  daher  jetzt  untersuchen,  in 
welchen  von  den  Fällen,  wo  ihre  Variation  erster  Ordnung  verschwindet, 
die  Function  G  ein  Minimum  hat.  Aus  jedem  von  den  früher  ge- 
fundenen Fällen,  in  denen  das  Ellipsoid  seine  Form  behält,  erhält  man 
zwar  durch  Vertauschung  der  Axen  und  Aenderungen  in  den  Zeichen 
der  Grössen  g,  h,  ...,  h^  mehrere  Systeme  von  Werthen  der  Grössen 
a,  &,...,  7/;^,  welche  das  Verschwinden  der  Variation  erster  Ordnung 
der  Function  G  bewirken;  wir  können  aber  diese  hier  zusammenfassen, 
da  die  Function  G  für  alle  denselben  Werth  hat  und  in  Bezug  auf 
unsere  Frage  von  allen  dasselbe  gilt. 

Ehe  wir  die  einzelnen  Fälle  betrachten,  müssen  wir  ferner  noch 
bemerken,  dass  die  Untersuchung,  wenn  a  oder  a^  Null  ist,  eine  be- 
sondere einfachere  Gestalt  annimmt,  indem  dann  g,  h,  h  oder  g^^  li^,  7^/ 
aus  der  Function  G  ganz  herausfallen.  Die  frühere  Untersuchung  der 
Constanten  Bewegungszustände  giebt  nur  zwei  wesentlich  verschiedene 
Fälle,  in  denen  eine  dieser  beiden  Grössen  Null  wird.  In  dem  im 
Art.  6.  behandelten  Falle  kann  dies  nur  eintreten,  wenn 

10- (2a  —  &  —  c)  (2a  —  h  -\-  c) {a  —  JM 

v/'  ~  (2a  -f  &  +  c)  (2a  +  &  —  c)  "~  \a  +  h) 

also  der  Ausdruck 

den  wir  durch  E  bezeichnen  wollen,  Null  ist;  und  dann  ergiebt  sich 
in  der  That  co  oder  co^  gleich  Null.     Die  Gleichung  E  =  0  liefert  aber 

nach  a  aufgelöst   nur  eine  positive  Wurzel,   die. zwischen  —~—   und  h 

liegt,  und  kann  also  nur  im  Falle  (I.)  erfüllt  werden.  Ausser  diesem 
Falle  giebt  noch  der  im  Art.  7,  untersuchte  Fall  co  oder  co^  gleich  Null, 
wenn  t^  =  r"'. 

Es  lässt  sich  nun  zunächst  zeigen,  dass  in  den  Fällen  (L),  (IL) 
und  (IIL)  die  Function  G  keinen  Minimumwerth  haben  kann,  weil 
sich  immer,  während  a,  h,  c  constant  bleiben,  die  Grössen  g,  ]i,...,h^ 
so   ändern  lassen,  dass   der  Werth   der  Function  noch  abnimmt.     Da 
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(j  und  g^  Null  und  h,h^,  ^^J^,,  den  Fall  E=0  ausgenommen,  nicht 
Null  sind,  so  finden  zwischen  den  Variationen  dieser  Grössen  die  Be- 
dingungen statt 

dff  -i-  2hdh  -\-  2hdk  =  0,      d<j;'  -\-2h^dh^-\-  2101:^  =  0 
und  die  Variation  von  G  wird 


Ke 


Sg  +  Sg\^    .    (8g  -  8g\\    ,    dG   .,     ,    dG   .,     ,     ÖG   .,      ,    dG 


b  —  e 
oder  da 


f + i^+^r) + 1,  «> + f  *'^ + 1^ «', + '^- 


ö/.- 


dG   dG      ,    ,    aG^   ac      ^    , 


(4.)   .e  =  ,  (  i^^f  +  (*f^))  _  i  ^  .,^  _  A.  1^  ,,,, 

Bildet  man  die  Determinante  dieses  Ausdrucks  zweiten  Grades 
von  d(/  und  Ög^  und  substituirt  darin  die  aus  Art.  6.  (1.)  sich  ergeben- 
den Werthe 

2  h 


=  b'  +  c^  -  2a'  ±  y{4:a'  —  f&  +  c)')  (4«^  _  (/;  _  cf) 


(5-)      Ä, 


,^    =  Z.^'  +  c^  _  2«^  +  |/  (4a-^  -  {h  +  c)'^)  (4 er  -  (h  -  c)^ 

und  folglich  — ^  =  £",  so  findet  sich  diese 
2  ff, 

_  3  (g^  —  &^)  (g'  —  c^) 

Sie  ist  also  positiv  im  Falle  (L),  wenn  E  <C0,  und  im  Falle  (IIL),  aber 

negativ  im  Falle  (I.),  wenn  E  >  0,  und  im  Falle  (IL).     In  den  beiden 

ersteren  Fällen    kann    daher    der    Ausdruck   (4.)   sowohl    positive,    als 

negative  Werthe  annehmen,  in   den  beiden  andern  aber  entweder  nur 

positive ,    oder    nur   negative.      Er    erhält    aber    für    dg^  =  —  dg  ■  den 

Werth 

b^  -\-  e^  —  2a\ 


'^'iwT 


cy  2E  ) 

welcher  unter  den  in  diesen  Fällen  geltenden  Voraussetzungen  immer 
negativ  ist,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  ihn  in  die  Form  setzt 

und  bemerkt,  dass  W  -\-  (?  —  2«^  stets  positiv  ist,  wenn  E^O. 

Wenn  eine  der  beiden  Grössen  a  oder  co.,  z.  B.  0=0  ist,  wird 
die  Bedingungsgleichung  zwischen  dg^,  dh^,  d7i\ 

der  Ausdruck  der  Variation  von  G  reducirt  sicli  folglich  auf 

13* 
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und  aus  (5.)  erhält  inarij  da  ^^'  =  0, 

q  ' 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  ergiebt  sich 

Ar  —  -  (^'  +  O  (^«^  -  (&  +  c)^)  +  ib-  cY'  jb'^  +  4&C  +  c^)    .   2 
"^~  4(6^  — 02(&2  4- c^  — 2«^)  ^ 

also  negativ j   da   fe'"^  +  c^  —  2a-  und   4a-  —  (^  +  c)^  in  diesem   Falle 
positiv  sind. 

In  allen  diesen  Fällen  hat  also  die  Function  G  keinen  Minimum- 
werth,  und  wir  haben  nun  nur  noch  den  Fall  des  Art.  7.  zu  betrachten^ 
wobei  wir  den  siugulären  Fall,  wo  &  =  «  und  t'^  >  £7t()^.  8,64004 .. ., 
ganz  ausschliesseu  können.  Wenn  eine  der  beiden  Grössen  co~  oder  cj - 
Null  ist,  liefert  dieser  Fall  für  jeden  gegebenen  Werth  der  andern 
Grösse  nur  Einen  constanten  Bewegungszustand,  für  welchen  t"  =  r"-, 
und  die  Function  G  muss  dann  für  diesen  ihr  Minimum  haben.  Für 
je  zwei  gegebene  von  Null  verschiedene  Werthe  von  a^  und  co^^  aber 
liefert  dieser  Fall  zwei  constante  Bewegungszustände  der  flüssigen 
Masse,  die  durch  Vertauschung  von  r^  und  z"^  in  einander  übergehen; 
denn  man  kaim,  um  t"  und  t'-  aus  co-  und  a-  zu  bestimmen, 

CO  -\~  ca         ,  (o  —  CD 

setzen  und  dabei  die  Zeichen  von  co  und  co^  beliebig  wählen. 

Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  in  dem  einen  Falle,  wenn  a 
und  co^  gleiche  Zeichen  haben  und  also  r~  den  grösscrcji  Werth  hat, 
kein  Minimum  von  G  stattfindet.  Die  Bedingungen  aus  (hin  Variationen 
der  Grössen  g,  h,  .. .,  h^  sind  jetzt 

Sg2  _|_  ^/^2  _|_  2]aJc  =  0,     dg;  +  dA/  +  2k^dJc^  =  0, 

und  die  Variation  von  G  wird  daher 

( 


b  -\-  c    )    "i~\    c  -\-  a 


/         1 


1  + 


(%^+dA^) 


{a  —  by-    '    (ö,  +  b) 
/l  +-  1  --  \ 

\{a  —  b)^    '    {a  -}-  &)V 
Diese    erhält    aber    einen   negativen   Werth,    weim   ca    und    co^  gleiche 
Zeichen   haben    und    ölt  =  dJt^  =  0,   dg^  :=  —  dg    angenommen  wird; 
denn  es  ergiebt  sich 

>^p  _  f __i i_  _,  /__! j \  (^  +  ^y  \  ^ '2 

"  '^  [(P  -I-  cy^         (6  +  ay  "T"  \{b  -f-  «)-'         {b  -  a)V        4toa)^      j   "^ 
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und  hierin  ist  y-, — j — rr,  <  yv r^  und  auch  7^ — , — r?^  <  jr--, — r^ ,    da    für 

c  <  a  nach  Art.  7.  (3.)  -p. — , — r^  >  7^ r^,  folglich  t'^  >  r^  ist  und  also 

t"^  nur  grösser  als  r"'  sein  kami,  wenn  c  >- a. 

Die  Function  hat  also  auch  in  diesem  Falle  kein  Minimum  und 
muss  folglich  in  dem  'allein  noch  übrig  bleibenden  Falle  ihr  Minimum 
haben. 

Dieses  findet  demnach  statt  für  die  im  Art.  7.  betrachtete  Be- 
wegung, wenn  T^<r'^  (den  oben  angegebenen  singulären  Fall  aus- 
genommen); und  in  diesem  Falle  würde  daher,  während  in  allen  an- 
dern Fällen  die  Beständigkeit  der  Gestalt  und  des  Bewegungszustandes 
nur  labil  ist,  jede  der  Dirichlet'schen  Voraussetzung  genügende  unend- 
lich kleine  Aenderung  in  der  Gestalt  und  dem  Bewegungszustande  der 
flüssigen  Masse  nur  unendlich  kleine  Schwankungen  zur  Folge  haben. 
Hieraus  folgt  freilich* nicht,  dass  der  Zustand  der  flüssigen  Masse  m 
diesem  Falle  stabil  ist.  Die  Untersuchung,  unter  welchen  Bedingungen 
dieses  stattfindet,  würde  sich  wohl,  da  sie  auf  lineare  Differential- 
gleichungen führt,  mit  bekannten  Mitteln  ausführen  lassen.  Wir  müssen 
jedoch  auf  die  Behandlung  dieser  Frage  in  dieser  Abhandlung  ver- 
zichten, die  nur  der  weiteren  Entwicklung  des  schönen  Gedankens  ge- 
Avidmet  ist,  mit  welchem  Dirichlet  seine  wissenschaftliche  Thätigkeit 
gekrönt  hat. 


XL 

Uebor  da«  Verschwinden  der  Theta-Functionen. 

(Aus  Borchardt's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  1865.) 

Die  zweite  Abtheilimg  meiner  im  54.  Bande  des  mathematischen 
Journals  erschienenen  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  enthält  den 
Beweis  eines  Satzes  über  das  Verschwinden  der  •9'-Functionen,  welchen 
ich  sogleich  wieder  anführen  werde,  indem  ich  dabei  die  in  jener  Ab- 
handlung angewandten  Bezeichnungen  als  dem  Leser  bekannt  voraus- 
setze. Alles  in  der  Abhandlung  noch  Folgende  enthält  kurze  Andeu- 
tungen über  die  Anwendung  dieses  Satzes,  welcher  bei  unserer  Methode, 
die  sich  auf  die  Bestimmung  der  Functionen  durch  ihre  Unstetigkeiten 
und  ihr  Unendlichwerden  stützt,  wie  man  leicht  sieht,  die  Grundlage 
der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  bilden  muss.  Bei  dem  Satze 
selbst  und  dessen  Beweis  ist  jedoch  der  Umstand  nicht  gehörig  be- 
rücksichtigt worden,  dass  die  'O'- Function  durch  die  Substitution  der 
Integrale  algebraischer  Functionen  Einer  Veränderlichen  identisch, 
d.  h.  für  jeden  Werth  dieser  Veränderlichen,  verschwinden  kann. 
Diesem  Mangel  abzuhelfen  ist  die  folgende  kleine  Abhandlung  bestimmt. 

Bei  der  Darstellung  der  Untersuchungen  über  ■9' -Functionen  mit 
einer  unbestimmten  Anzahl  von  Variablen  macht  sich  das  Bedürfniss 
einer  abkürzenden  Bezeichnung  einer  Reihe,  wie 

geltend,  so  bald  der  Ausdruck  von  v,,  durch  v  complicirt  ist.  Mau 
könnte  dieses  Zeichen  ganz  binalog  den  Summen-  und  Froductenzeichen 
bilden-,  eine  solche  Bezeichung  würde  aber  zu  viel  Raum  wegnehmen 
und  innerhalb  der  Functionszeichen  unbequem  für  den  Druck  sein-,  ich 
ziehe  es  daher  vor 

v^,  v.^,  .  .  .,  v,i,    durch 

zu  bezeichnen,  also 

%'{Viy  V.,,  .  .  .,  Ojj)      durch 
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1. 

Wenn  man  in  der  Function  ^■{vj^,  v.,,  .  .  .,  Vp)  für  die  p  Veränder- 
lichen V  die  p  Integrale  «^  —  e^,  u.2  —  e.j,  .  .  .,  Up  —  ßp  algebraischer 
wie  die  Fläche  T  verzweigter  Functionen  von  s  substituirt,  so  erhält 
man  eine  Function  von  ^,  welche  in  der  ganzen  Fläche  T  ausser  den 
Linien  h  sich  stetig  ändert^  beim  Uebertritt  von  der  negativen  auf  die 

positive  Seite  der  Linie  &,.  aber  den  Factor  e^  **''  ""'*''  >^  ^^'  erlangt. 
Wie  im  §.  22  bewiesen  worden  ist,  wird  diese  Function,  wenn  sie 
nicht  für  alle  Werthe  von  s  verschwindet,  nur  für  p  Punkte  der  Fläche 
T  unendlich  klein  voi^  der  ersten  Ordnung.  Diese  Punkte  wurden 
durch  1^1,  7J2}  '  •  •■>  Vp  bezeichnet,  und  der  Werth  der  Function  «,,  im 
Punkte  -j^,,  durch  a^^'\  Es  ergab  sich  dann  nach  den  2j>  Modul- 
systemen der  'S- -Function  die  Congruenz 

p  p  p 

(L)  (c„.„...,.^)  =  (2<)  +  Z,,  ^a^^  +  K,,...,  ^'«00  +  K,>j^ 

worin  die  Grössen  K  von  den  bis  dahin  noch  willkürlichen  additiven 
Constanten  in  den  Functionen  u  abhingen,  aber  von  den  Grössen  e 
und  den  Punkten  iq  unabhängig  waren. 

Führt  man  die  dort  angegebene  Rechnung  aus,  so  findet  sich 

(2.)  2Ky  =  ^  — r  1  (mv+  -\-  u^r-)  cl'Uv'  —  £y'^i  —  ^  «„  a, 

In  diesem  Ausdrucke  ist  das  Integral  fiuyr^  -\-  u~)duv'  positiv  durch 
Ö,'  auszudehnen,  und  in  der  Summe  sind  für  v  alle  Zahlen  von  1  bis 
p  ausser  v  zu  setzen;  £,,  ==  :t  1;  je  nachdem  das  Ende  von  h  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  von  «,  hegt,  und  f',,  =  +  1?  j^  nach- 
dem dasselbe  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  von  &,  liegt.  Die 
Bestimmung  der  Vorzeichen  ist  übrigens  nur  nöthig,  wenn  die  Grössen 
e  nach  den  in  §.  22  gegebenen  Gleichungen  aus  den  Unstetigkeiten 
von  log  -O-  völlig  bestimmt  werden  sollen;  die  obige  Congruenz  (1.) 
bleibt  richtig,  welche  Vorzeichen  man  wählen  mag. 

Wir  behalten  zunächst  die  dort  gemachte  vereinfachende  Voraus- 
setzung bei,  dass  die  additiven  Constanten  in  den  Functionen  n  so 
bestimmt  werden,  dass  die  Grössen  K  sämmtlich  gleich  Null  sind.  Um 
die  so  gewonnenen  Resultate  schliesslich  von  dieser  beschränkenden 
Voraussetzung  zu  befreien,  hat  man  offenbar  nur  nöthig,  überall  in  den 
i%Functionen  zu  den  Argumenten*—  K^^,  —  K^,  ...,  —  Kp  hinzuzufügen. 

Wenn  also  die  Function  '9'(%  —  &!,  '^h  —  e.^,  .  .  .,  Up  —  Cp)  für  die 
p  Punkte  rji,  yj^,  .  .  .,  %,  verschwindet  und  nicht  identisch  für  jeden  Werth 
von  z  verschwindet  so  ist 


'/.l,  v 
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p  p  P 

{e„  e,,...,  e,,)  =  (^  a\"\  ^  a^l'\  ...,  ^  «Jf  ^  )  . 
\   1  1  1  / 

Dieser   Satz   gilt  für   ganz   beliebige   Wertlie   der  Grössen  c,   und 

wir   haben   hieraus,   indem   wir   den  Punkt   (s,  s)   mit  dem  Punkte  rjj, 

zusammenfallen  Hessen,  geschlossen,  dass 

// — 1  p — 1  ji — 1 

^  (-^  «r,  -^  <•,  •'■,-2  ^T ) = ^'' 

\         1  1  1  / 

oder  da  die  -O-- Function  gerade  ist, 

JI- — 1  p — 1  p — 1 

^  (2  <'>  2  «^^'^  --•'  2  «r )  =  ^^ 

welcliüs  auch  die  Punkte  >^^,  t].^,  .  .  .,  *?;,_ i  seien. 


Der  Beweis   dieses   Satzes   bedarf  jedoch    einer  Vervollständigung 
wegen  des  Umstandes,  dass  die  Function 

d'{ui  —  e^,  «2  —  e^,  .  . .,  Up  —  e^O 
identisch  verschwinden  kann  (was  in  der  That  bei  jedem  System  von 
gleich  verzweigten  algebraischen  Functionen  für  gewisse  Werthe   der 
Grössen  e  eintritt). 

A¥egen  dieses  Umstandes  muss  man  sich  begnügen,  zunächst  zu 
zeigen,  dass  der  Satz  richtig  bleibt,  während  die  Punkte  >j  unabhängig 
von  einander  innerhalb  endlicher  Grenzen  ihre  Lage  ändern.  Hieraus  • 
folgt  dann  die  allgemeine  Richtigkeit  des  Satzes  nach  dem  Principe, 
dass  eine  Function  einer  complexen  Grösse  nicht  innerhalb  eines  end- 
lichen Gebiets  gleich  Null  sein  kann,  ohne  überall  gleich  Null  zu  sein. 

AVenn  z  gegeben  ist,  so  können  die  Grössen  e^,  ßg,  . .  .,  ep  immer 
so  gewählt  werden,  dass 

-9-  (^(^  —  e^,  u^—-  e.^,  . . .,  Up  —  Cp) 
jjiclit  verschwindet;   demi  sonst   müsste  die  Function  ^{v^,  v.^,  ..-,  Vj,) 
für  jedwede  Werthe  der  Grössen  v  verschwinden,  und  folglich  müssten 

in  ihrer  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  c  ',  e  '\  .  .  .,  e  ^ 
sämmtliche  Coefficienten  gleich  Null  sein,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die 
(frössen  c  köimen  sich  dami  von  einander  unabhängig  innerhalb  end- 
licher Grössengebiete  ändern,  ohne  dass  die  Function 

& («1  —  Ci,  %  —  c^,  .  .  .,  l(p  —  Cj^ 

für  diesen  Werth  von  s  verschwindet.  Oder  mit  anderen  Worten: 
man  kann  immer   ein  Grössengebiet  E  von  2j)  Diniensiojieu  angeben. 
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innerhalb  dessen  sich  das  System  der  Grössen  c  bewegen  kann,  ohne 
dass  die  Function 

^  («1  C^;   «2  —  <^27    •  •  •;  ^'i'  —  C/O 

für  diesen  Werth  von  s  verschwindet.  Sie  wird  also  imr  für  %)  Lagen 
von  (i-,  £)  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  und  bezeichnet  man 
diese  Punkte  durch  j^^,  i;^,  .  .  .,  t^^^,  so  ist 

p  p  p 

(1.)  (e,,  e,,...,  e,;)  ^  (^  <^  2/  <'^  •  •  -  2  «f  )  • 

Jeder  Bestimungsweise  des  Systems  der  Grössen  c  imierhalb  E  oder 
jedem  Punkte  von  E  entspricht  dann  eine  Bestimmungsweise  der 
Punkte  ri,  deren  Gesammtheit  ein  dem  Grössengebiete  E  entsprechen- 
des Grössengebiet  H  bildet.  In  Folge  der  Gleichung  (1.)  entspricht 
jedem  Punkte  von  H  aber  auch  nur  ein  Punkt  von  JS'*,  hätte  also  H 
nur  2p  —  1,  oder  weniger  Dimensionen,  so  würde  E  nicht  2p  Dimen- 
sionen haben  können.  Es  hat  folglich  H  2p  Dimensionen.  Die  Schlüsse, 
auf  welche  sich  unser  Satz  stützt,  bleiben  daher  anwendbar  für  be- 
liebige Lagen  der  Punkte  rj  innerhalb  endlicher  Gebiete,  und  die 
Gleichung 

d- (-^ «r>,  -  2 <\  ■••,  -  2 «?> )  =  0 

Vi  1  1  / 

gilt  für  beliebige  Lagen  der  Punkte  yj^,  %,...,  rjp—i  ijmerhalb  end- 
licher Gebiete  und  folglich  allgemein. 


Hieraus  folgt,  dass  sich  das  Grösseusystem  (cj,  c^,  .  .  .,  e^)  immer 
und  uur   auf  eine    Weise    congruent   einem   Ausdrucke   von   der  Form 

V  i  ^  a\f'^  \    I  setzen  lässt,  wenn  -9- 1  v  (w,.  —  cv)  1  nicht   für  jeden 

AVerth  von  ä'  verschwindet;  denn  Hessen  sich  die  Punkte   y]^,  y],,  •••}  Vp 
auf  mehr  als  eine   Weise  so  bestimmen,  dass  der  Congruenz 

^  (er)  )  =  U  (^  <■"  ) 
genügt  Aväre,  so  würde  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Function 
^  I  V  {uy  —  Cr)  I  lür  mehr  als  p  Punkte  verschwinden^  ohne  identisch 
gleich  Null  zu  sein,  was  unmöglich  ist. 


k 
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P 


AVemi  %•  \  V  {iiy  —  e, )  )    identisch    verschwindet,    miiss    mau,    um 

i>      \  .      . 

V  (cy)  I  in  die  obige  Form  zu  setzen, 


^  (  V  («„  +  a[V  —  ^4'^  -  c) 

betrachten,  und  wenn  diese  Function  identisch  für  jeden  ^^^ertll  z,  ^j,  z^ 
verschwindet,  die  Function 


(1-) 


\i       1         1  / 

Wir  nehmen  an,  dass 


V 


%  {  ^'  (  y^  «(/'+2-'')  —    V  «(/-/'>  —   Cr 


1  1 

identisch  verschwindet , 


% 


/p    „^1 


1 


aber  nicht  identisch  verschwindet. 

Diese  letztere  Function  verschAvindet  dann,  als  Function  von  ^p+i  be- 
trachtet, für  Sp^i,  £p—2)  ■  '  -,  £p—m,  ausserdem  also  noch  für  p  —  m 
Punkte,  und  bezeichnet  man  diese  mit  rj^,  r].^,  .  .  .,  yip—,n,  i>o  ist 

^i  p  —  iu-\-l  /Ml  / 

und  diese  Punkte  7]^,  r].^,  .  .  .,  rjp—rH  können  nur  auf  eine  AVeise  so 
bestimmt  werden,  dass  diese  Congruenz  erfüllt  wird,  weil  sonst  die 
Function  für  mehr  als  j;  Punkte  verschwinden  würde.  Dieselbe  Function 
verschwindet,  als  Function  von  Zp—i  betrachtet,  ausser  für 

Vp+i,  Vp,  .  .  .,  Vp-'H+i 
noch  für  p  —  tu  —  1,  Punkte  und  bezeichnet  man  diese  durch 

SO  ist 

P      /  i'^  \\  fP     /P  —  '"  —  ^  N 

,^(-2;«i'--^-)j-(T(2'"!"') 

und  die  Punkte  e^,  £2,  .  .  .,  £/j—,n—i  sind  durch  diese  Congruenz  völlig 
bestimmt. 
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Unter   der   gemacliten  Voraussetzung   (1.)   können   also,   um   den 
Congruenzen 


l  (e.)j  -  fi'  (^  <"^  ) 


(2.) 
und 

(3.)  V  (-  e,.) 


l{2<'') 


zu  genügen,  m  von  den  Punkten  r]  und  m  —  1  von  den  Punkten  « 
beliebig  gewählt  werden,  dadurch  aber  sind  die  übrigen  bestimmt. 
OflFenbar  gelten  diese  Sätze  auch  umgekehrt,  d.  h.  die  Function  ver- 
schwindet, wenn  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt  ist.  Wenn  also  die 
Congruenz  (2.)  auf  mehr  als  eine  Weise  lösbar  ist,  so  ist  auch  die 
Congruenz  (3.)  lösbar,  und  Avenn  von  den  Punkten  rj  m,  aber  nicht 
mehr,  beliebig  gewählt  werden  können,  so  können  von  den  Punkten  s 
in  —  1 'beliebig  gewählt  werden  und  dadurch  sind  die  übrigen  bestimmt, 
und  umgekehrt. 

Auf  ganz  ähnlichem  Wege  ergiebt  sich,  dass,  Avenn 

^U(r,,)j  =  0 
ist,  die  Congruenzen 

(4.)  (^v  (r,.)\  ^  (l  (^  «'/') 

(5.)  E  (- rM  -=^  (i  (y  ttoo 


immer  lösbar  sind;  und  zwar  können  sowohl  von  den  Punkten  r]  als 
von  den  Punkten  s  m  beliebig  gewählt  werden,  und  es  sind  dadurch 
die  übrigen  jj  —  1  —  m  bestimmt,  wenn 


1       1  1 


identisch  u'leich  Null  ist 


-^ 


p       ,7/4+1  ?M  +  1  ,     \ 


aber  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  wobei  der  Fall  in  =  0  nicht  aus- 
geschlossen ist.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren.  Wenn  also 
von  den  Punkten  rj  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden  können, 


ao 
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so  ist  die  Voraussetzung  desselben  erfüllt;  und  es  können  folglich  auch 
von  den  Punkten  e  m  und  nicht  mehr  beliebig  gewählt  werden. 

4. 
Bezeichnen  wir  die  üerivirte  von 

nach   Vr    mit    d-',,    die    zweite    Derivirte    nach    f,    und   v,,    mit 
i  d'\[/ti   u.   s.   f., 
so  sind,  wenn 

identisch    für    jeden   Werth    von   ij    und    ^,    verschwindet,   sämmtliche 
lUüictionen  0-  I  i^  (>',  j  I  gleich  Null.     In   der  Tliat   geht   die  (Heichung 

-^l  v(^^|l>   —   «;»  +  ■>•,)  )  ='*, 

wenn  s^  und  ^j  unendlich  wenig  von  (?j   uiul  2;^  verschieden  sind,  ül^er 
in  die  Gleichun«; 


^^;,   (^^^  (r,.)  V?«a)  =  0. 


Nehmen  wir  an,  dass 

j,,   _  <rM(g,g)  dz 
an,, —         ^p 

sei,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  nach  Weglassung  des  Factors 
dt. 


m 


^^,  r^ov)J9'/-(<?oü  =  05 


und  da  zwischeji  den  Functionen  (p   keine   lineare  Gleichung   mit  con- 
stanten    Coefficienten    stattfindet,    so    folgt   hieraus,    dass    sämmtliche 

^^ 
erste    Derivirten  von  ^{v^,  t\,,  ...,Vp)    für  v  (y,  =  r, )    verschwinden 

1 

müssen. 

Um    de]i   umgekehrten    Satz   zu   beweisen,   nehmen    Avir    an,    dass 

V  {vv  =  Tr)  und  v(v,.  =^,)  zwei   Werthsysteme  seien,  für   welche  die 
1  1 
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Function    ^    verschwindet,    ohne    für    v  {v,,  ==  «i^^^  —  a^^^  -\-  r,.)    und 

1 

* 

y  (^t?,,  =  ^t(i>  —  «W  -|-  ^,,)   identisch   zu    verschwinden,  und   bihlen   den 
Ausdruck 


(2.) 


(P  \     fP 


Vi  '■ 


«(1)  _j_   /,,)  )^(  v(a(i)  _  w(i)   +   ^,.) 


Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  2^,  so  ergiebt 
sich,  dass  er  eine  algebraische  Function  von  0^  und  zwar  eine  rationale 
Function  von  s^  und  s^^  ist,  da  Nenner  und  Zähler  in  T"  stetig  sind 
und  an  den  Querschnitten  'dieselben  Factoren  erlangen.  Für  ß^  ==  ^^ 
und  s^  =  ö^  werden  Nenner  und  Zähler  unendlich  klein  von  der  zweitea 
Ordnung,  so  dass  die  Function  endlich  bleibt;  die  übrigen  Werthe  aber, 
für  welche  Nenner  oder  Zähler  verschwinden,  sind,  wie  oben  bewiesen, 
durch  die  Werthe  der  Grössen  r  und  der  Grössen  t  völlig  bestimmt, 
also  von  ^^  ganz  unabhängig.  Da  nun  eine  algebraische  Function 
durch  die  Werthe,  für  welche  sie  Null  und  unendlich  wird,  bis  auf 
einen  constanten  Factor  bestimmt  ist,  so  ist  der  Ausdruck  gleich  einer 
rationalen  von  ^^  unabhängigen  Function  von  s^  und  0^,  xi^i^  ^i); 
multiplicirt  in  eine  Constante,  d.  h,  eine  von  2^  unabhängige  Grösse. 
Da  der  Ausdruck  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Grössensysteme  (s^,  Sj) 
und  ((?!,  £;/)  ist,  so  ist  diese  Constante  gleich  x(<^i7  ^i);  multiplicirt  in 
eine  auch  von  2;^  unabhängige  Grösse  Ä.     Setzt  man  nun 

so  erhält  man  für  unsern  Ausdruck  (2.)  den  Werth 
(3.)  q{s„  0i)q{<3i,Q 

wo  Q  (s,  z)  eine  rationale  Function  von  s  und  0  ist. 

Um  diese  zu  bestimmen,  hat  man  nur  nöthig  ti  =  -1  ""^^  ^i  =  ^''i 
werden  zu  lassen;  es  ergiebt  sich  dann 


(^G^i,  ^1))'  = 


.(1) 


^^,U(r.)U< 


2^'^^y[i^^)yK 
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oder  nach  Aiiszieliuug  der  Quadratwurzel  und  Wegliebung  des  Factors 

2j^.u  I  v(>v)  )  (p,{^i,^i) 


d^, 


(4.) 


9(^1,  ^i)  =  + 


P 


2^^;,  (v(t,.)](pjs„z,) 


Man  hat  dalier  aus  (o.)  und  (4.)  die  Gleichung 


(5.) 


^  (l(u^:^  -  «t^> + f..))  ^  (^(«;^'  -  ^*i'^  +  ^.•)) 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

für  jeden  Werth  von  .?^  und  ^j  gleich  Null  sein  mnss,  wenn  die  ersten 

Derivirten  der  Function  Q-(Vi^,v.>,...,  Vp)  für  v{vx.  =  Vy)  sämmthch  ver- 
schwinden. 


Weim 

(1.)  *  (^i  (^«r  -  2'"'"  +  '•••) ) 

m  m 

identisch,  d.  h.  für  jedwede  Werthe  von  ^  (öf,,  ^„)  und  }i  (s„,  ^^,),  ver- 

11 
schwindet,  so  fiudet  man  auf  dem  oben   angegebenen  Wege  zunächst, 
indem  man  ^„,  =  z,„,,  a,,,  =  s,n  werden  lässt,  dass  die  ersten  Derivirten 
jer  Function 

^  [v,,  v„  .  .  .,  V,)  für  V  U  =  ^c^H    -    ^w;^')   -f  r,j 
1  1  1 
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sämmtlich  verschwinden,  daim,  indem  man  t„    ,  —  ^      ,    a      ,  —  w 
unendlich  klein  werden  lässt,  dass  für 

1  1  1  / 

auch  die  zweiten  Derivirten  sJlmmtlich  verschwinden;  und  offenbar  er- 
giebt  sich  allgemein,  dass  die  Derivirten  Mter  Ordnung  sämmtlich  ver- 
schwinden für 

2^     /  m  —  n  ?n  — w 

1  1  ^ 

welche  Werthe  auch  die  Grössen  z  und  die  Grössen  l  haben  mögen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  (1.) 
P 
für  V  (vv  =  Ty)  die  ersten  bis  mieii  Derivirten  der  Function 

sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Um  zu  zeigen,   dass    dieser   Satz    auch    umgekehrt  gilt,   beweisen 
wir  zunächst,  dass  wemi 

^P   /"'— 1 


\1       1  1 


identisch  verschwindet  und  die  Grössen  t^^'")  I  v  (r,,)  1  sämmtlich  gleich 
Null  sind,  auch 


P 


fp    ,  m 


identisch  verschwinden    muss    und  verallgemeinern   zu   diesem  Zwecke 
die  Gleichung  §.  4,  (5.). 
Wir  nehmen  an,  dass 


.m  —  1 


identisch  verschwinde, 

/p    ,   m  m  \ 

aber  nicht  identisch  verschwinde,  behalten  in  Bezug  auf  die  Grössen  t 
die  frühere  Voraussetzung  bei  und  betrachten  den  Ausdruck 
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m 


n 


^(  K«?  -«?'+/.))  '^M^f -^^r+^) 


In  diesem  Ausdrucke  sind  unter  den  Productzeichen  sowohl  für  q,  als 
für  q'  sämmtliche  Werthe  von  1  bis  m  zu  setzen,  im  Zähler  aber  die 
Fälle,  wo  Q  =  q'  würde,  wegzulassen. 

Betrachten  wir  diesen  Ausdruck  als  Function  von  Zi,  so  ergiebt 
sich,  dass  er  an  den  Querschnitten  den  Factor  1  erlangt  und  folglich 
eine  algebraische  Function  von  ^^^  ist.  Für  z^  =  ^o  und  s^  ==  Co  wer- 
den Nenner  und  Zähler  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung,  der 
Bruch  bleibt  also  endlich;  die  übrigen  Werthe  aber,  für  welche  Zähler 

m 
und  Nenner  verschwinden,  sind  durch  die  Grössen  ^  (s„,  ä„),  die  Grössen 

2 

r  und  die  Grössen  t,  wie  oben  (§.  3.)  bewiesen,  völlig  bestimmt,  und 
folglich  von  den  Grössen  ^  ganz  unabhängig.  Da  der  Ausdruck  nun 
eine  symmetrische  Function  von  den  Grössen  s:  ist,  so  gilt  dasselbe 
für  jedes  beliebige  ^u:  er  ist  eine  algebraische  Function  von  5"^,  und 
die  Werthe  dieser  Grösse,  für  welche  er  unendlich  gross  oder  imend- 
lich  klein  wird,  sind  von  den.  Grössen  ^  unabhängig.  Er  ist  daher 
gleich  einer  von  den  Grössen  t,  unabhängigen  algebraischen  Function 
der  Grössen  b;  %  (z^,  s.,,  .  .  .,  .?»,),  multiplicirt  in  einen  von  den  Grössen  z 
unabhängigen  Factor.  Da  er  aber  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die 
(Jrössen  s  mit  den  Grössen  t,  vertauscht,  so  ist  dieser  Factor  gleich 
xi^i,  t>j  •••'  ^m),  multiplicirt  mit  einer  von  den  Grössen  ß  und  den 
Grössen  ^  unabhängigen  Constanten  Ä;  und  wir  kömien  daher,  wenn 
wir  Yä  xi^i,  h,  '  •',  ^m)  =  t  {^i,  z.,,  .  ..,  12,,,)  setzen,  unserm  Aus- 
drucke (2.)  die  Form 

(3.)  ^(A,^2,  ...,,?„,)  ^(tn  ^2,  -•■,  W 

geben,  wo  ^  (^i,  ;?2>  •  •  •;  "»O  ®^^®  algebraische  von  den  Grössen  ^  unab- 
hängige Function   der  Grössen  s  ist,  welche   in  Folge   ihrer  Verzwei- 

m 
gungsart  sich  rational  in  ^  (s^^,  .e^t)    ausdrücken    lassen    muss.     Lässt 

1 
man  nun   die  Funkte  //   mit    den   Punkten  £    zusammenfallen,   so    dass 
die    Grössen   ^^  —  0^,    und    die    Grössen    (?„  —  Sf,    sämmtlich    unend- 
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lieh    klein   werden,    so    ergiebt    sich,    wenn    man    die    Derivirten    von 

&■  (vy,  v.^^  .  .  . ,  Vp)  wie  oben  (§.  4,  (1.))  bezeichnet, 


{^y'KU .„.('^('>))«...*i 


Vm 


WO  die  Summationen  im  Zähler  sich  auf  v^,  v.,,  .  .  .,  v„t  beziehen.  Es 
ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  die  Wahl  des  Vorzeichens  gleich- 
gültig ist,  da  sie  auf  den  Werth  von  t^  (^i,  z.^,  .  .  .,  ä'„,)  ip  (t,^,  ^o,  ...,g,„) 
keinen  Einfluss  hat,  und  dass  statt  der  Grössen  rZn^"^,  (Ml'\  . . .,  du^i^^ 
auch,  im  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig,  die  ihnen  proportionalen 
Grössen  ^>i(Sf,,  z^,),  fp.,{Sf,,  z^^,  ...,  (pp(Sft,  Z/,,)  eingeführt  werden 
können. 

Aus  der  in  (2.),  (3.)    und  (4.)   enthaltenen  Gleichung,  welche  für 
den  Fall  bewiesen  ist,  dass 

\,i    1  1 

gleich  Null  und 

\l       1  1 

von  Null  verschieden  ist,  folgt,  dass 


tp     ,     III  HC 

1       1  l 


nicht  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn  die  Functionen  d^'''^  v  (r,.) 
sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Wenn  also   die  Functionen  '9-('"  +  ^>  (  v(r,.)  )  sämmtlich  gleich  Null 

\i^  7 

sind,  so  folgt  aus  der  Gültigkeit  der  Gleichung 

für  n  =  m  ihre  Gültigkeit  für  n  =  w?  -}-  1.     Gilt  daher  die  Gleichung 

/P        \ 
für  n  =  0,  oder  ist  -d'  1  v  (r,.)  I  =  0,  und   verschwinden   die  ersten  bis 

Eiemasn's  geaammelte  mathematische  Wurke.    I.  14 
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mten  Derivirten  der  Function  0-1  v(r,)  1  für  v  (r^  =  r^)  sämmtlicli,  die 

Vi        /  1 

{m  -{■  l)ten  aber  nicht  sämmtlich,  so  gilt  die  Gleichung  auch  für  alle 
grösseren  Werthe  von  n  bis  n  =  m,  aber  nicht  für  n  =  m  -\-  1 ;  denn 

fp  /m^  »H-i  \\ 

"^  (  ^  \2^^*'''^  ~    2^^!:"^  +  ^■'))  =  0   würde,    wi 
\1      1  1  / 


aus  '8'  I  V  (    >  M^/'^  —      7  a[^''>   +  r,  )  |  =  0    würde ,    wie    wir    vorher 

fP        \ 

schon  gefunden  hatten,  folgen,  dass  die  Grössen  ^("'  +  i)  (  v  (r,.)  I    sämmt- 
lich verschwinden  müssten. 

6. 

Fassen  wir  das  eben  Bewiesene  mit  dem  Früheren  zusammen,  so 
erhalten  wir  folgendes  Resultat: 

Ist  d-  (r^,  r^,  . . .,  Tp)  =  0,  so  lassen  sich  {p  —  1)  Punkte  7]^,  t].,,  . . .,  ijp—i 
so  bestimmen,  dass 

(r,,  r„  ...,.>)-  (§<'.  '^4"^  '■■,  5<'  )  5 
11  1 

und  umgekehrt. 

Wenn  ausser  der  Function  -9-  (t\,  v.^,  .  .  .,  Vp)  auch  ihre  ersten  bis 
mien  Derivirten  für  i\  =  r^,  ^'2  =  ^'27  •  •  •;  '>  =  *>  sämmtlich  gleich 
Null,  die  {m  +1)  ten  aber  nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  können 
m  von  diesen  Punkten  t],  ohne  dass  die  Grössen  r  sich  ändern,  beliebig 
gewählt  werden  und  dadurch  sind  die  übrigen  p  —  1  —  m  völlig 
bestimmt. 

Und  umgekehrt: 

Wenn  m  und  nicht  mehr  von  den  Punkten  1],  ohne  dass  sich  die 
Grössen  r  ändern,  beliebig  gewählt  werden  können,  so  sind  ausser  der 
Function  %■  (v^^,  v.2,  .  .  .,  Vp)  auch  ihre  ersten  bis  wten  Derivirten  für 
t\  =  »*i,  ^'2  =  ^2j  ■  '  . ,  Vp  =  Vp  sämmtlich  gleich  Null,  die  {m  -f-  l)ten 
aber  nicht  sämmtlich  gleich  Null. 

Die  vollständige  Untersuchung  aller  besonderen  Fälle,  welche  bei 
dem  Verschwinden  einer  -9' -Function  eintreten  können,  war  weniger 
nötliig  wegen  der  besondern  Systeme  von  gleichverzweigten  algebraischen 
Functionen,  für  welche  diese  Fälle  eintreten,  als  vielmehr  desshalb, 
weil  ohne  diese  Untersuchung  Lücken  in  dem  Beweise  der  Sätze  ent- 
stehen würden,  welche  auf  unsern  Satz  über  das  Verschwinden  einer 
O-- Function  gegründet  werden. 


Zweite  Abtheiliiiig. 


14* 


XII. 

Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigono- 
metrische Reihe. 

(Aus  dem   dreizehnten  Bande   der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttingen.)*) 

Der  folgende  Aufsatz  über  die  trigonometrischen  'Reihen  besteht 
aus  zwei  wesentlich  verschiedenen  Theilen.  Der  erste  Theil  enthält 
eine  Geschichte  der  Untersuchungen  und  Ansichten  über  die  willkür- 
lichen (graphisch  gegebenen)  Functionen  und  ihre  Darstellbarkeit  durch 
trigonometrische  Reihen.  Bei  ihrer  Zusammenstellung  war  es  mir  ver- 
gönnt, einige  Winke  des  berühmten  Mathematikers  zu  benutzen,  wel- 
chem man  die  erste  gründliche  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  ver- 
dankt. Im  zweiten  Theile  liefere  ich  über  die  Darstellbarkeit  einer 
Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe  eine  Untersuchung,  welche 
auch  die  bis  jetzt  noch  unerledigten  Fälle  umfasst.  Es  war  nöthig, 
ihr  einen  kurzen  Aufsatz  über  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrales 
und  den  Umfang  seiner  Gültigkeit  voraufzuschicken. 

Geschichte  der  Frage  über  die  Darstellbarkeit  einer  willkürlich 
gegebenen  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 

1. 

Die  vonFourier  so  genannten  trigonometrischen  Reihen,  d.  h.  die 
Reihen  von  der  Form 

a^  sin  2;  -|-  «2  sin  2x  -\-  «3  sin  3jt;  -j-  •  •  • 
yK  ~\~^i  cos  X  -f-  h.j,  cos  2./;  -j-  h.^  cos  3x  -\-  -  -  ■ 


*)  Diese  Abhandlung  ist  im  Jahre  1854  von  dem  Verfasser  behuf  seiner 
Habilitation  an  der  Universität  zu  Göttingen  der  philosophischen  Facultät  ein- 
gereicht. Wiewohl  der  Verfasser  ihre  Veröffentlichung,  wie  es  scheint,  nicht  be- 
absichtigt hat,  so  wird  doch  die  hiermit  erfolgende  Herausgabe  derselben  in  gänz- 
lich ungeänderter  Form  sowohl  durch  das  hohe  Interesse  des  Gegenstandes  an 
sich  als  durch  die  in  ihr  niedergelegte  Behandlungsweise  der  wichtigsten  Principien 
der  Infinitesimal- Analysis  wohl  hinlänglich  gerechtfertigt  erscheinen. 

Braunschweig,  im  Juli  1867.  R.  Dedekind. 
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spielen  in  demjenigen  Theile  der  Mathematik,  wo  ganz  willkürliche 
Functionen  vorkommen,  eine  bedeutende  Rolle;  ja,  es  lässt  sich  mit 
Grund  behaupten,  dass  die  wesentlichsten  Fortschritte  in  diesem  für  die 
Physik  so  wichtigen  Theile  der  Mathematik  von  der  klareren  Einsicht 
in  die  Natur  dieser  Reihen  abhängig  gewesen  sind.  Schon  gleich  bei 
den  ersten  mathematischen  Untersuchungen,  die  auf  die  Betrachtung 
willkürlicher  Functionen  führten,  kam  die  Frage  znr  Sprache,  ob  sich 
eine  solche  ganz  willkürliche  Function  durch  eine  Reihe  von  obiger 
Form  ausdrücken  lasse. 

Es  geschah  dies  in  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  Ge- 
legenheit der  Untersuchungen  über  die  schwingenden  Saiten,  mit 
welchen  sich  damals  die  berühmtesten  Mathematiker  beschäftigten. 
Ihre  Ansichten  über  unsern  Gegenstand  lassen  sich  nicht  wohl  dar- 
stellen,  ohne  auf  dieses  Problem  einzugehen. 

Unter  gewissen  Voraussetzungen,  die  in  der  Wirklichkeit  näherungs- 
weise zutreffen,  wird  bekanntlich  die  Form  einer  gespannten  in  einer 
Ebene  schwingenden  Saite,  wenn  x  die  Entfernung  eines  unbestimmten 
ihrer  Punkte  von  ihrem  Anfangspunkte,  y  seine  Entfernung  aus  der 
Ruhelage  zur  Zeit  t  bedeutet,  durch  die  partielle  Differentialgleichung 

d^y  c'^y 

bestimmt,  wo  a  von  t  und  bei  einer  überall  gleich  dicken  Saite  von  x 
unabhängig  ist. 

Der  erste,  welcher  eine  allgemeine  Lösung  dieser  Differential- 
gleichung gab,  war  d'Alembert. 

Er  zeigte*),  dass  jede  Function  von  x  und  t,  welche  für  y  ge- 
setzt, die  Gleichung  zu  einer  identischen  macht,  in  der  Form 

f(^:c  A-  af)  -{-  cp  {x  —  at) 
enthalten  sein  müsse,  wie  sich  dies  durch  Einführung  der  unabhängig 
veränderlichen  Grössen  x  -\-  at,  x —  at  anstatt  x,  t  ergiebt,  wodurch 

a 'di 

g'y L  ^  in  4  _l(^_+_^ 

dx'^        aa    dP  d  {x  —  at) 

übergeht. 

Ausser  dieser  partiellen  Differentialgleichung,  welche  sich  aus  den 
allgemeinen  Bewegungsgesetzen  ergiebt,  muss  nun  y  noch  die  Bedin- 
gung erfüllen,  in  den  Befestigungspunkten  der  Saite  stets  =  0  zu  sein; 
man  hat  also,  wenn  in  dem  einen  dieser  Punkte  ^  =  0,  in  dem  an- 
dern X  =  l  ist. 


*)  Memoires  de  racademie  de  Berlin.    1747.    pag.  '214. 
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f\at)  =,—  cp{—  at),  f(l  +  cd)  =  —  rp{l^at) 
imd  folglich 

/■(^)  =  -  cp{-  z)  =  -  q>{l  -  {l  +  B))  =  f\2l  +  z), 
y  =  fiat  -\-  x)  —  f{at  —  x) . 

Naclideni  d'Alembert  dies  für  die  allgemeine  Lösung  des  Problems 
geleistet  hatte,  beschäftigt  er  sich  in  einer  Fortsetzung*)  seiner  Ab- 
handlung mit  der  Gleichung  f(ß)=f(2l-\-z)]  d.  h.  er  sucht  ana- 
lytische Ausdrücke,  av eiche  unverändert  bleiben,  wenn  s  um  21  wächst. 

Es  war  ein  wesentliches  Verdienst  Euler's,  der  im  folgenden  Jahr- 
gange der  Berliner  Abhandlungen**)  eine  neue  Darstellung  dieser 
d'Alembert'schen  Arbeiten  gab,  dass  er  das  Wesen  der  Bedingungen, 
welchen  die  Function  f{z)  genügen  muss,  richtiger  erkannte.  Er  be- 
merkte, dass  der  Natur  des  Problems  nach  die  Bewegung  der  Saite 
vollständig  bestimmt  sei,  wenn  für  irgend  einen  Zeitpunkt  die  Form 

der  Saite  und  die  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  (also  //  und  -^j  ge- 
geben seien,  und  zeigte,  dass  sich,  wenn  man  diese  beiden  Functionen 
sich  durch  willkürlich  gezogene  Cjirven  bestimmt  denkt,  daraus  stets 
durch  eine  einfache  geometrische  Construction  die  d'Alembert'sche 
Function  fiß)  finden  lässt.     In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  für 

t  =  0,  y  =  (j  (x)  und  If  =  /i  (^;) 
sei,  so  erhält  man  für  die  Werthe  von  x  zwischen  0  und  l 

fix)  -  /  (-  .^0  =  0  (x) ,  /•(.*■)  +  /'(-  *■)  =  I J  'h  (x)  dx 

und  folglich  die  Function  f{z)  zwischen  —  l  und  l\  hieraus  aber  er- 
giebt  sich  ihr  Werth  für  jeden  andern  Werth  von  s  vermittelst  der 
Gleichung 

f{£)  =  f{2l-\-z). 
Dies  ist  in  abstracten,  aber  jetzt  allgemein  geläufigen  Begriffen  dargestellt, 
die  Euler 'sehe  Bestimmung  der  Function  /"(^)- 

Gegen  diese  Ausdehnung  seiner  Methode  durch  Euler  verwahrte 
sich  indess  d'Alembert  sofort***),  weil  seine  Methode  nothwendig 
voraussetze,  dass  y  sich  in  t  und  x  analytisch  ausdrücken  lasse. 


*)  Ibid.  pag.  220. 

**)  Memoires  de  l'academie  de  Berlin.  1748.  pag.  69. 
*■**)  Memoires  de  Tacademie  de  Berlin.  1750.  pag.  358.  En  efFet  on  ne  peut 
ce  me  semble  exprimer  y  analytiquement  d'une  maniere  plus  generale,  qu'en  la 
supposant  une  fonction  de  t  et  de  x.  Mais  dans  cette  supposition  on  ne  trouve 
la  Solution  du  probleme  que  pour  les  cas  oii  les  differentes  figures  de  la  corde 
vibrante  peuvent  etre  renfermees  dans  une  seule  et  meme  equation. 
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Ehe  eine  Antwort  Euler 's  hierauf  erfolgte,  erschien  eine  dritte 
von  diesen  beiden  ganz  verschiedene  Behandlung  dieses  Gegenstandes 
von  Daniel  Bernoulli*).      Schon   vor  d'Alembert  hatte   Taylor**) 

gesehen,  dass  ..—^  =  «a  7^4,  und   zuo;leich  «  für  as  ==  0  und   für  ./  ==  l 

,    ,        1   •  ■<     r\        •  •     nnx  nncct  ^    ^  ■     ■       i... 

stets  gleich  U  sei,  wenn  man  ?/ =  sin — -, —  cos — ^ —  und  hierin  tur  n 

eine  ganze  Zahl  setze.  Er  erklärte  hieraus  die  physikalische  That- 
sache,  dass  eine  Saite  ausser  ihrem  Grundtone  auch  den  Grundton 
einer  ^,  -^ ,  \,  ■  •  •  so  langen  (übrigens  ebenso  beschaffenen)  Saite  geben 
könne,  und  hielt  seine  particuläre  Lösung  für  allgemein,  d.  h,  er 
glaubte,  die  Schwingung  der  Saite  würde  stets,  wenn  die  ganze  Zahl  n 
der  Höhe  des  Tons  gemäss  bestimmt  würde,  wenigstens  sehr  nahe 
durch  die  Gleichung  ausgedrückt.  Die  Beobachtung,  dass  eine  Saite 
ihre  verschiedenen  Töne  gleichzeitig  geben  könne,  führte  nun  Bernoulli 
zu  der  Bemerkung,  dass  die  Saite  (der  Theorie  nach)  auch  der  Gleichung 

y  =  Ecin  sm  -j-  cos  -^  -  {t  —  p„) 

gemäss  schwingen  könne,  und  weil  sich  aus  dieser  Gleichung  alle  be- 
obachteten Modificationen  der  Erscheinung  erklären  Hessen,  so  hielt  er 
sie  für  die  allgemeinste***).  Um  diese  Ansicht  zu  stützen,  untersuchte 
er  die  Schwingungen  eines  masselosen  gespannten  Fadens,  der  in 
einzelnen  Punkten  mit  endlichen  Massen  beschwert  ist,  und  zeigte, 
dass  die  Schwingungen  desselben  stets  in  eine  der  Zahl  der  Punkte 
gleiche  Anzahl  von  solchen  Schwingungen  zerlegt  werden  kann,  deren 
jede  für  alle  Massen  gleich  lange  dauert. 

Diese  Arbeiten  Bernoulli's  veranlassten  einen  neuen  Aufsatz 
Euler' s,  welcher  unmittelbar  nach  ihnen  unter  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  abgedruckt  istf).  Er  hält  darin  d'Alembert  gegen- 
über festjy),  dass  die  Function  fid)  eine  zwischen  den  Grenzen  —  l 
und  Z  ganz  willkürliche  sein  köime,  und  bemerktfft);  dass  Bernoulli's 
Lösung  (welche  er  schon  früher  als  eine  besondere  aufgestellt  hatte) 
dann  allgemein  sei  und  zwar  nur  dann  allgemein  sei,  wenn  die  Reihe 

.     xn     ,  .     2it'jr     . 

a^  sin  -    -[-  a.,  sm    , r  *  '  ' 

■^  &y  -|-  ?>i  cos   j    -\-  h.^  cos  --, h  •  ■  * 


*)  Memoires  de  l'academie  de  Berlin.    1753.    p.   147. 
**)  Taylor  de  methodo  iucreraentorum. 
***)  1.  c.  p.  157.  art.  XUl. 

t)  Memoires  de  racademie  de  Berlin.    175.3.    pag.   10(3. 
tt)  1.  c.  pag.  214. 
ttt)  1.  c.  art.  Ill^-X. 
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für  die  Abscisse  x  die  Ordinate  einer  zwischen  den  Abscissen  0  und  l 
ganz  willkürlichen  Curve  darstellen  könne.  Nun  wurde  es  damals  von 
Niemand  bezweifelt,  dass  alle  Umformungen,  welche  man  mit  einem 
analytischen  Ausdrucke  —  er  sei  endlich  oder  unendlich  —  vornehmen 
kömie,  für  jedwede  Werthe  der  unbestimmten  Grössen  gültig  seien  oder 
doch  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  unanwendbar  würden.  Es  schien 
daher  unmöglich,  eine  algebraische  Curve  oder  überhaupt  eine  ana- 
lytisch gegebene  nicht  periodische  Curve  durch  obigen  Ausdruck  dar- 
zustellen, und  Euler  glaubte  daher,  die  Frage  gegen  Bernoulli  ent- 
scheiden zu  müssen. 

Der  Streit  zwischen  Euler  und  d'Alembert  war  indess  noch 
immer  unerledigt.  Dies  veranlasste  einen  jungen,  damals  noch  wenig 
bekannten  Mathematiker,  Lagrange,  die  Lösung  der  Aufgabe  auf 
einem  ganz  neuen  Wege  zu  versuchen,  auf  welchem  er  zu  Euler's 
Resultaten  gelangte.  Er  unternahm  es*),  die  Schwingungen  eines 
masselosen  Fadens  zu  bestimmen,  welcher  mit  einer  endlichen  unbe- 
stimmten Anzahl  gleich  grosser  Massen  in  gleich  grossen  Abständen 
beschwert  ist,  und  untersuchte  dann,  wie  sich  diese  Schwingungen 
ändern,  wenn  die  Anzahl  der  Massen  in's  Unendliche  wächst.  Mit 
welcher  Gewandtheit,  mit  welchem  Aufwände  analytischer  Kunstgriffe 
er  aber  auch  den  ersten  Tb  eil  dieser  Untersuchung  durchführte,  so 
liess  der  Uebergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  doch  viel  zu 
wünschen  übrig,  so  dass  d'Alembert  in  einer  Schrift,  welche  er  an 
die  Spitze  seiner  opuscules  mathematiques  stellte,  fortfahren  konnte, 
seiner  Lösung  den  Ruhm  der  grössten  Allgemeinheit  zu  vindiciren. 
Die  Ansichten  der  damaligen  berühmten  Mathematiker  waren  und 
blieben  daher  in  dieser  Sache  getheilt;  denn  auch  in  spätem  Arbeiten 
behielt  jeder  im  Wesentlichen  seinen  Standpunkt  bei. 

Um  also  schliesslich  ihre  bei  Gelegenheit  dieses  Problems  ent- 
wickelten Ansichten  über  die  willkürlichen  Functionen  und  über  die 
Darstellbarkeit  derselben  durch  eine  trigonometrische  Reihe  zusammen- 
zustellen, so  hatte  Euler  zuerst  diese  Functionen  in  die  Analysis  ein- 
geführt und,  auf  geometrische  Anschauung  gestützt,  die  Lifinitesimal- 
rechnung  auf  sie  angewandt.  Lagrange**J  hielt  Euler's  Resultate 
(seine  geometrische  Construction  des  Seh wingungs Verlaufs)  für  richtig; 
aber    ihm    genügte    die    Euler'sche    geometrische    Behandlung    dieser 


*)  Miscellanea  Taurincnsia.    Tom.  I.     Kecherches   sur   la   naturc   et    ki   pro- 
pagation  du  son. 

**)  Miscellauea  Tamincnsia.     Tom.  II.     Pars  math.  i)ag.  18, 
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Fimctioneu  iiiclit.  D'Alembert*)  dagegen  ging  auf  die  Euler 'sehe 
AuffassungsAveise  der  Differentialrechnung  ein  und  beschränkte  sich, 
die  Richtigkeit  seiner  Resultate  anzufechten,  Aveil  man  bei  ganz  will- 
kürlichen Functionen  nicht  wissen  könne,  ob  ihre  Differentialquotienten 
stetig  seien.  Was  die  Bernoulli'sche  Lösung  betraf,  so  kamen  alle 
drei  darin  überein,  sie  nicht  für  allgemein  zu  halten;  aber  während 
d'Alembert**),  um  Bernoullis  Lösung  für  minder  allgemein,  als 
die  seinige,  erklären  zu  können,  behaupten  musste,  dass  auch  eine 
analytisch  gegebene  periodische  Function  sich  nicht  immer  durch  eine 
trigonometrische  Reihe  darstellen  lasse,  glaubte  Lagrange***)  diese 
Möglichkeit  beweisen  zu  kihuien. 


Fast  fünfzig  Jahre  vergingen,  ohne  dass  in  der  Frage  über  die 
analytische  Darstellbarkeit  willkürlicher  Functionen  ein  wesentlicher 
Fortschritt  gemacht  wurde.  Da  warf  eine  Bemerkung  Fourier's  ein 
neues  Licht  auf  diesen  Gegenstand;  eine  neue  Epoche  in  der  Entwicklung 
dieses  Theils  der  Mathematik  begann,  die  sich  bald  auch  äusserlich  in 
grossartigen  Erweiterungen  der  mathematischen  Physik  kund  that. 
Fourier  bemerkte,  dass  in  der  trigonometrischen  Reihe 
,  ,         f  %  sinit'  -f-  «2  sin  2a;  +  •  •  • 

1  -2    ^0   +   ^1    CO^  ^'  H~   ^2    cos  2X  -\-   •  '  • 

die  Coefficienten  sich  durch  die  Formeln 

n  rt  - 

iin  =  —  1  f{jc)  ^mnxdx,  1)^  =  —  /  fix)  cos  nxdx 

—  TT  — n 

bestimmen  lassen.  Er  sah,  dass  diese  Bestimmungsweise  auch  an- 
wendbar bleibe,  wenn  die  Function  f{x)  ganz  willkürlich  gegeben  sei; 
er  setzte  für  f(x)  eine  so  genannte  discontinuirliche  Function  (die 
Ordinate  einer  gebrochenen  Linie  für  die  Abscisse  x)  und  erhielt  so 
eine  Reihe,  welche  in  der  That  stets  den  Werth  der  Function  gab. 

Als  Fourier  in  einer  seiner  ersten  Arbeiten  über  die  Wärme, 
welche  er  der  französischen  Akademie  vorlegtet),  (2L  Dec.  1807)  zu- 
erst den  Satz  aussprach,  dass  eine  ganz  willkürlich  (graphisch)  ge- 
gebene Function  sich  durch  eine  trigonometrische  Reihe  ausdrücken  lasse, 


*)  Opuscules  mathematiques   p.  d'Alembert.     Tome  premier.     1761.    pag.  16. 
art.  VII  — XX. 

**)  Opuscules  mathematiques.     Tome  I.     pag.  42.     art.  XXIV. 
***)  Mise.  Taur,     Tom.  III.     Pars  math.     pag.  221.     art.  XXV. 
t)  Bulletin  des  sciences  p.  la  soc.  philomatique  Tome  I.     p.  112. 
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war  diese  Beliauptuiig  dem  greisen  Lagrange  so  unerwartet,  dass 
er  ihr  auf  das  Entschiedenste  entgegentrat.  Es  soll*)  sich  hierüber 
noch  ein  Schriftstück  im  Archiv  der  Pariser  Akademie  befinden. 
Dessenungeachtet  verweist**)  Poisson  überall,  wo  er  sich  der  trigono- 
metrischen Reihen  zur  Darstellung  willkürlicher  Functionen  bedient, 
auf  eine  Stelle  in  Lagrange's  Arbeiten  über  die  schwingenden  Saiten, 
wo  sich  diese  Darstellungsweise  finden  soll.  Um  diese  Behauptung, 
die  sich  nur  aus  der  bekannten  Rivalität  zwischen  Fourier  und 
Poisson  erklären  lässt***),  zu  widerlegen,  sehen  wir  uns  genöthigt, 
noch  einmal  auf  die  Abhandlung  Lagrange's  zurückzukommen;  denn 
über  jenen  Vorgang   in  der  Akademie  findet  sich  nichts  veröffentlicht. 

Man  findet  in  der  That  an  der  von  Poisson  citirten  Stellet)  die 
Formel: 

,,  7/  =  2fY  sin  Xn  dX  X  sin  xtc  +  2fY  sin  2X7t  dX  x  sin  2x7t 
+  2fY  sm?>XndXx  sin3^:;r  -f  etc.  -(-  2jY  mmXitdX  sinwxjr, 
de  Sorte  que,  lorsque  x  =  X,  on  aura  y  =  Y,  Y  etant  Tordonnee  qui 
repond  a  l'abscisse  X." 

Diese  Formel  sieht  nun  allerdings  ganz  so  aus  wie  die  Fourier 'sehe 
Reihe,  so  dass  bei  flüchtiger  Ansicht  eine  Verwechselung  leicht  mög- 
hch  ist-,  aber  dieser  Schein  rührt  bloss  daher,  Aveil  Lag  ränge  das 
Zeichen  fdX  anwandte,  wo  er  heute  das  Zeichen  H^X  angewandt 
haben  würde.  Sie  giebt  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  endliche  Sinus- 
reihe 

«j  sin  xn  -\-  a.^  sin  2 X7t  -{-■■-  -{-  a,i  sin  nxit 

so  zu  bestimmen,  dass  sie  für  die  Werthe 

1  2  n_ 

■iT+T'  »T+T'  *'''  n  -t- 1 
von  X,  welche  Lagrange  unbestimmt  durch  X  bezeichnet,  gegebene 
Werthe  erhält.  Hätte  Lagrange  in  dieser  Formel  u  unendlich  gross 
werden  lassen,  so  wäre  er  allerdings  zu  dem  Fourier'schen  Resultat 
gelangt.  Wenn  man  aber  seine  Abhandlung  durchliest,  so  sieht  man, 
dass  er  weit  davon  entfernt  ist  zu  glauben,  eine  ganz  willkürliche 
Function  lasse  sich  wirklich  durch  eine  unendHche  Sinusreihe  dar- 
stellen. Er  hatte  vielmehr  die  ganze  Arbeit  gerade  unternommen,  weil 
er  glaubte,  diese  willkürlichen  Functionen  Hessen  sich  nicht  durch  eine 


*)  Nach  einer  mündlichen  Mittheilung  des  Herrn  Professor  Dirichlet. 
**)  Unter  Andern  in  dem  verbreiteten  Traite  de  mecanique  Nro.  323.    p.  638. 
***)  Der  Bericht  im  bulletin  des  sciences  über  die  von  Fourier  der  Akademie 
vorgelegte  Abhandlung  ist  von  Poisson. 

t)  Mise    Taur.  Tom.  III.     Pars  math.  pag.  261. 
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Formel  ausdrücken,  und  von  der  trigonometrischen  Reihe  glaubte  er, 
dass  sie  jede  analytisch  gegebene  periodische  Function  darstellen  könne. 
Freilich  erscheint  es  uns  jetzt  kaum  denkbar,  dass  Lagrange  von 
seiner  Summenformel  nicht  zur  Fouri  er 'sehen  Reihe  gelangt  sein  sollte; 
aber  dies  erklärt  sich  daraus,  dass  durch  den  Streit  zwischen  Eni  er 
und  d'Alembert  sich  bei  ihm  im  Voraus  eine  bestimmte  Ansicht  über 
den  einzuschlagenden  Weg  gebildet  hatte.  Er  glaubte  das  Schwinguugs- 
problem  für  eine  unbestimmte  endliche  Anzahl  von  Massen  erst  voll- 
ständig absolviren  zu  müssen,  bevor  er  seine  Grenzbetrachtungen  an- 
wandte. Diese  erfordern  eine  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchung*), 
welche  unnöthig  war,  wenn  er  die  Fourier'sche  Reihe  kannte. 

Durch  Fourier  war  nun  zwar  die  Natur  der  trigonometrischen 
Reihen  vollkommen  richtig  erkannt**);  sie  wurden  seitdem  in  der 
mathematischen  Physik  zur  Darstellung  willkürlicher  Functionen  viel- 
fach angewandt,  und  in  jedem  einzelnen  Falle  überzeugte  man  sich 
leicht,  dass  die  Fourier'sche  Reihe  wirklich  gegen  den  Werth  der 
Function  convergire;  aber  es  dauerte  lange,  ehe  dieser  wichtige  Satz 
allgemein  bewiesen  wurde. 

Der  Beweis,  welchen  Cauchy  in  einer  der  Pariser  Akademie  am 
27.  Febr.4826  vorgelesenen  Abhandlung  gab***),  ist  unzureichend,  wie 
Dirichlet  gezeigt  hatf).  Cauchy  setzt  voraus,  dass,  wenn  man  in 
der  willkürlich  gegebenen  periodischen  Function  fix)  für  x  ein  com- 
plexes  Argument  x  -j-  iji  setzt,  diese  Function  für  jeden  Werth  von  y 
endlich  sei.  Dies  findet  aber  nur  Statt,  wenn  die  Function  gleich 
einer  constanten  Grösse  ist.  Man  sieht  indess  leicht,  dass  diese  Voraus- 
setzung für  die  ferneren  Schlüsse  nicht  nothwendig  ist.  Es  reicht  hin, 
wenn  eine  Function  cp{x  -f-  y{)  vorhanden  ist,  welche  für  alle  positiven 
Werthe  von  y  endlich  ist  und  deren  reeller  Theil  für  ^  =  0  der  ge- 
gebenen periodischen  Function  fix)  gleich  wird.  Will  man  diesen 
Satz,  der  in  der  That  richtig  istft);  voraussetzen,  so  führt  allerdings 
der  von  Cauchy  eingeschlagene  Weg  zum  Ziele,  wie  umgekehrt  dieser 
Satz  sich  aus  der  Fouri  er 'sehen  Reihe  ableiten  lässt. 


*)  Mise.  Taur.     Tom.  Jlf.     Pars  math.     p.  251. 

**)  Bulletin  d.  sc  Tom.  I.    p.  \\ü.     Lcs  coefficients  a,  a ,  a" ,  .  .  .  etant  ainti 
d^termines  etc. 

***)  Memoires  de  Tac.  d.  sc.  de  Paris.     Tom.  VI.     p.  603. 

t)  Grelle  Journal  für  die  Mathematik.     Bd.  IV.  p.  157  &  158. 
tt)  Der  Beweis  findet  sich  in  der  Inauguraldissertation  des  Verfassers. 
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3. 

Erst  im  Januar  1829  erschien  im  Journal  von  Grelle*)  eine  Ab- 
handlung von  Dirichlet,  worin  für  Functionen,  die  durchgehends  eine 
Integration  zulassen  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
haben,  die  Frage  ihrer  Darstellbarkeit  durch  trigonometrische  Reihen 
in  aller  Strenge  entschieden  wurde. 

Die  Erkenutniss  des  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  einzuschlagenden 
Weges  ergab  sich  ihm  aus  der  Einsicht,  dass  die  unendlichen  Reihen 
in  zwei  wesentlich  verschiedene  Klassen  zerfallen ,  je  nachdem  sie, 
wenn  man  sämmtliche  Glieder  positiv  macht,  convergent  bleiben  oder 
nicht.  In  den  ersteren  können  die  Glieder  beliebig  versetzt  werden, 
der  Werth  der  letzteren  dagegen  ist  von  der  Ordnung  der  Glieder  ab- 
hängig. In  der  That,  bezeichnet  man  in  einer  Reihe  zweiter  Klasse 
die  positiven  Glieder  der  Reihe  nach  durch 

Otj  ,  «2 ,  «3 ,  .  .  . , 
die  negativen  durch 

—  hy,  —\,  —  &3,  .  .  ., 
so  ist  klar,  dass  sowohl  Ea,  als  Eh  unendlich  sein  müssen;  denn 
wären  beide  endlich,  so  würde  die  Reihe  auch  nach  Gleichmachung 
der  Zeichen  convergiren ;  wäre  aber  eine  unendlich,  so  würde  die  Reihe 
divergiren.  Offenbar  kann  nun  die  Reihe  durch  geeignete  Anordnung 
der  Glieder  einen  beliebig  gegebenen  Werth  C  erhalten.  Denn  nimmt 
man  abwechselnd  so  lange  positive  Glieder  der  Reihe,  bis  ihr  Werth 
grösser  als  C  wird,  und  so  lange  negative,  bis  ihr  Werth  kleiner  als 
C  wird,  so  wird  die  Abweichung  von  C  nie  mehr  betragen,  als  der 
Werth  des  dem  letzten  Zeichenwechsel  voraufgehenden  Gliedes.  Da 
nun  sowohl  die  Grössen  a,  als  die  Grössen  h  mit  wachsendem  Index 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  werden  auch  die  Abweichungen 
von  C,  wenn  man  in  der  Reihe  nur  hinreichend  weit  fortgeht,  be- 
liebig klein  werden,  d.  h.  die  Reihe  wird  gegen  C  convergiren. 

Nur  auf  die  Reihen  erster  Klasse  sind  die  Gesetze  endlicher  Sum- 
men anwendbar;  nur  sie  können  wirklich  als  Inbegriff  ihrer  Glieder 
betrachtet  werden,  die  Reihen  der  zweiten  Klasse  nicht;  ein  Umstand, 
welcher  von  den  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  übersehen 
wurde,  hauptsächlich  wohl  aus  dem  Grunde,  weil  die  Reihen,  welche 
nach  steigenden  Potenzen  einer  veränderlichen  Grösse  fortschreiten,  all- 
gemein zu  reden  (d.  h.  einzelne  Werthe  dieser  Grösse  ausgenommen), 
zur  ersten  Klasse  gehören. 

'■)  Bd.  IV.    pag.  157. 
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Die  Fourier'sche  Reihe  gehört  nun  offenbar  nicht  nothwendig 
zur  ersten  Klasse;  ihre  Convergenz  konnte  also  gar  nicht,  wie  Cauchy 
vergeblich*)  versucht  hatte,  aus  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Glie- 
der abnehmen,  abgeleitet  werden.  Es  musste  vielmehr  gezeigt  werden, 
dass  die  endliche  Reihe 

n  n 

—   /  /'(«)  sinac/«  sinr«  -) /  /'(«)  sin2c;f7a  sin2i!?  +  •  •  • 

—  n  —n 

n 

-j 1  f{ix)  sinwKfZ«  ■&VLxnx 

—  n 
'    n  n  Tt 

—   i  f{cc)da-\ I  f(a)  cos  ad  cc  COS. v-\ —  j  f(a)  cos2adcc  cos2x -\ 


+  ijVw 


cos nada  cosnx 


oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral 

«  sm ' {x  —  a) 

2ti     1    '  ^   -^                ■    X  —  a 
*.'  sm 

-7t  2 

sich,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  dem  Werthe  f{x)  unendlich  an- 
nähert. 

Dirichlet  stützt  diesen  Beweis  auf  die  beiden  Sätze: 

c 

1)  Wenn  0  <  c  <  y,  nähert  sich    /  (p  (ß)  ^^-!^ — ^"  dß  mit  wach- 
sendem n  zuletzt  unendlich  dem  Werth  -^-  ^(0); 

c 

2)  wenn    0  <  ?,  <  c  <  -J,   nähert  sich    j^cpiß)  "-^£ft^^  dß    mit 

/( 
wachsendem  n  zuletzt  unendlich  dem  Werth  0; 
vorausgesetzt,    dass  die   Function   ^(ß)   zwischen    den  Gi'enzen   dieser 
Integrale  entweder  immer  abnimmt,  oder  immer  zunimmt. 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Sätze  lässt  sich,  wenn  die  Function  /' 
nicht  unendlich  oft  vom  Zunehmen  zum  Abnehmen  oder  vom  Ab- 
nehmen zum  Zunehmen  übergeht,  das  Integral 


*)  Dirichlet  in  Crelle's  Journal.     Bd.   IV.   pag.     158.     Qnoi  qu'il   en   soit  de 
cette  prämiere  Observation,  .  .  .  a,  mesure  que  n  croit. 


durch  eine  trigonometrisclie  Reihe.  223 


ijV'(«^ 


.     2w  +  1    , 
sm [x   ~    a) 


.     X  —  a 
Sin 


offenbar  in  eine  endliehe  Anzahl  von  Gliedern  zerlegen,  von  denen 
eins*)  gegen  -5- /^(*' +  ^0 '  6"i  anderes  gegen  ^f{x  —  0),  die  übrigen 
aber  gegen  0  convergireu,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 

Hieraus  folgt,  dass  durch  eine  trigonometrische  Reihe  jede  sich 
nach  dem  Intervall  2ä  periodisch  wiederholende  Function  darstellbar 
ist,  welche 

1)  durchgehends  eine  Integration  zulässt, 

2)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und 

3)  wo  ihr  Werth  sich  sprungweise  ändert,  den  Mittelwerth  zwi- 
schen den  beiderseitigen  Grenzwerthen  annimmt. 

Eine  Function,  welche  die  ersten  beiden  Eigenschaften  hat,  die 
dritte  aber  nicht,  kann  durch  eine  trigonometrische  Reihe  offenbar 
nicht  dargestellt  werden;  denn  die  trigonometrische  Reihe,  die  sie 
ausser  den  Un Stetigkeiten  darstellt,  würde  in  den  Unstetigkeitspunkten 
selbst  von  ihr  abweichen.  Ob  und  wann  aber  eine  Function,  welche 
die  ersten  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  darstellbar   sei,   bleibt  durch  diese  Untersuchung  unentschieden. 

Durch  diese  Arbeit  Dirichlet's  ward  einer  grossen  Menge  wich- 
tiger analytischer  Untersuchungen  eine  feste  Grundlage  gegeben.  Es 
war  ihm  gelungen,  indem  er  den  Punkt,  wo  Euler  irrte,  in  volles 
Licht  brachte,  eine  Frage  zu  erledigen,  die  so  viele  ausgezeichnete 
Mathematiker  seit  mehr  als  siebzig  Jahren  (seit  dem  Jahre  1753)  be- 
schäftigt hatte.  In  der  That  für  alle  Fälle  der  Natur,  um  welche  es 
sich  allein  handelte,  war  sie  vollkommen  erledigt;  denn  so  gross  auch 
unsere  Unwissenheit  darüber  ist,  wie  sich  die  Kräfte  und  Zustände  der 
Materie  nach  Ort  und  Zeit  im  Unendhchkleinen  ändern,  so  können 
wir  doch  sicher  annehmen,  dass  die  Functionen,  auf  welche  sich  die 
Dirichlet'sche  Untersuchung  nicht  erstreckt,  in  der  Natur  nicht  vor- 
kommen. 

Dessenungeachtet  scheinen  diese  vonDirichlet  unerledigten  Fälle 
aus  einem  zweifachen  Grunde  Beachtung  zu  verdienen. 


:*)  Es  ist  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  der  Werth  einer  Function  f,  welche 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  stets,  sowohl  wenn  der  Argument- 
werth  abnehmend,  als  wenn  er  zunehmend  gleich  x  wird,  entweder  festen  Grenz- 
werthen f{x  -f  0)  und  f{x  —  0)  (nach  Dirichlet's  Bezeichnung  in  Dove's  Reper- 
torium  der  Physik.  Bd.  1.  pag.  170)  sich  nähern,  oder  unendlich  gross  werden 
müsse. 
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Erstlich  stellt^  wie  Dirichlet  selbst  am  Schlüsse  seiner  Abhand- 
lung bemerkt,  dieser  Gegenstand  mit  den  Principien  der  Infinitesimal- 
rechnung in  der  engsten  Verbindung  und  kann  dazu  dienen,  diese 
Principien  zu  grösserer  Klarheit  und  Bestimmtheit  zu  bringen.  In 
dieser  Beziehung  hat  die  Behandlung  desselben  ein  unmittelbares 
Interesse. 

Zweitens  aber  ist  die  Anwendbarkeit  der  Fourier'schen  Reihen 
nicht  auf  physikalische  Untersuchungen  beschränkt;  sie  ist  jetzt  auch 
in  einem  Gebiete  der  reinen  Mathematik,  der  Zahlentheorie,  mit  Er- 
folg angewandt,  und  hier  scheinen  gerade  diejenigen  Functionen, 
deren  Darstellbarkeit  durch  eine  trigonometrische  Reihe  Dirichlet 
nicht  untersucht  hat,  von  Wichtigkeit  zu  sein. 

Am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  verspricht  freilich  Dirichlet, 
später  auf  diese  Fälle  zurückzukommen,  aber  dieses  Versprechen  ist 
bis  jetzt  unerfüllt  geblieben.  Auch  die  Arbeiten  von  Dirksen  und 
Bessel  über  die  Cosinus-  und  Sinusreihen  leisten  diese  Ergänzung 
nicht;  sie  stehen  vielmehr  der  Dirichlet'schen  an  Strenge  und  All- 
gemeinheit nach.  Der  mit  ihr  fast  ganz  gleichzeitige  Aufsatz  Dirk sen's*) 
welcher  offenbar  ohne  Kenntniss  derselben  geschrieben  ist,  schlägt 
zwar  im  Allgemeinen  einen  richtigen  Weg  ein,  enthält  aber  im  Ein- 
zelnen einige  Ungenauigkeiten.  Denn  abgesehen  davon,  dass  er  in 
einem  speciellen  Falle**)  für  die  Summe  der  Reihe  ein  falsches  Re- 
sultat findet,  stützt  er  sich  in  einer  Nebenbetrachtung  auf  eine  nur  in 
besonderen  Fällen  mögliche  Reihenentwicklung***),  so  dass  sein  Be- 
weis nur  für  Functionen  mit  überall  endlichen  ersten  DifFerential- 
quotienten  vollständig  ist.  Besself)  sucht  den  Dirichlet'schen  Be- 
weis zu  vereinfachen.  Aber  die  Aenderungen  in  diesem  Beweise  ge- 
währen keine  wesentliche  Vereinfachung  in  den  Schlüssen,  sondern 
dienen  höchstens  dazu,  ihn  in  geläufigere  Begriffe  zu  kleiden,  während 
seine  Strenge  und  Allgemeinheit  beträchtlich  darunter  leidet. 

Die  Frage  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  tri- 
gonometrische Reihe  ist  also  bis  jetzt  nur  unter  den  beiden  Voraus- 
setzungen entschieden,  dass  die  Function  durchgehends  eine  Integration 
zulässt  und  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat.  Wenn  die 
letztere  Voraussetzung  nicht  gemacht  wird,  so  sind  die  beiden  Integral- 
theoreme Dirichlet 's  zur  Entscheidung  der  Frage  unzulänglich;  wenn 
aber   die  erstere  wegfällt,   so  ist  schon  die  Fourier'sche  Coefficienten- 


*)  Crelle's  Journal.     Bd.  IV.  p.  170. 
*■•)  1.  c.  Formel  2'2. 
***)  1.  c.  Art.  3. 

t)  Schumacher.     Astronomische  Nachrichten.     Nro.  37i  (Bd.  16.    p.  229). 
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bestimmniig  nicht  anwendbar.  Der  im  Folgenden,  wo  diese  Frage 
ohne  besondere  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Function  unter- 
sucht werden  soll,  eingeschlagene  Weg  ist  hierdurch,  wie  man  sehen 
wird,  bedingt;  ein  so  directer  Weg,  wie  der  Dirichlet's,  ist  der  Natur 
der  Sache  nach  nicht  möo-ljch. 


Ueber  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrals  und  den  Umfang 

seiner  Gültigkeit. 


Die  Unbestimmtheit,  welche  noch  in  einigen  Fundamentalpunkten 
der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  herrscht,  nöthigt  uns. 
Einiges  voraufzuschicken  über  den  Begriff  eines  bestimmten  Integrals 
und  den  Un^fang  seiner  Gültigkeit. 

h 

Also  zuerst:    Was  hat  man  unter    /  /"(.r)  <l,r  zu  verstehen? 

Um  dieses  festzusetzen,  nehmen  wir  zwischen  a  und  h  der  Gr()sse 
nach  auf  einander  folgend,  eine  Reihe  von  Werthen  3t\,  x^,  ...,  Xn—\ 
an  und  bezeichnen  der  Kürze  wegen  i\  —  a  durch  ^j ,  rTg  —  x^  durch 
(Jo,  .  .  .,  &  —  x,i~\  durch  8,t  und  durch  s  einen  positiven  ächten  Bruch. 
Es  wird  alsdann  der  Werth  der  Summe 

S=8,  f{a  +  £,  Ö,)  +  ö,  t\x\  +  f.  ö,)  +  d,  fle,  +  s,  Ö,)  +  •  ■  • 

von  der  Wahl  der  Intervalle  Ö  und  der  Grössen  £  abhängen.     Hat  sie 
nun  die  Eigenschaft,  wie  auch  ö   und  £  gewählt  werden  mögen,   sich 

einer  festen  Grenze  Ä  unendlich  zu  nähern,   sobald   sämmtliche  ö  un- 

/, 

endlich  klein  werden,   so  heisst  dieser  Werth     /  /  (a)  d.t. 

I, 
Hat  sie  diese  Eigenschaft  nicht,  so  hat    /  /  (./)  dx   keine    Bedeu- 

«• 
tung.  Man  hat  jedoch  in  mehreren  Fällen  versucht,  diesem  Zeichen 
auch  dann  eine  Bedeutung  beizulegen,  und  unter  diesen  Erweiterungen 
des  Begriffs  eines  bestimmten  Integrals  ist  eine  von  allen  Mathema- 
tikern angenommen.  Wenn  nämlich  die  Function  /'  (x)  bei  Annäherung 
des  Arguments  an  einen  einzelnen  Werth  c  in  dem  Intervalle  {a,  h) 
unendhch  gross  wird,  so  kann  offenbar  die  Summe  S,  welchen  Grad 
von  Kleinheit   man   auch   den   Ö   vorschreiben   möge,   jeden   Ijeliebigen 

Riemann's  gesamiiirlte  laatlieinatische  Werke.     I.  15 
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/. 
Werth  erhalten;  sie  hat  also  kernen  Grenzwerth,  und    i  f  {x)  dx  würde 

a 

nach  dem  Ohigen  keine  Bedeutung  haben.     Wenn  aber  alsdann 


ff(ci')dx  +   l'f{x)dx 


sieh,   wenn   a^   und    a.,   unendlich    klein    werden,    einer   festen    Grenze 
nähert,  so  versteht  man  unter    /  f(x)  dx  diesen  Grenzwerth. 


^Jf(^) 


Andere  Festsetzungen  von  Cauchy  über  den  Begriff  des  bestimm- 
ten Integrales  in  den  Fällen,  wo  es  dem  Grundbegriffe  nach  ein  sol- 
ches nicht  giebt,  mögen  für  einzelne  Klassen  von  Untersuchungen 
zweckmässig  sein;  sie  sind  indess  nicht  allgemein  eingeführt  und  dazu, 
schon  wegen  ihrer  grossen  Willkürlichkeit,  wohl  kaum  geeignet. 


Untersuchen  wir  jetzt  zweitens  den  Umfang  der  Gültigkeit  dieses 
Begriffs  oder  die  Frage:  in  welchen  Fällen  lässt  eine  Function  eine 
Integration  zu  und  in  welchen  nicht? 

Wir  betrachten  zunächst  den  Integralbegriff'  im  engern  Sinne, 
d.  h.  wir  setzen  voraus,  dass  die  Summe  S,  wenn  'sämmtliche  d  an- 
endlich klein  werden,  convergirt.  Bezeichnen  wir  also  die  grösste 
Schwankung  der  Function  zwischen  a  und  x^,  d.  h.  den  Unterschied 
ihres  grössten  und  kleinsten  Werthes  in  diesem  Intervalle,  durch  D^, 
zwischen  a;^  und  x.^  durch  D2  .  .  .  . ,  zwischen  x„—i  und  h  durch  J)„, 
so  muss 

mit  den  Grössen  d  unendlich  klein  werden.  Wir  nehmen  ferner  an, 
dass,  so  lange  sämmtliche  Ö  kleiner  als  d  bleiben,  der  grösste  Werth, 
den  diese  Summe  erhalten  kann,  A  sei;  A  wird  alsdann  eine  Function 
von  d  sein,  welche  mit  d  immer  abnimmt  und  mit  dieser  Grösse  un- 
endlich klein  wird.  Ist  nun  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle,  in 
welchen  die  Schwankungen  grösser  als  a  sind,  =  s,  so  wird  der  Bei- 
trag dieser  Intervalle  zur  Summe  d^  D^  -|-  dolK  +  •  •  •  +  ö„])„  oifen- 
bar  >  6S.     Man  hat  daher 

(?s  <  ^lA  +  ^2 A  H h  ^nJ^n  ^  A,  folglich  s  ^  -^  . 

- —  kann  nun,  wenn  ö  gegeben  ist,  immer   durch  geeignete  Wahl  von 
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d  beliebig  klein  gemacht  werden;  dasselbe  gilt  dalier  von  s,  und  es 
ergiebt  sich  also: 

Damit  die  Summe  S,  wenn  sämratliche  Ö  unendlich  klein  werden, 
convergirt,  ist  ausser  der  Endlichkeit  der  Function  /"(.r)  noch  erfor- 
derlich, dass  die  Gesammtgrösse  der  Intervalle,  in  welchen  die 
Schwankungen  >  6  sind,  was  auch  6  sei,  durch  geeignete  Wahl  von 
d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Wenn  die  Function  f{x)  immer  endlich  ist,  und  bei  unendlichem 
Abnehmen  sämmtlicher  Grössen  8  die  Gesammtgrösse  s  der  Intervalle, 
in  welchen  die  Schwankungen  der  Function  f{x)  grösser,  als  eine  ge- 
gebene Grösse  C ,  sind,  stets  zuletzt  unendlich  klein  wird,  so  conver- 
girt  die  Summe  S,  wenn  sämmtliche  8  unendlich  klein  werden. 

Denn  diejenigen  Intervalle,  in  welchen  die  Schwankungen  >  6 
sind,  liefern  zur  Summe  <3\  J\  -|-  8.,1).>  +  •  •  •  -|-  Ö^D^  einen  Beitrag, 
kleiner  als  s,  multiplicirt  in  die  grösste  Schwankung  der  Function 
zwischen  a  und  />,  welche  (n.  V.)  endlich  ist;  die  übrigen  Intervalle 
einen  Beitrag  <C  ö  (p  —  a).  Offenbar  kann  man  nun  erst  6  beliebig 
klein  annehmen  und  dann  immer  noch  die  Grösse  der  Intervalle  (n.  V.) 
so  bestimmen,  dass  auch  s  beliebig  klein  wird,  wodurch  der  Summe 
Öji)^  +  •  •  •  +  ^uDii  jede  beliebige  Kleinheit  gegeben,  und  folglich  der 
Werth  der  Summe  S  in  beliebig  enge  Grenzen  eingeschlossen  wer- 
den kann. 

Wir  haben  also  Bedingungen  gefunden,  welche  nothwendig  und 
hinreichend  sind,  damit  die  Summe  S  bei  unendlichem  Abnehmen  der 
Grössen  8  convergire  und  also  im  engern  Sinne  von  einem  Integrale 
der  Function  f(x)  zwischen  a  und  h  die  Rede  sein  könne. 

Wird  nun  der  Integralbegriff  wie  oben  erweitert,  so  ist  offenbar, 
damit  die  Integration  durchgehends  möglich  sei,  die  letzte  der  beiden 
.  gefundenen  Bedingungen  auch  dann  noch  nothwendig;  an  die  Stelle 
der  Bedingung,  dass  die  Function  immer  endlich  sei,  aber  tritt  die 
Bedingung,  dass  die  Function  nur  bei  Annäherung  des  Arguments  an 
einzelne  Werthe  unendlich  werde,  und  dass  sich  ein  bestimmter 
Grenzwerth  ergebe,  wenn  die  Grenzen  der  Integration  diesen  Werthen 
unendlich  genähert  werden. 

G. 

Nachdem  wir  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  eines  bestimm- 
ten Integrals  im  Allgemeinen,  d.  h.  ohne  besondere'  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  zu  integrirenden  Function,  untersucht  haben,  soll 
nun  diese  Untersuchung  in  besonderen  Füllen  theils  angewandt,  theils 

15* 
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weiter  ausgeführt  werden,  und  zwar  zunächst  für  die  Functionen, 
welche  zwischen  je  zwei  noch  so  engen  Grenzen  unendlich  oft  un- 
stetig sind. 

Da  diese  Functionen  noch  nirgends  betrachtet  sind,  wird  es  gut 
sein,  von  einem  bestimmten  Beispiele  auszugehen.  Man  bezeichne  der 
Kürze  wegen  durch  (x)  den  Ueberschuss  von  x  über  die  nächste  ganze 
Zahl,  oder,  wenn  x  zwischen  zweien  in  der  Mitte  liegt  und  diese  Be- 
stimmung zweideutig  wird,  den  Mittelwerth  aus  den  beiden  Werthc^u 
4"  und  —  -},  also  die  Null,  ferner  durch  n  eine  ganze,  durch  j)  eine 
ungerade  Zahl  und  bilde  alsdann  die  Reihe 

1,  00 

so  convergirt,  wie  leicht  zu  sehen,  diese  Reihe  für  jeden  Werth  von  X] 
ihr  Werth  nähert  sich,  sowohl,  wenn  der  Argumentwerth  stetig  ab- 
nehmend,  als   wenn   er   stetig   zunehmend   gleich  x   wird,   stets   einem 

festen  Grenzwerth,  und  zwar  ist,  wenn  x  ==  —  (wo  j),  n  relative  Prim- 
zahlen) 

fU  +  ,»)  =  fix)  _  ^(1  +  .  +  ^,  +  .  .  .)  =  f(,)  _  ^ 

A^-D)  =  ^(.r)  +  ^a+i  +  ^,+---)=A.>'^+^ 

sonst  aber  überall  fix  -f  0)  =  fiu"),  fix  —  0)  =  f{x). 

Diese  Function  ist  also  für  jeden  rationalen  Werth  von  x,  der  in 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner  ist, 
unstetig,  also  zwischen  je  zwei  noch  so  engen  Grenzen  unendlich  oft, 
so  jedoch,  dass  die  Zahl  der  Sprünge,  welche  grösser  als  eine  ge- 
gebene Grösse  sind,  immer  endlich  ist.  Sie  lässt  durchgehends  eine 
Integration-  zu.  In  der  That  genügen  hierzu  neben  ihrer  Endlichkeit 
die  beiden  Eigenschaften,  dass  sie  für  jeden  Werth  von  x  beiderseits 
einen  Grenzwerth  fix.  -f-  0)  und  /'(./;  —  0)  hat,  und  dass  die  Zahl  der 
Sprünge,  welche  grösser  oder  gleich  einer  gegebenen  Grösse  G  sind, 
.stets  endlich  ist.  Denn  wenden  wir  unsere  obige  Untersuchung  an, 
so  lässt  sich  offenbar  in  Folge  dieser  beiden  Umstände  d  stets  so  klein 
annehmen,  dass  in  sämmtlichen  Intervallen,  welche  diese  Sprünge  nicht 
enthalten,  die  Schwankungen  kleiner  als  6  sind,  und  dass  die  Ge- 
sammtgrösse  der  Intervalle,  welche  diese  Sprünge  enthalten,  beliebig 
klein  wird. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Functionen,  welche  nicht 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben  (zu  welchen  übrigens  die 
eben  betrachtete  nicht  geh(')rt),  avo  sie   nicht  unendlich   werden,   stets 
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diese  beiden  Eigenschaften  besitzen  und  daher  allenthalben,  wo  sie 
nicht  unendlich  werden,  eine  Integration  zulassen,  Avie  sich  auch  leicht 
direct  zeigen  lässt. 

Um  jetzt  den  Fall,  wo  die  zu  integrirende  Function  /"(x)  für  einen 
einzelnen  Werth  unendlich  gross  wird,  näher  in  Betracht  zu  ziehen, 
nehmen  wir  an,  dass  dies  für  x  =  0  stattfinde,  so  dass  bei  abnehmen- 
dem positiven  x  ihr  Werth  zuletzt  über  jede  gegebene  Grenze  wächst. 

Es  lässt  sich  dann  leicht  zeigen,  dass  xf(x)  bei  abnehmendem  x 
von  einer  endlichen  Grenze  a  an,  nicht  fortAvährend  grösser  als  eine 
endliche  Grösse  c  bleiben  könne.     Denn  dann  wäre 

I  f\x)  dx  >  c   I   '-^  , 

X  X 

also   'Ti-össer   als  c  Aog  —  —  log  — ^  ,  welche  Grösse  mit  abnehmendem 

X  zuletzt  in's  Unendliche  wächst.  Es  muss  also  xf{x),  wenn  diese 
Function  nicht  in  der  Nähe  von  x  =  0  unendlich  viele  Maxima  und 
Minima  hat,  nothwendig  mit  ./;  unendlich  klein  werden,  damit  f  {^) 
einer  Integration  fähig  sein  könne.     Wenn  andererseits 

J  \X)  X      —  ^^  i^x^-a) 

l)ei  einem  Werth  von  «  <  1  mit  x  unendlich  klein  wird,  so  ist  klar, 
dass  das  Integral  bei  unendlichem  Abnehmen  der  unteren  Grenze  con- 

vergirt. 

Ebenso  findet  man,   dass   im  Falle  der  Convergenz   des  Integrals 

die  Functionen 

-^        -(iloglog-  ,      -^logloglog- 

fix)  *log  l  log  log  -  •  •  ■  log-  -  log»  -  =  -— -— J 

—  «log    '    — 

nicht  bei  abnehmendem  x  von  einer  endlichen  Grenze  an  fortwährend 
grösser  als  eine  endliche  Grösse  bleiben  können,  und  also,  wenn  sie 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  mit  x  unendlich 
klein  werden  müssen;  dass  dagegen  das  Integral  Sf{x)  dx  bei  un- 
endlichem Abnehmen  der  unteren  Grenze  convergire,  sobald 

m.  log  - . . .  log-  -  (log-  -)  =  zji^^-^ 

für  a  >  1  mit  x  unendlich  klein  wird. 
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Hat  aber  die  Function  f{pc)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima, 
so  lässt  sich  über  die  Ordnung  ihres  Unendlichwerdens  nichts  bestim- 
men. In  der  Tliat,  nehmen  wir  an,  die  Function  sei  ihrem  absoluten 
Werthe  nach,  wovon  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  allein  ab- 
hängt, gegeben,  so  wird  man  immer  durch  geeignete  Bestimmung  des 
Zeichens  bewirken  können,  dass  das  Integral  ff{x)  dx  bei  unendlichem 
Abnehmen  der  unteren  Grenze  c.onvergire.  Als  Beispiel  einer  solchen 
Function,  welche  unendlich  wird  und  zwar  so,  dass  ihre  Ordnung  (die 

Ordnung  von  —  als  Einheit  genommen)    unendlich    gross  ist,  mag  die 

Function 

1 


dlxcose'')  —         ,     — 


=  cose^  -I e^  sine' 

dienen. 

Das  möge  über  diesen  im  Grunde  in  ein  anderes  Gebiet  gehörigen 
Gegenstand  genügen;  wir  gehen  jetzt  an  unsere  eigentliche  Aufgabe, 
eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine  trioionometrische  Reihe. 


Untersuchung  der  Darstellbarkeit   einer  Function   durch   eine  trigo- 
nometrische  Reihe  oline  besondere  "Voraussetzungen  über  die  Natur 

der  Function. 

7. 

Die  bisherigen  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  hatten  den  Zweck, 
die  Fourier'sche  Reihe  für  die  in  der  Natur  vorkommenden  Fälle  zu 
beweisen;  es  konnte  daher  der  BcAveis  für  eine  ganz  willkürlich  ange- 
nommene Function  begonnen,  und  später  der  Gang  der  Function  behuf 
des  Beweises  willkürlichen  Beschränkungen  unterworfen  werden,  wenn 
sie  nur  jenen  Zweck  nicht  beeinträchtigten.  Für  unsern  Zweck  darf 
derselbe  nur  den  zur  Darstellbarkeit  der  Function  nothwendigen  Be- 
dingungen unterworfen  werden;  es  müssen  daher  zunächst  zur  Dar- 
stellbarkeit iiothwendige  Bedingungen  aufgesucht  und  aus  diesen  dann 
zur  Darstellbarkeit  hinreichende  ausgewählt  werden.  Während  also 
die  bisherigen  Arbeiten  zeigten:  wenn  eine  Function  diese  und  jene 
Eigenschaften  hat,  so  ist  sie  durch  die  Fourier'sche  Reihe  darstell- 
bar; müssen  wir  von  der  umgekehrten  Frage  ausgehen:  Wenn  eine 
Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellbar  ist,  was  folgt 
daraus  über  ihren  Gang,  über  die  Aenderuug  ihres  Wcrthes  bei  stetiger 
Aenderung  des  Arguments? 
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Demnach  betracliteu  wir  die  Reihe 

a^  sin  X  -{-  a.2  sin  2j:  -{-  •  •  • 
y\  -\-  ^i  cos  a;  -}-  &2  cos  2x  -{-  •  •  • 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
|.  &^  =  Aq,  a^  sinx^  -(-  &j^  cos  x  =  A^,  a.^  sin 2j;  +  h^  cos  2x'  =  A^, .  . . 

setzen,  die  Reihe 

A,-{-A,  +  A,  +  -^- 

als  gegeben.  Wir  bezeichnen  diesen  Ausdruck  durch  Sl  und  seinen 
Werth  durch  f(x),  so  dass  diese  Function  nur  für  diejenigen  Werthe 
von  X  vorhanden  ist,  wo  die  Reihe  convergirt. 

Zur  Convergenz  einer  Reihe  ist  nothwendig,  dass  ihre  Glieder  zu- 
letzt unendlich  klein  werden.  Wenn  die  Coefficienten  «„,  &„  mit 
wachsendem  n  in's  Unendliche  abnehmen,  so  werden  die  Glieder  der 
Reihe  Sl  für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein;  andernfalls 
kann  dies  imr  für  besondere  Werthe  von  x  stattfinden.  Es  ist  nöthig, 
beide  Fälle  getrennt  zu  behandeln. 


Wir  setzen   also   zunächst  voraus,  dass   die  Glieder  der  Reihe  Sl 
für  jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden. 
Unter  dieser  Voraussetzung  convergirt  die  Reihe 

C+C'x  +  A,''^-A,-^-^...  =  F(x), 

welche  man  aus  Sl  durch  zweimalige  Integration  jedes  Gliedes  nach  x 
erhält,  für  jeden  Werth  von  x.  Ihr  Werth  F{x)  ändert  sich  mit  x 
stetig,  und  diese  Function  F  von  x  lässt  folglich  allenthalben  eine 
Integration  zu. 

Um  Beides  —  die   Convergenz   der  Reihe  und  die  Stetigkeit  der 
Function  F(x)  —  einzusehen,   bezeichne   man  die  Summe  der  Glieder 

bis einschliesslich  durch  N.  den  Rest  der  Reihe,  d.  h.  die  Reihe 

^w  +  l  Än  +  2 


in  +  If        (n  +  2)-' 

durch  11  und  den  grössten  Werth  von  A,,,  für  ni  >  u  durch  e.  Als- 
dann bleibt  der  Werth  von  It,  wie  weit  man  diese  Reihe  fortsetzen 
möge,  offenbar  abgesehen  vom  Zeichen 

^  ^  \{n  -\-  lY'  +  {n  +  2)^  "f"  '  ■  ■  j  ^  ¥ 

und  kann  also  in  beliebig  kleine  Grenzen  eingeschlossen  werden,  wenn 
man  n  nur  hinreichend  gross   annimmt;  folglich  convergirt  die  Reihe. 
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Ferner  ist  die  Function  F(.t)  stetig-,  d.  li.  ihrer  Aenderung  kann  jede 
Kleinheit  gegeben  werden,  wenn  man  der  entsprechenden  Aenderiing 
von  X  eine  hinreichende  Kleinheit  vorschreibt.  Denn  die  Aenderung 
von  F{x)  setzt  sich  zusammen  aus  der  Aenderung  von  R  und  von  AT; 
offenbar  kann  man  nun  erst  n  so  gross  annehmen,  dass  B,  was  auch 
X  sei,  und  folglich  auch  die  Aenderung  von  II  für  jede  jienderung 
von  .',;  beliebig  klein  wird,  und  dann  die  Aenderung  von  x  so  klein 
annehmen,  dass  auch  die  Aenderung  von  N  beliebig  klein  wird. 

Es  wird  gut  sein,  einige  Sätze  über  diese  Function  F(x),  deren 
Heweise  den  Faden  der  Untersuchung  unterbrechen  würden,  vorauf- 
zuschicken. 

Lehrsatz  1.     Falls  die  Reihe  Sl  couvergirt,  convergirt 
Fjx  +  «  +  (?)  —  F{x  -\-  a  —  ß)  —  F{.c  —  cc  -\-  ß)  +  F{x  ~  g  —  ß) 

iaß 

wenn  cc  und  ß  so  unendlich  klein  werden,  dass  ihr  Verhältuiss  endlich 
bleibt,  gegen  denselben  Werth,  wie  die  Reihe. 
In  der  That  wird 

F(x  +  cc  +  ß)  —  Fix  4-  K  —  |3)  —  F{x  —  K-^  ß)-\-  F{x  —  a  —  ß) 

iaß 
.       .      j    sin  a  sin  ß     i^   j    sin  2 cc  sin '2ß    .      ,    sin 3 cc  sin  3ß    , 

=  -lü  +  -ii  —      ß-  -r  ^2  -"2^      ^  +  -'la  -j^      ^  H 

oder,  um  den  einfacheren  Fall,  wo  ß  =  a,  zuerst  zu  erledigen, 

Fix-{-2a)  —  2F{x)-{-F{x  —  2K)_.       .       .     /8iu«\2-,       .     /siu2«\a 
"  4^^^^  ~  ^^0  "^  ^^1  \~^)  ''^  -^^\    2a    )    ~^ 

Ist  die  unendliche  Reihe 

A,  +  A,  +  .1,  +  .  .  .  =  fix), 
die  Reihe 

A  +  -^1  H 1-  -^n-l  =  fU)  +  in, 

so  muss  sich  für  eine  beliebig  gegebene  Grösse  d  ein  Werth  m  von  n 
angeben  lassen,  so  dass,  wenn  n  >  m,  £„  <  d  wird.  Nehmen  wir  nun 
a  so  klein  an,  dass  ma  <i7t,  setzen  wir  ferner  mittelst  der  Substitution 

An  =   £/i-|-l   ««; 

•^"7 /sin  waX'''    >      ■       ^■      ^^ 

1,   CO 

und  theilen  wir  diese  letztere  unendliche  Reihe  in  drei  Theile,  indem  wir 

1)  die  Glieder  vom  Index  1  bis  m  einschliesslich, 

2)  vom    Index  m  -\-  1   bis  zur  grössten   unter  —  liegenden  ganzen 
Zahl,  welche  s  sei, 

3)  von  6'  -|-  1  bis  unendlich, 
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zusammenfasseD,  so  besteht  der  erste  Tlieil  aus  einer  enclliclieii  Anzahl 
stetig  sich  ändernder  Glieder  und  kann  daher  seinem  Grenzwerth  0 
beliebig  genähert  werden,  wenn  man  a  hinreichend  klein  werden  lässt; 
der  zweite  Theil  ist,  da  der  Factor  von  f„  beständig  positiv  ist,  offen- 
bar abgesehen  vom  Zeichen 


< 


8,   [  /smmK\'^         /t^msa\~\ 


um  endlich  den  dritten  Theil  in  Grenzen  einzuschliessen,  zerlege  man 
das  allgemeine  Glied  in 

[   /sin  {n  —  1)  o:\^  /sin  («  —  1)  a\^1 

und 

f   /sin(M  —  l)o!\^  /^^iu  nfi;\2^  sin(2w  —  l)a  sin« 

^"  \  \  '^a  )     ~  \1^)   j   =  —  ^«  (^^^^p  5 

SO  leuchtet  ein,  dass  es 

<tfj_„_L 1-1 +ö^ 

\{n  —  ly  aa.         '««aal      '  nna 

und  folglich  die  Summe  von  n  =  •■> -|-  1  bis  n  =  <x> 

^  V    \^ L  JLl 

^        \  {say    ">     «a  J  ' 

welcher  Werth  für  ein  unendlich  kleines  a  in 
d  I 1 [      übergeht. 

I   TTTT       '        TT  ^ 

Die  Reihe 

„        I /öin(»'i  —  1)  a\2  /sinita\^l 

nähert   sich   daher   mit   abnehmendem  n   einem   Grenzwerth,   der  nidit 
grösser  als 

ah+i  +  ^j 

y  TT        '       TCTt    I 

sein  kann,  also  Null  sein  muss,  und  folglich  convergirt 

F{x-\-2a)—  2F(a;)-|-F(.c— 2  a) 
4aa  ' 

welches 

/v  ^     I      "STT       f  /sin(w  —  l)a\'^         /sin««\^l 

mit  in's  Unendliche  abnehmendem  a   gegen  fix),  wodurch  unS'er  Satz 
für  den  Fall  ß  =  a  bewiesen  ist. 

Um  ihn  allgemein  zu  beweisen,  sei 

F{,c  +  a  -I-  /3)  _  2F(x)  +  Fix  —  a  —  ß)  =  («  +  ß'f  (fix)  +  d\) 
F{x  +  «  -  /3)  -  2Fix)  +  F{x  -a  +  ß)  =  {a-  ßf  (fix)  +  d,), 
woraus 
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F{j;  +  «  +  /3)  -  Fix  +  a  —  /3)  -  F{x  —  a -\- ß)  +  F{x  —  a  -  ß) 

=  Aaß  fix)  +  ia  +  ßf  d,  -  ia  -  ßf  d,. 
Tu  Folge  des  eben  Bewiesenen  werden  nun  d^  und  d.^  unendlich  klein, 
sobald  a  und  ß  unendlich  klein  werden;  es  wird  also  auch 

i<^  +  ß)'  ^  _  (« -  ßr  ^ 

unendlich  klein,  wenn  dabei  die  Coefficienten  von  d\  und  d^  nicht  un- 
endlich gross  werden,  was  nicht  stattfindet,  wenn  zugleich  —  endlich 
bleibt;  und  folglich  convergirt  alsdann 

F{x  +  K  +  ß)  -  F{x  -f  «  -  ß)  -  F(x  -  cc-\-  ß)  -{-  F{x  -  «  -  |3) 

gege«  fipc),  w.  z.  b.  w. 

Lehrsatz  2. 

F{x-\-  2«)  +  F{x  —  '2a)  —  2F(.g) 
2« 

wird  stets  mit  a  unendlich  klein. 

Um  dieses  zu  beweisen,  theile  man  die  Reihe 

in  drei  Gruppen,  von  welchen  die  erste  alle  Glieder  bis  zu  einem  festen 
Index  m  enthält,  von  dem  an  An  immer  kleiner  als  s  bleibt,  die  zweite 
alle  folgenden  Glieder,  für  welche  n  a  <  als  eine  feste  Grösse  c  ist,  die 
dritte  den  Rest  der  Reihe  umfasst.  Es  ist  dann  leicht  zu  sehen,  dass, 
wenn  a  ins  Unendliche  abnimmt,  die  Summe  der  ersten  endlichen  Gruppe 

endlich  bleibt,  d.  h.  <  eine  feste  Grösse  ^;  die  der  zweiten  <  £  — ,  die 

der  dritten 

y^  !    nnaa  ac 

c<na 

Folglich  bleibt 

2a  '  ji^  \    na    J    ' 

woraus  der  z.  b.  Satz  folgt. 

Lehrsatz  3.  Bezeichnet  man  durch  h  und  c  zwei  beliebige  Con- 
stanten, die  grössere  durch  c,  und  durch  A  (,t)  eine  Function,  welche 
nebst  ihrem  ersten  DifiFereutialquotienten  zwischen  h  und  c  immer 
stetig  ist  und  an  den  Grenzen  gleich  Null  wird,  und  von  welcher  der 
zweite  Differentialquotient  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat,  so  wird  das  Litegral 
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•  c 

^^   I  F (x)  cos  fi (x  —  a)  A  (x)  dx , 

b 

weuu  ft  ins  Uiieiidliclie  wächst,  ziüetzt  kleiner  als  jede  gegebene  Grösse. 
Setzt  man  für  F{x)  seinen  Ansdruck  durch  die  Reihe,   so   erhält 
man  für 

c 

11^  I  F  (x)  cos  ft  (x  —  a)  l  {£)  dx 

b 

die  Reihe  (^) 

f*-/^  /  (  C  +  C'.o'  -|-  Jq  ^  I  cos  II  {x  —  d)  k  (x)  dx 

b 

—  /^  ,^    /  ^^"  ^^^  /*  (-^  —  ^0  ^  (^')  ^^-^ 

Nun  lässt  sich  ^4,»  cos  [i  {x  —  d)  offenbar  als  ein  Aggregat  von 
cos  (fi  -f-  ii)  {x  —  «),  sin (ji  -f- 11)  (x  —  a),  cos  (|li  —  )i)  (x — d),  sin  (ji — n)  {x — ci) 
ausdrücken,  und  bezeichnet  man  in  demselben  die  Summe  der  beiden 
ersten  Glieder  durch  Bu-\-n,  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder  durch 
Bf,-n,  SO  hat  man  cosf/  {x  —  a)  An  =  Bu+n  +  -B,«-«, 

d'-Dii-\-n  /  .         \->    Tt  d   Jjii — n  f  •.,    -f, 

d^fl"   =  —    'i"   +   ")     ^.''+'0  ~d^  ^   ~   ('^^   ~    '*.'"  ^,"-'' J 

und  es   werden  -B^t+«  und  i>„_„  mit  wachsendem  »,  was   auch  x  sei, 
zuletzt  unendlich  klein. 

Das  allgemeine  Glied  der  Reihe  ^ 

c 

—  I  An  COS  IL  (x  —  d)k{j^  dx 

b 

wird  daher 

C  C 

=   „2  (^  _^  .^y  j     ^^z—   ^{^^)   ^1-^   +   ,7^  (f,  _  ,.j)2    J  ^x^    "  '''(•*)  ^^-^ 

b  b 

oder  durch  zweimalige   partielle  Integration,  indem   mau   zuerst  kix), 
dann  A'(x)  als  constant  betrachtet, 

da    l{x)    und    A'(:z;)    und    daher    auch    die    aus    dem    Integralzeichen 
tretenden  Glieder  an  den  Grenzen  =  0  werden. 

0 

Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dass    /  B,_,+„,  l" {x)  dx,    wenn   ^ 
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in's  Unendliohe  wächst,  was  auch  n  sei,  unendlich  klein  wird;  denn 
dieser  Ausdruck  ist  gleich  einem  Aggregat  der  Integrale 

/'cos  {^  ±  n){x  -  a)  A"(./;)  dx,   j  sin  (fi  ±  n){j;  —  a)  r{x)  lU 

und  wenn  fi  +  n  unendlich  gross  wird,  so  werden  diese  Integrale, 
wenn  aber  nicht,  weil  dann  u  unendlich  gross  wird,  ihre  Coefticienten 
in  diesem  Ausdrucke  unendlich  klein. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  genügt  es  daher  offenbar,  wenn  von 
der  Summe 

über  alle  ganzen  Werthe  von  n  ausgedehnt,  welche  den  Bedingungen 
„  <  _  c',  c"  <n<^  —  c",  ii-\-c'^  <n  genügen,  für  irgend  welche 
positive  Werthe  der  Grössen  c  gezeigt  wird,  dass  sie,  weim  ^i  unend- 
lich gross  wird,  endlich  bleibt.  Denn  abgesehen  von  den  Gliedern,  für 
welche  —c<  n  <  c" ,  ^i  —  c"  OK  ^ -jr  c^^  welche  offenbar  un- 
endlich klein  werden  und  von  endlicher  Anzahl  sind,  bleibt  die  Reihe  (p 
offenbar  kleiner  als  diese  Summe,  multipHcirt  mit  dem  grössten  Werthe 

f  B^±„l"{x)dx,  welcher  unendhch  klein  wird. 

Nun  ist  aber,  wenn  die  Grössen  c  >  1  sind,  die  Summe 

1 

in  den  obigen  Grenzen,  kleiner  als 

1    '  / *         dx 
7  J    (l  —  xYx'  ' 


von 

b 


austcedehut  von 


''o 


1  ,  .     .  c"  -  1     ,     ,    civ  —\ 


_  oo  bis  -  '-=^,  ^^^  bis  1  -  '^-^,  1  +  —^  bis  oo; 
denn  zerlegt  man  das  ganze  Intervall  von  —  oo  bis  -4-  oo  von  Null 
anfangend  in  Intervalle  von  der  Grösse  — ,  und  ersetzt  man  überall  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  durch  den  kleinsten  Werth  in  jedem 
Intervall,  so  erhält  man,  da  diese  Function  zwischen  den  Integrations- 
grenzen nirgends  ein  Maximum  hat,  sümmtliche  Glieder  der  Reihe. 
Führt  man  die  Integration  aus,  so  erhält  man 

JL  /'■     '^''     _^J/_A_L.J--  -I-  21og^  -  21og(l  -  X))  +  const. 
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und   folglich    zwischen    den   obigen   Grenzen    einen   Werth,    der   mit  ^ 
nicht  unendlich  o-ross  wird. 


Mit  Hülfe  dieser  Sätze  liisst  sich  über  die  D;irstelll-»arkeit  einei- 
Function  "durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  Glieder  für  jeden 
Argumentwerth  zuletzt  unendlich  klein  werden,  Folgendes   feststellen: 

I.  Wenn  eine  nach  dem  Intervall  2:1  periodisch  sich  wieder- 
holende Function  f(cf)  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  Glieder 
l'ür  jeden  AVerth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden,  darstellbar  sein 
soll,  so  muss  es  eine  stetige  Function  i^(,r)  geben,  von  welcher  f(x) 
so  abhängt,  dass 

F{x  -{-  a  -\-  ß)  —  F{x  -\-  K  -  ß)  —  F(x  -  a  -^  ß)  -{-  F  {x  —  cc  —  ß) 
.  4  aß  ' 

wenn  a  und  ß  unendlich  klein  werden  und  dabei  ihr  Verhältniss  end- 
lich bleibt,  gegen  /"(.r)  convergirt. 
Es  muss  ferner 

c 

^^  I  F(x)  cos  ^(x  —  a)  A (.'?■) dx, 

b 

wenn  l  (r)  und  X'  {x)  an  den  Grenzen  des  Integrals  =  0  und  zwischen 
denselben  immer  stetig  sind,  und  l"  {x)  nicht  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  mit  wachsendem  ^  zuletzt  unendlich  klein  werden. 

IL  Wenn  umgekehrt  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind,  so 
giebt  es  eine  trigonometrische  Reihe,  in  welcher  die  Coefficienten  zu- 
letzt unendlich  klein  werden,  und  welche  überall,  wo  sie  convergirt, 
die  Function  darstellt. 

Denn  bestimmt  man  die  Grössen  C,  Aq  so,  dass 

F{x)-C'x~A,"^ 

eine  nach  dem  Intervall  2%  periodisch  wiederkehrende  Function  ist 
und  entwickelt  diese  nach  Fourier's  Methode  in  die  trigonometrische 
Reihe 


_  ^1         A,         A 
indem  man 


^  "     1  T  9 


— n 

n 

iJ\F(t)  -et  -  A,  ^)  cos  r.  (,r  -  /)  <U  =  -  | 


■An 

n 
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setzt,  so  muss  (ri.  V.) 

n 

A,  =  —  *^  f(F{t)  -  et  —  Ä,  *l\  cos  n{x  —  t)  dt 

—  7t 

mit  waclisenclem  n  zuletzt  unendlich  klein  werden;  woraus  nach  Satz  1 
des  vorigen  Art.  folgt,  dass  die  Reihe 

A+A  +  ^2  +  --- 

überall,  avo  sie  convergirt,  gegen  /"(,«)  convergirt.(^) 

III.    Es  sei  h  <C  X  <i  c,  und   Q{t)   eine   solche  Function,    dass   Q(f) 

und  Q'(f)  für  t  ==  h  und  t  =  c  den  Wertli  0  haben  und  zwischen  diesen 

Werthen  stetig  sich  ändern,  q" (t)   nicht  unendlich    viele   Maxima   und 

Minima  hat,  und  dass  ferner  für  t  =  x  Q(t)  ^=  1,  ()'(T)  =  0,  ()"(t)  =  0, 

Q"'(t)  und  Q^^  {t)  aber  endlich  und  stetig  sind;  so  wird  der  Unterschied 

zwischen  der  Reihe 

^0  +  -1:  4-  •  •  •  +  ^^ 
und  dem  Integral 

sin ^ {x  —  t) 

d  d  ■ 

.    (x  —  t) 
sin  ^^ — - — - 


c 


Q{t)dt 


dt' 
mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein.     Die  Reihe 

wird  daher  convergiren  oder  nicht  convergiren  je  nachdem 

sm -^ {x  —  t) 

dd 

e  .      X  —  t 

sm 


\^J^(') di^ ^(0^/^ 


2 


sich  mit   wachsendem  n  zuletzt  einer  festen   Grenze   nähert  oder  dies 
in'cht  stattfindet. 

In  der  That  wird 

n 

yl,  +  yl,  +  • .  •  ^„  =  ^    {{Fit)  —  C't-A/-Pj^  —  nn  cos n  (x - /) dt, 
oder,  da 


.    2w+  1    .         ^^ 
sin -^ (.T  —  i) 


dd 


1, «  1,  « 

ist, 


.     X  —  t 
sin  — - — 
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sm -^ (x  —  t) 


(hl 


n 
—  n 

Nun  wird  aber  nach  Satz  3  des  vorigen  Art. 


.     X  —  t 
sm  — - — 


dt' 


di. 


^R^v^ 


sm ^ —  {X  —  t) 

dd 

.     X  —  t 

tv  ^^^ 


et  -  Ä,  'i -^^ 1 (0  dt 


2  7  dV 


bei  uneudlicheni  Zimehmeu  von  n  unendlich  klein,  wenn  l{t)  nebst 
ihrem  ersten  Differentialquotienten  stetig  ist,  l" (t)  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  und  für  t  =  x  k{t)  =  Q,  l' {t)  =  0,  l"{t)  =  0, 
A"'(^)  und  l""[t)  aber  endlich  und  stetig  sind.(-) 

Setzt  man  hierin  X(f)  ausserhalb  der  Grenzen  l),  c  gleich  1  und 
zwischen  diesen  Grenzen  =  1  —  Qit),  was  offenbar  verstattet  ist,  so 
folgt,  dass  die  Differenz  zwischen  der  Reihe  A^  -\-  •  -  •  -\-  A,,  und  dem 
Inteo-ral 


sm ^ {X  —  t) 


U\m 


dd 7- 

.     X  —  t 

tr    ■        ^^^ 


C'f~A~ :r7^ Q(f)df 


0   2/  df' 


mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  wird.     Man  überzeugt  sich 
aber  leicht  durch  partielle  Integration,  dass 


sm -^ {x  —  t) 


dd 


X  —  t 
sm 


/-»    /  \  SiU 

kj  [O't  +  A  f) ^ cC)'" 


2 


wenn   n   unendlich    gross    wird,    gegen    Aq   convergirt,    wodurch    man 
obigen  Satz  erhält. 

10. 

Aus  dieser  Untersuchung  hat  sich  also  ergeben,  dass,  wenn  die 
Coefficienten  der  Reihe  il  zuletzt  unendlich  klein  werden,  dann  die 
Convergenz  der  Reihe  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  nur  abhängt 
von  dem  Verhalten  der  Function  f(ai)  in  unmittelbarer  Nähe  dieses 
Werthes. 

Ob  nun  die  Coefficienten  der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
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wird  in  vielen  Fällen  niclit  aus  ihrem  Ausdrucke  durch  bestimmte 
Integrale,  sondern  auf  anderm  Wege  entschieden  Averden  müssen.  Es 
verdient  indess  ein  Fall  hervorgehoben  zu  werden,  wo  sich  dies  un- 
uiittelbar  aus  der  Natur  der  Function  entscheiden  lässt,  wenn  nämlich 
die  Function  f{x)  durchgehends  endlich  bleibt  und  eine  Integration 
zulässt. 

In   diesem  Falle   muss,  wenn  man  das   ganze  Intervall  von  —  n 
l)is  n  der  lleihe  nach  in  Stücke  von  der  Grösse 

ö^,  d,,  Ö3,  ..  . 
zerlegt,  und  durch  D,  die  grösste  Schwankung  der  Function  im  ersten, 
durch  /A,  im   zweiten,  u.  s.  w.  bezeichnet, 

uucndhch  klein  werden,  so  bald  sämmtliche  ö  unendlich  klein  werden. 
Zerlegt  man  aber   das  Integral    /  f(.i-)  sin  n  (.r  —  a)  dx,  in  welcher 

—  n 

Form  von  dem  Factor  —   abgesehen   die   Coefficienten   der  Reihe   ent- 

«  4-2  TT 

halten  sind,  oder  was  dasselbe  ist,    i  fix)  sinw  (.r  —  ci)  dx   von    x  =  n 

a 

anfangend  in  Integrale  vom  Umfange  — ,  so  liefert  jedes  derselben  zur 

2 
Summe    einen    Beitrag    kleiner    als    — ,    multiplicirt  mit   der   grössten 

Schwankung  in  seinem  Intervall,  und  ihre  Summe  ist  also  kleiner   als 

.         2  TT  .  . 

eine  Grösse,  welche  n.  V.  mit  - —  unendlich  klein  werden  muss. 
In  der  Tliat:  diese  Integrale  haben  die  Form 

I  f{x)  sin  n  (x  —  aj  dx. 

n 

Der  Sinus  wird  in  der  ersten  Hälfte  positiv,  in  der  zweiten  negativ. 
Bezeichnet  man  also  den  grössten  Werth  von  f{x)  in  dem  Intervall 
des  Integrals  durch  M,  den  kleinsten  durch  in,  so  ist  einleuchtend, 
dass  man  das  Integral  vergrössert,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte 
f(x)  durch  M,  in  der  zweiten  durch  in  ersetzt,  dass  man  aber  das 
Integral  verkleinert,  wenn  man  in  der  ersten  Hälfte  /"(.r)  durch  in  und 
in  der  zweiten  durch  M  ersetzt.     Im   ersteren  Falle   aber  erhält  man 

2  ^ 

den  Werth  —  (J)f  —  w),  im  l<-tzleren    -  {m  —  3f).     Es  ist  daher  dies 
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11 


Integral    abgesehen    vom    Zeichen    kleiner    als    J_   (M  —  m)    und    das 
Integral 


/  f(x)  sin  n  (:r  —  n)  äx 


kleiner  als 


I  {M,  -  n,,)  -f  -^  (71/,  -  ...,)  +  |(il4  -  ^n,)  +  .  .  ., 

wenn  man  durch  ilf,  den  grössten,  durch  ?/«^  den  kleinsten  Werth  von 
/■(.r)  im  ,sten  Intervall  bezeichnet;  diese  Summe  aber  muss,  wenn  f{x) 
einer  Integration  fähig  ist,  unendlich  klein  werden,  sobald  n  unendlicli 

gross  und  also  der  Umfang  der  Intervalle  —  unendlich  klein  wird. 

"  n 

In  dem  vorausgesetzten  Falle  werden  daher  die  Coefücienten  der 
Reihe  unendlich  klein. 

11. 

Es  bleibt  nun  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  die  Glieder  der 
Reihe  ii  für  den  Argumentwerth  x  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
ohne  dass  dies  für  jeden  Argumentwerth  stattfindet.  Dieser  Fall  lässt 
sich  auf  den  vorigen  zurückführen. 

Wenn  man  nämlich  in  den  Reihen  für  den  Argumentwerth  x  -f-  t 
und  X  —  t  die  Glieder  gleichen  Ranges  addirt,  so  erhält  man  die  Reihe 

2A^  +  2A^  cos  t  -f  2A,  cos  2;^  -| , 

in' welcher  die  Glieder  für  jeden  Werth  von  t  zuletzt  unendlich  klein 
werden  und  auf  welche  also  die  vorige  Untersuchung  angewandt  wer- 
den kann. 

Bezeichnet  man  zu  diesem  Ende  den  Werth  der  unendlichen  Reihe 
ri    1/1'       II     ^vx     ,      4    tt  .    cos^  .    cos  2^  .    cos3]( 

6  +  C  X  -\^  A^~-\-  A,~-A,— A.,—^ 4,-g . 

durch  G{t),  so  dass  -^-      '  '^   '  C-g  —  )    ^^ijerall,    wo    die  Reihen    für 

F(x-\-t)  und  Fix. —  i)  convergiren,  =  Crit)  ist,  so  ergiebt  sich 
Folgendes: 

I.     Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ii  für  den  Argumentwerth  x  zu- 
h^tzt  unendlich  klein  werden,  so  rauss 


fijU  1  G{t)  cos  ^{t  —  a)  X(t)  dt, 


wenn  A  eine  Function  wie  oben  —  Art.  9  —  bezeichnet,  mit  wachseu- 

ElEMANN's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  16 
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dem  ft  zuletzt  unendlich  Idein  werden.  Der  Werth  dieses  Integrals 
setzt  sich  zusammen  aus  den  beiden  Bestaudtheilen 

c  c 

^i^i  r^%"^  ^^  cosft(/—  a)k{t)dt  und  ^^  T^^"  -  cos  ii(t  —  a)l{t)ilt, 

h  'h 

Avofern  diese  Ausdrücke  einen  Werth  haben.  Das  Unendlichkleinwerden 
desselben  wird  daher  bewirkt  durch  das  Verhalten  der  Function  F  an 
zwei  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  von  x  gelegenen  Stellen.  Es  ist 
aber  zu  bemerken,  dass  hier  Stellen  vorkommen  müssen,  wo  jeder  Be- 
§tandtheil  für  sich  nicht  unendlich  klein  wird;  denn  sonst  würden  die 
Glieder  der  Reihe  für  jeden  Argumentwerth  zuletzt  unendlich  klein 
Averden.  Es  müssen  also  dann  die  Beiträge  der  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  von  x  gelegenen  Stellen  einander  aufheben,  so  dass  ihre  Summe 
für  ein  unendliches  ft  unendlich  klein  wird.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Reihe  Sl  nur  für  solche  Werthe  der  Grösse  x  convergiren  kann,  zu 
welchen  die  Stellen,  wo  nicht 

^^  i  F{x)  cos  fi  {x  —  d)l{d)  äx 

h 

für  ein  unendliches  u  unendlich  klein  wird,  symmetrisch  liegen.  Offenbar 
kann  daher  nur  dann,  wenn  die  Anzahl  dieser  Stellen  unendlich  gross 
ist,  die  trigonometrische  Reihe  mit  nicht  in's  Unendliche  abnehmenden 
Coefficienten  für  eine  unendliche  Anzahl  von  Argumentwerthen  con- 
vergiren. 

Umgekehrt  ist 

7t 

An  =  —  nn  —  /  (G{t)  —  J.„  — ]  Qo^ntdt 

0 

und  wird  also  mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein,  wenn 

c 

}i^  I  G (f)  cos  ^(t  —  a)  A  (t)  dt 

h 

für  ein  unendliches  ft  immer  unendlich  klein  wird. 

IT.  Wenn  die  Glieder  der  Reihe  Sl  für  den  Argumentwerth  x 
zuletzt  unendlich  klein  werden,  so  hängt  es  nur  von  dem  Gange  der 
Function  Git)  für  ein  unendlich  kleines  t  ab,  ob  die  IJeihe  convergirt 
oder  nicht,  und  zwar  wird  der  Unterschied  zwischen 

und  dem  Integrale 
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.    2«  +  1 
sin -^ —  t 


dd 


.     t 

sm  — ■ 

2 


df" 


Q(t)dt 


mit  wachsendem  «  zuletzt  unendlich  klein,  wenn  h  eine  zwischen  0 
und  TT  enthaltene  noch  so  kleine  Constante  und  giß)  eine  solche  Function 
bezeichnet,  dass  Q(t^  und  q' (t)  immer  stetig  und  für  t  =^  h  gleich  Null 
sind,  Q"(t)  nicht  unendhch  viele  Maxima  und  Minima  hat,  und  für 
f  =  0,  Q(t)  =  l,  p'(/)  =  0,  Q\t)==0,  Q"(t)  und  ^""(0  ^^er  endhch 
und  stetig  sind. 

12. 

Die  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  können  freilich  noch  etwas  beschränkt 
und  dadurch  unsere  Untersuchungen  ohne  besondere  Voraussetzungen 
über  die  Natur  der  Function  noch  etwas  weiter  geführt  werden.  So 
z.  B.  kann  in  dem  zuletzt  erhaltenen  Satze  die  Bedingung,  dass 
q"{0)  =  0  sei,  weggelassen  werden,  wenn  man  in  dem  Integrale 


.    2n  +  1  , 
sin t 


dd 


0 


.    t 

~df' 


Q{t)(lt 


G-(t)  durch  G{f)  —  r/(0)  ersetzt.    Es  wird  aber  dadurch  nichts  Wesent- 
liches gewonnen. 

Indem  wir  uns  daher  zur  Betrachtung  besonderer  Fälle  wenden, 
wollen  wir  zunächst  der  Untersuchung  für  eine  Function,  welche  nicht 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  diejenige  Vervollständigung 
zu  geben  suchen,  deren  sie  nach  den  Arbeiten  Dirichlet's  noch 
fähig  ist. 

Es  ist  oben  bemerkt,  dass  eine  solche  Function  allenthalben  in- 
tegrirt  werden  kann,  wo  sie  nicht  unendlich  wird,  und  es  ist  offenbai-, 
dass  dies  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Argumentwerthen  eintreten 
kann.  Auch  lässt  der  Beweis  Dirichlet's,  dass  in  dem  Integralaus- 
drucke für  das  nio.  Glied  der  Reihe  und  für  die  Summe  ihrer  n  ersten 
Glieder  der  Beitrag  aller  Strecken  mit  Ausnahme  derer,  wo  die  Function 
unendlich  wird,  und  der  dem  Argumentwerth  der  Reihe  unendlich  nahe 
liegenden  mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  wird,  und  dass 

16* 
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m) ^y~'«, 

*y  sin 

X  2 

wenn  0  <  ?>  <  tt  und  f{f)  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  nicht 
nnendlicli  wird,  für  ein  unendliches  n  gegen  nf(.r,  -(-  0)  convergirt,  in 
der  Tliat  nichts  zu  wünschen  übrig,  Avenn  man  die  unniJthige  Voraus- 
setzung, dass  die  Function  stetig  sei,  weglässt.  Es  bleibt  also  nur  noch 
zu  untersuchen,  in  welchen  Fällen  in  diesen  Integralausdrücken  der 
Beitrag  der  Stellen,  wo  die  Function  unendlich  wird,  mit  wachsendem 
n  zuletzt  unendlich  klein  wird.  Diese  Untersuchung  ist  noch  nicht 
erledigt;  sondern  es  ist  nur  gelegentlich  von  Dirichlet  gezeigt,  dass 
dies  stattfindet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  darzustellende  Function 
eine  Integration  zulässt,  was  nicht  nothwendig  ist. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  ,Si  für 
jeden  Werth  von  x  zuletzt  unendlich  klein  werden,  die  Function  F{x), 
deren  zweiter  Differentialquotient  /'(.r)  ist,  endlich  und  stetig  sein  muss, 

und  dass 

F{x  +  k)  —  2F{x)  +  F{x  —  u) 
a 

mit  a  stets  unendlich  klein  wird.  Wenn  nun  F'  (^r.  -\-  t)  —  F'  {x  —  i) 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  muss  es,  wenn  t 
Null  wird,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  L  convergiren  oder  unend- 
lich gross  werden,  und  es  ist  offenbar,  dass 


lJ\F'(,r  +  t)-F'(x-t))dt 


F{x  +  a)  -  2F(a;)  +  F{x  —  a) 


dann  ebenfalls  gegen  L  oder  gegen  oo  convergiren  muss  und  daher 
nur  unendlich  klein  werden  kann,  wenn  F'  {x  -\-  t)  —  F'  (x  —  t)  gegen 
Null  convergirt.  Es  muss  daher,  wenn  f(x)  für  x  =  a  unendlich  gross 
wird,  doch  immer  f{a  -{-  t)  -\-  f(a  —  f )  bis  an  ^  =  0  integrirt  werden 
können.     Dies  reicht  hin,  damit 


a  —  *  c 

(/  +  / 


dx  (f(^r)  cos  w  {x  —  a)\ 

a-\-f 

mit  abnehmendem  s  convergire  und  mit  wachsendem  n  unendlich  klein 
werde.  Weil  ferner  die  Function  F(.r)  endlich  und  stetig  ist,  so  muss 
F'  (.r)  bis  an  x  =  a  eine  Integration  zulassen  und  (,r  —  a)  F'  (x)  mit 
(x  —  a)  unendlich  klein  werden,  wenn  diese  Function  nicht  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima  hat;  woraus  folgt,  dass 
d{x  —  ä)F'{x) 


dx 


=  (x  -  a)  fix) -j- F' (x) 
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und  also  auch  (x  —  «)/(^)  bis  an  x  =  a  integrirt  werden  kann.  Es 
kann  daher  auch  ff(x)  shin{x  —  a)dx  bis  diu.  x  =  a  integrirt  werden, 
und  damit  die  Coefficienten  der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden, 
ist  offenbar  nur  noch  nöthig,  dass 


I 


fix)  sinn  (x  —  a)  clx,  wo  h  <i  a  <ic, 

b 

mit  wachsendem  n  zuletzt  unendlich  klein  werde.     Setzt  man 

f\x)  {x  —  ci)  =  q)(x), 

so  ist,  wenn  diese  Function  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat,  für  ein  unendliches  n 


I  fix)  sin  u  {x  —  a)dx=  1   ^        sin  n  {x  —  a)  dx  = 


(p(a  +  0)  4-  9(a  — 0) 


wie  Dirichlet  gezeigt  hat.     Es  muss  daher 

(p  (a  -j-  t)  -\-  cp{a-'t)  =  f(a  -\-  t)  t  —  f{a  —  t)  t 
mit  t  unendlich  klein  werden,  und  da 

/"(«  +  0  +  /'(«  -  0 

bis  an  ^  =  0  integrirt  werden  kann  und  folglich  auch 

/■(«  -\-t)t  +  f(a  -  t)  t 

mit  t  unendlich  klein  wird,  so  muss  sowohl  f(ci  -\-  t)t,  als  /"(«  —  t)t 
mit  abnehmendem  t  zuletzt  unendlich  klein  werden.  Von  Functionen, 
welche  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben,  abgesehen,  ist  es 
also  zur  Darstellbarkeit  der  Function  f{x?)  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  mit  ins  Unendliche  abnehmenden  Coefficienten  hinreichend  und 
nothwendig,  dass,  wenn  sie  für  x  =  a  unendlich  wird,  /'(«  -\-  t)t  und 
/'(«  —  t)t  mit  t  unendlich  klein  werden  und  /'(«  -\-  t)  -\-  f{a  —  t)  bis 
an  ^  =  0  integrirt  werden  kann. 

Durch  eine  trigonometrische  Reihe,  deren  Coefficienten  nicht  zuletzt 
unendlich  klein  werden,  kann  eine  Function  f(x),  welche  nicht  unend- 
lich viele  Maxima  und  Minima  hat,  da 


|u,ft  /  F{x)  cos  ^  {x  —  «)  A  (.X')  dx 


nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  für  ein  unendliches  ^  nicht 
unendlich  klein  wird,  auch  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Argument- 
werthen  dargestellt  werden,  wobei  es  umiöthig  ist  länger  zu  verweilen. 
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13. 

Was  die  Functionen  betrifft,  welche  unendlicli  viele  Maxima  und 
Minima  haben,  so  ist  es  wohl  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  dass  eine 
Function  /(x),  welche  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  einer 
Integration  durchgehends  fähig  sein  kann,  ohne  durch  die  Fourier'sche 
Reihe  darstellbar  zu  sein.  Dies  findet  z.  B.  Statt,  wenn  /'(^;)  zwischen 
0  und  2  TT  u'leich 


(.."cosl) 


dx 


,  und  0  <  1^  <  ^ 


ist.     Denn  es  wird  in  dem  Integral    /  f'{x)  cos  n  (x  —  a)  dx  mit  wach- 

0 

sendem  n  der  Beitrag  derjenigen  Stelle,  wo  x  nahe  ==  l/~~  ist,  all- 
gemein zu  reden  zuletzt  unendlich  gross,  so  dass  das  Verhältniss  dieses 
Integrals  zu 

1  —  21' 

^  sin  (21/11  —  na  -f-  -^  |  ]/jr  n 

gegen  1  convergirt,  wie  man  auf  dem  gleich  anzugebenden  Wege  finden 
wird.  Um  dabei  das  Beispiel  zu  verallgemeinern,  wodurch  das  Wesen 
der  Sache  mehr  hervortritt,  setze  man 


J 


f{x)dx  =  g^C^')  cos  1^'  (.f) 


und  nehme  an,  dass  (fix)  für  ein  unendlich  kleines  x  unendlich  klein 
und  i^'(./;)  unendlich  gross  werde,  übrigens  aber  diese  Functionen  nebst 
ihren  Diöerentialquotienten  stetig  seien  und  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  haben.     Es  wird  dann 

fix)  =  cp  (x)  cosipix)  —  cp{x)  ip'ix)  siiu^(ic) 
und 

1  fix)  cos  n  [x  —  a)  dx 

gleich  der  Summe  der  vier  Integrale 

\  I  (p'(x)  cos  (i-'(j^  +  n  (x  —  «)")  dx, 

—  i  /  9^i^)  t'i^)  sin  (t{x)  ■;J2n{x  —  ci)'\  dx. 
Man  betrachte  nun,  ■4'(x)  positiv  genommen,  das  Glied 

—  i  /  T  (.^^  f'  (^'-0  siii  (t  (x)  -j-  n{x  —  a)\  dx 


durch  eine  trigonometrische  Reihe.  247 

und  untersuche  in  diesem  Integrale  die  Stelle,  wo   die  Zeichenwechsel 
des  Sinus  sich  am  langsamsten  folgen.     Setzt  man 

i'(x)  -j-  n  (x  —  ^)  =  Uy 
so  geschieht  dies,  wo  y^.  =  0  ist,  und  also, 

0'(«)  +  n  =  0 
gesetzt,  für  x  =  a.     Man  untersuche  also  das  Verhalten   des  Integrals 

u  —  e 

für  den  Fall,   dass  s  für  ein  unendliches  n  unendlich   klein  wird,  und 
führe  hiezu  y  als  Variable  ein.     Setzt  man 

^(«)  +  u(a—a)  =  ß, 
so  wird  für  ein  hinreichend  kleines  s 

und  zwar  ist  i/^"(«)  positiv,  da  i)(x)  für  ein  unendlich  kleines  x  positiv 
unendlich  wird;  es  wird  ferner 

'^^  =  ^"(a)  {x  -  r.)  =  +  VU\a){:ij-ß)  , 

je  nachdem  x  —  «  ^  0,  und 


—  -j  1  qp  {x)  ^'  {x)  sin  y  dx 


et 
0 

Lässt  man   also   mit  wachsendem  n  die  Grösse  «   so  abnehmen,  dass 
i)"{a)e£  unendlich  gross  wird,  so  wird,  falls 

oo 

fsm{y-j-ß)^, 

0 

welches  bekanntlich  gleich   ist  sin  fß  +  ^ )  ]/^ ,    nicht  Null   ist,    von 
Grössen  niederer  Ordnung  abgesehen 
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-^  Ctp  (x)  rp'  (x)  sin  (t^  (x)  -\-nix-  a))  dx  =  -  sin  [ß  +  ^^  ^^^^|^4=^- 

(/ — t 
Es  wird  daher,  Avemi  diese  Grösse  nicht  unendlich  klein  wird,  das  Ver- 
hältniss  von 

2« 

/  /'(.c)  cos  n  {x  —  «)  dx 

0 

zu  dieser  Grösse,  da  dessen  übrige  Bestandtheile  unendlich  klein   wx'r- 

den,  bei  unendlichem  Zunehmen  von  n  gegen  1  convergiren. 

Nimmt  man  an,  dass  fpix)  und  tp' {x)  für  ein  unendlich  kleines  x 

mit  Potenzen  von  x  von  gleicher  Ordnung  sind  und  zwar  q){x)  mit  *'' 

und  rp'iß^  mit  x~^'~'^,   so   dass  v>0  und  ft  >  0   sein   muss,   so   wird 

für  ein  unendliches  n 

cp  (a)  ij,'  («) 

von  gleicher  Ordnung  mit  a  "  und  daher  nicht  unendlich  klein,  wenn 
/A>2i/.  Ueberhaupt  aber  wird,  wenn  xtp' (x)  oder,  was  damit  iden- 
tisch ist,  wenn  r--^  für  ein  unendlich  kleines  x  unendlich  gross   ist, 

'  log  X  °  ' 

sich  g){j.^  immer  so  annehmen  lassen,  dass  für  ein  unendlich  kleines  x 
(p  {x)  unendlich  klein, 

■ip'ix)  (fix)  cp{x)  • 


fp{x) 


]/2./;"(x-)  -l/      ,,   d        1 


V  dxib'(x)         V 


2  lim 


dx  ip' {x)  V        "         xip'{x) 

aber  unendlich  gross  wird,  und  folglich    /  /'(a)  dx   bis    an   x  =  0    er- 

X 

streckt  werden  kann,  während 


J 


2  TT 

f(x)  cos  n{x  —  a)  dx 


für  ein   unendliches   n  nicht   unendlich    klein    wird.     Wie    man    sieht, 
heben  sich  in  dem  Integrale   /  f{x)  dx  bei  unendlichem  Abnehmen  von 

X  die  Zuwachse  des  Integrals,  obwohl  ihr  Verhältniss  zu  den  Aen- 
derungen  von  x  sehr  rasch  Avächst,  wegen  des  raschen  Zeichenwechsels 
der  Function  f(x)  einander  auf;  durch  das  Hinzutreten  des  Factors 
cos  n  {x  —  a)  aber  wird  hier  bewirkt,  dass  diese  Zuwachse  sich  summiren. 
Ebenso  Avohl  aber,  wie  liienach  für  eine  Function  trotz  der  durch- 
gängigen Möglichkeit  der  Integration  die  Fourier'sche  Reihe  nicht 
convergiren  und  selbst  ihr  Glied  zuletzt  unendlich  gross  werden  kann. 
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—  ebenso  wohl  können  trotz  der  durchgängigen  Unmöglichkeit  der 
Integration  von  f{x)  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen  Werthen  un- 
endlich viele  Werthe  von  x  liegen,  für  welche  die  Reihe  ü  convergirt. 
Ein  Beispiel  liefert,  {nx)  in  der  Bedeutung,  wie  oben  (Art.  6.) 
genommen,  die  durch  die  Reihe 

'^  {nx) 

1,  00 

gegebene  Function,  welche  für  jeden  rationalen  Werth  von  x  vorhanden 
ist  und  sich  durch  die  trigonometrische  Reihe 


2 


nZ"  -  (-  \f     . 

— ^ smznxTt, 


1,    X 

WO  für  6  alle  Theiler  von  n  zu  setzen  sind,  darstellen  lässt,  welche 
aber  in   keinem  noch  so  kleinen  Grössenintervall   zwischen  endlichen 
Grenzen  enthalten  ist  und  folglich  nirgends    eine  Integration  zulässt. 
Ein  anderes  Beispiel  erhält  man,  wenn  man  in  den  Reihen 


H 


Cn  coB nnx,    ^  Cnsinnnx 


0,  cc  1,  00 

für  Cy,  6\,  Cg,  ...  positive  Grössen  setzt,  welche  immer  abnehmen  und 

s 

zuletzt  unendlich  klein   werden,  während  UCg   mit  n  unendlich  gross 

(  1,  n 

wird.  Denn  wenn  das  Verhältniss  von  x  zu  27t  rational  und  in  den 
kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  ))i  ist,  so 
werden  offenbar  diese  Reihen  convergiren  oder  ins  Unendliche  wachsen, 
je  nachdem 

^  cos  nnx,      ^^  sin  nnx 

0,m—l  0,tii  —  l 

gleich  Null  oder  nicht  gleich  Null  sind.  Beide  Fälle  aber  treten  nacli 
einem  bekannten  Theoreme  der  Kreistheilung*)  zwischen  je  zwei  noch 
so  engen  Grenzen  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  ein. 

In  einem  eben  so  grossen  Umfange  kann  die  Reihe  Sl  auch  con- 
vergiren, ohne  dass  der  Werth  der  Reihe 

dÄn 
C'  +  Ä,x-  yA:L^ 

welche  man  durch  Integration  jedes  Gliedes   aus   Sl  erhält,  durch   ein 
noch  so  kleines  Grössenintervall  integrirt  werden  könnte. 
Wenn  man  z.  B.  den  Ausdruck 


*)  Disquis.  ar.  pag.  636  art.  356.     (Gausiä'«  Werke  Bd.  I.  pag.  442.) 


250  XII.     Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  etc. 

1,   00 

wo  die  Logarithmen  so  zu  uelimen  sind,  dass  sie  für  g  =  0  ver- 
schwinden, nach  steigenden  Potenzen  von  q  entwickelt  und  darin 
q  ==  e^'  setzt,  so  bildet  der  imaginäre  Theil  eine  trigonometrische  Reihe, 
welche  zweimal  nach  x  differentiirt  in  jedem  Grössenintervall  unend- 
lich oft  convergirt,  während  ihr  erster  Differeutialquotient  unendlich 
oft  unendlich  wird. 

In  demselben  Umfange,  d.  h.  zwischen  je  zwei  noch  so  nahen 
Argumentwerthen  unendlich  oft,  kann  die  trigonometrische  Reihe  auch 
selbst  dann  convergiren,  wenn  ihre  Coefficienten  nicht  zuletzt  unend- 
lich klein  werden.  Ein  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Reihe  bildet 
die  unendliche  Reihe  U  sin  (ul  xn),  wo  n\,  wie  gebräuchlich, 

1,   00 

=  1.2.3...«, 
welche  nicht  bloss  für  jeden  rationalen  Werth  von  x  convergirt,  indem 
sie  sich  in  eine  endliche  verwandelt,  sondern  auch  für  eine  unendliche 
Anzahl  von  irrationalen,  von  denen    die    einfachsten   sind  sinl,  cos  1 

1 

2  ..  .  ^""7  . 

~  und  deren  Vielfache,  ungerade  Vielfache  von  e,       7      ,  u.  s.  w.("^) 
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Anmerkungen. 

(1)  (Zu  Seite  238).     Die   unter  IL  aufgestellten   Sätze  bedürfen  einer  Erlänierung: 
Da  die  Function  f{x)  um  27c  periodisch  angenommen  ist,  so  muss 

F{x  -\-  2n)  —  F{x)  =  cp{x) 
die  Eigenschaft  haben,  dass 

■cp{x  -j-  a  -\-  ß)  —  cp{x  -\-  ((  —  ß)  —  (p(x  —  a  -\~  ß)  -\-  (p{x  —  a—  ß) 

unter  der  im  Text  gemachten  Voraussetzung  sich  mit  «  und  ß  der  Grenze  0 
nähert.  Es  ist  daher  (p{x)  eine  lineare  Function  von  x,  und  folglich  lassen 
sich  die  Coustanten  C',  A^y  so  bestimmen,  dass 

^{x)=F{x)-C'x-A,^ 

eine  um  2Tt  periodische  Function  von  x  ist. 

Nun  ist  über  die  Function  F{x)   weiter  die  Voraussetzung  gemacht,  dass 
für  beliebige  Grenzen  b,  c 


1/ 


F{x)  coä{i(x  —  a)l{x)dx 


h 

mit  unendlich  wachsendem  ji,  sich  der  Grenze  0  nähere,  wenn  X{x)  den  im 
Text  angegebenen  Bedingungen  genügt,  woraus  folgt,  dass  unter  den  gleichen 
Voraussetzungen 


""j' 


0(x-)  cos  yi{x  —  rt)  X{x)dx 


b 

sich  der  Grenze  0  nähert. 

Es  sei  nun  h  <C  —  ^^ ,  c  ]>  ä,  und  man  nehme,  was  zulässig  ist,  \{x)   im 
Intervall  von  —  n  bis  -\-  n  =  \  au,  so  folgt,  dass  auch: 

• — '7t  C 

{ifi   I  ^(x)  coH  ij,(x  —  a)  l{x)dx  -\-  (ifi   I  ^(x)  cosfi(^:  —  a)  l{x)dx 

b  n 

-\-  ^t^  I    ^{x)  cosfi.(*'  —  u)dx 
—  n 
Null  zur  Grenze  hat.     Nun  kann  man,   wenn  fi  eine  ganze  Zahl  n  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  Periodicität  von  *(j;)  für  diese  Summe  setzen: 

nn  I  0{x)  cos  {i{x  —  a)  Xi{x)dx -\- nn   l   ^{x)cosn(x  —  a)dx 

b  +  27t  —n 

wenn    in  dem   Intervall    von   h  -\- 2ti  bis  n  X^{pS)  ^  \{x  —  2ti)   und   in  dem 
Intervall  von  n  bis  c  X^{x)  =  X{x)  ist,  so  dass  X^ioc)  zwischen  den  Grenzen 
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h  -{-  2  71  und  c  den  Voraussetzungen  über  die  Function  l{x)  genügt.  Demnach 
hat  das  erste  Glied  der  obigen  Summe  für  sich  den  Grenzwerth  0,  und  folg- 
lich ist  auch  der  Grenzwerth  von 

nn    I   $(.r)  cosn{x —  a)ä.v 


'S' 


gleich  Null. 

(2)  (Zu  Seite  239).     Hier  scheint  für  die  Function  X{x)  die  Bedingung  hinzugefügt 

werden  zu  müssen,  dass  sie  sich  nach  dem  Intervall  27t  periodisch  wiederholt, 

(die  mit  der  nachher  gemachten  Annahme  verträglich  ist).     In  der  That  würde 

z.  B.   das  in   Rede   stehende  Integral  nicht  sich  der   Grenze  0  nähern ,   wenn 

F{t)  —  C't  —  Aq  —  =  const.    und   l(t)  =  {x  —  ty   gesetzt   würde.     Dagegen 

lässt  sich  unter  der  Voraussetzung  der  Periodicität  von  X{x)  das  Verschwinden 
dieses  Integrals  durch  Ausfühi-ung  der  Differentiation 


dd 


.    2n-\-l  .  .. 

sin {x  —  t) 

sin  ^{x  —  t) 


df' 
durch  Anwendung  des   Satzes   3,  Art.  8.    und   eines   ähnlichen  Verfahrens  wie 
in  der  Anmerkung  (1)  leicht  darthun. 

(^3)  (Zu  Seite  250)  der  Werth  rr  =  l  (e )    gehört,    wie    Genocchi    in    einem 

diese  Beispiele  betreffenden  Aufsatz  bemerkt  (Intorno   ad  alcuue  serie,  Torino 
1875)  nicht  zu  den  Werthen  von  .r,  für  welche  die  Reihe    ^    sin{vf xti)   con- 

1.   CO 

vergirt.    Aber  auch  für  .r  =  ^  (e j   ist    die   Reihe  nicht,    wie   Genocchi 

angiebt,  convergent. 


XIII. 

Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde 

liegen, 

(Ans   dem   dreizehnten  Baude   der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  zu  Göttiugeu.*)) 

Plan  der  Untersuchung. 

Bekanntlich  setzt  die  Geometrie  sowohl  den  Begriff  des  Raumes, 
als  die  ersten  Grundbegriffe  für  die  Constrnctionen  im  Räume  als  etwas 
Gegebenes  voraus.  Sie  giebt  von  ihnen  nur  Nomiualdefinitionen,  wäh- 
rend die  wesentlichen  Bestimmungen  in  Form  von  Axiomen  auftreten. 
Das  Verhältniss  dieser  Voraussetzungen  bleibt  dabei  im  Dunkeln;  man 
sieht  weder  ein,  ob  und  in  wie  weit  ihre  Verbindung  nothwendig, 
noch  a  priori,  ob  sie  möglich  ist. 

Diese  Dunkelheit  wurde  auch  von  Euklid  bis  auf  Legendre,  um 
den  berühmtesten  neueren  Bearbeiter  der  Geometrie  zu  nennen,  weder 
von  den  Mathematikern,  noch  von  den  Philosophen,  welche  sich  da- 
mit beschäftigten,  gehoben.  Es  hatte  dies  seinen  Grund  wohl  darin, 
dass  der  allgemeine  Begriff  mehrfach  ausgedehnter  Grössen,  unter 
welchem  die  Raumgrössen  enthalten  sind,  ganz  unbearbeitet  blieb. 
Ich  habe  mir  daher  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  den  Begriff  einer 
mehrfach  ausgedehnten  Grösse  aus  allgemeinen  Grössenbegriffen  zu 
construiren.  Es  wird  daraus  hervorgehen,  dass  eine  mehrfach  aus- 
gedehnte Grösse  verschiedener  Massverhältnisse  fähig  ist  und  der  Raum 
also  nur  einen  besonderen  Fall  einer  dreifach  ausgedehnten  Grösse 
bildet.     Hiervon   aber  ist  eine  nothwendige  Folge,  dass  die  Sätze  der 

*)  Diese  Abhandlung  ist  am  10.  Juni  1854  von  dem-  Verfasser  bei  dem  zum 
Zweck  seiner  Habilitation  veranstalteten  Colloquium  mit  der  philosophischen 
Facultät  zu  Göttingen  vorgelesen  worden.  Hieraus  erklärt  sich  die  Form  der  Dar- 
stellung, in  welcher  die  analytischen  Untersuchungen  nur  angedeutet  werden 
konnten;  einige  Ausführungen  derselben  findet  man  in  der  Beantwortung  der 
Pariser  Preisaufgabe  nebst  den  Anmerkungen  zu  derselben. 
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Geometrie  sich  nicht  aus  allgemeinen  Grösseubegriffeu  ableiten  lassen^ 
sondern  dass  diejenigen  Eigenschaften^  durch  welche  sich  der  Raum 
von  anderen  denkbaren  dreifach  ausgedelniteu  Grössen  unterscheidet, 
nur  aus  der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Hieraus  entsteht 
die  Aufgabe,  die  einfachsten  Thatsachen  aufzusuchen,  aus  denen  sich 
die  Massverhältnisse  des  Raumes  bestimmen  lassen  —  eine  Aufgabe, 
die  der  Natur  der  Sache  nach  nicht  völlig  bestimmt  ist;  denn  es  lassen 
sich  mehrere  Systeme  einfacher  Thatsachen  angeben,  welche  zur  Be- 
stimmung der  Massverhältnisse  des  Raumes  hinreichen;  am  wichtigsten 
ist  für  den  gegenwärtigen  Zweck  das  von  Euklid  zu  Grunde  gelegte. 
Diese  Thatsachen  sind  wie  alle  Thatsachen  nicht  nothwendig,  sondern 
nur  von  empirischer  Gewissheit,  sie  sind  Hypothesen;  man  kann  also 
ihre  Wahrscheinlichkeit,  welche  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtung 
allerdings  sehr  gross  ist,  untersuchen  und  hienach  über  die  Zulässig- 
keit  ihrer  Ausdehnung  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung,  sowohl 
nach  der  Seite  des  Unmessbargrossen,  als  nach  der  Seite  des  Un- 
messbarkleinen  urtheilen. 

I.     Begriff  einer  iifach  ausgedehnten  Grösse. 

Indem  ich  nun  von  diesen  Aufgaben  zunächst  die  erste,  die  Ent- 
wicklung des  Begriffs  mehrfach  ausgedehnter  Grössen,  zu  lösen  ver- 
suche, glaube  ich  um  so  mehr  auf  eine  nachsichtige  Beurtheilung  An- 
si^ruch  machen  zu  dürfen,  da  ich  in  dergleichen  Arbeiten  philosophischer 
Natur,  wo  die  Schwierigkeiten  mehr  in  den  Begriffen,  als  in  der  Con- 
struction  liegen,  wenig  geübt  bin  und  ich  ausser  einigen  ganz  kurzen 
Andeutungen,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  in  der  zweiten 
Abhandlung  über  die  biquadratischeu  Reste,  in  den  Göttingenschen 
gelehrten  Anzeigen  und  in  seiner  Jubiläumsschrift  darüber  gegeben 
hat,  und  einigen  philosophischen  Untersuchungen  Herbart's,  durchaus 
keine  Vorarbeiten  benutzen  konnte. 

1. 

Grössenbegriffe  sind  nur  da  möglich,  wo  sich  ein  allgemeiner  Be- 
griff vorfindet,  der  verschiedene  Bestimmungsweisen  zulässt.  Je  nach- 
dem unter  diesen  Bestimmungsweisen  von  einer  zu  einer  andern  ein 
stetiger  Uebergang  stattfindet  oder  nicht,  bilden  sie  eine  stetige  oder 
discrete  Mannigfaltigkeit;  die  einzelnen  Bestimmungsweisen  heissen  im 
erstem  Falle  Punkte,  im  letztern  Elemente  dieser  Mannigfaltigkeit. 
Begriffe,  deren  Bestimmungsweisen  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bil- 
den, sind  so  häufig,  dass  sich  für  beliebig  gegebene  Dinge  wenigstens 
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in  den  gebildeteren  Sprachen  immer  ein  Begriff  auffinden  lässt,  unter 
welchem  sie  enthalten  sind  (und  die  Mathematiker  konnten  daher  in 
der  Lehre  von  den  discreten  Grössen  unbedenklich  von  der  Forderung 
ausgehen,  gegebene  Dinge  als  gleichartig  zu  betrachten),  dagegen  sind 
die  Veranlassungen  zur  Bildung  von  Begriffen,  deren  Bestimmungs- 
weisen eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden,  im  gemeinen  Leben  so 
selten,  dass  die  Orte  der  Sinnengegenstände  und  die  Farben  wohl  die 
einzigen  einfachen  Begriffe  sind,  deren  Bestimmungsweisen  eine  mehr- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden.  Häufigere  Veranlassung  zur 
Erzeugung  und  Ausbildung  dieser  Begriffe  findet  sich  erst  in  der 
h(')hern  Mathematik. 

Bestimmte,  durch  ein  Merkmal  oder  eine  Grenze  unterschiedene 
Theile  einer  Mannigfaltigkeit  heissen  Quanta.  Ihre  Vergleichung  der 
Quantität  nach  geschieht  bei  den  discreten  Grössen  durch  Zählung,  ])ei 
den  stetigen  durch  Messung.  Das  Messen  besteht  in  einem  Aufeinander- 
legen der  zu  vergleichenden  Grössen;  zum  Messen  wird  also  ein  Mittel 
erfordert,  die  eine  Grösse  als  Massstab  für  die  andere  fortzutragen. 
Fehlt  dieses,  so  kann  man  zwei  Grössen  nur  vergleichen,  wenn  die 
eine  ein  Theil  der  andern  ist,  und  auch  dann  nur  das  Mehr  oder  Min- 
der, nicht  das  Wieviel  entscheiden.  Die  Untersuchungen,  welche  sich 
in  diesem  Falle  über  sie  anstellen  lassen,  bilden  einen  allgemeinen  von 
Massbestimmungen  unabhängigen  Theil  der  Grössenlehre,  wo  die  Grössen 
nicht  als  unabhängig  von  der  Lage  existirend  und  nicht  als  durch  eine 
Einheit  ausdrückbar,  sondern  als  Gebiete  in  einer  Mannigfaltigkeit  be- 
trachtet werden.  Solche  Untersuchungen  sind  für  mehrere  Theile  der 
Mathematik,  namentlich  für  die  Behandlung  der  mehrwerthigen  ana- 
lytischen Functionen  ein  Bedürfniss  geworden,  und  der  Mangel  der- 
selben ist  wohl  eine  Hauptursache,  dass  der  berühmte  Abel'sche  Satz 
und  die  Leistungen  von  Lagrange,  Pfaff,  Jacobi  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Differentialgleichungen  so  lange  unfruchtbar  geblieben  sind. 
Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt  es,  aus  diesem  allgemeinen  Theile 
der  Lehre  von  den  ausgedehnten  Grössen,  wo  weiter  nichts  vorausgesetzt 
wird,  als  was  in  dem  Begriffe  derselben  schon  enthalten  ist,  zwei 
Punkte  hervorzuheben,  wovon  der  erste  die  Erzeugung  des  Begriffs 
einer  mehrfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  der  zweite  die  Zurück- 
führung  der  Ortsbestimmungen  in  einer  gegebenen  Mannigfaltigkeit 
auf  Quantitätsbestimmungen  betrifft  und  das  wesentliche  Kennzeichen 
einer  »«fachen  Ausdehnung  deutlich  machen  wird. 
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2. 

Gellt  man  bei  einem  Begriffe,  dessen  Bestimmungsweisen  eine 
stetige  Mannigfaltigkeit  bilden,  von  einer  Bestimmungs weise  auf  eine 
bestimmte  Art  zu  einer  andern  über,  so  bilden  die  durchlaufenen  Be- 
stimmungsweisen eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  deren 
wesentliches  Kennzeichen  ist,  dass  in  ihr  von  einem  Punkte  nur  nach 
zwei  Seiten,  vorwärts  oder  rückwärts,  ein  stetiger  Fortgang  möglich 
ist.  Denkt  man  sich  nun,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  wieder  in  eine 
andere,,  völlig  verschiedene,  übergeht,  und  zwar  wieder  auf  bestimmte 
Art,  d.  h.  so,  dass  jeder  Punkt  in  einen  bestimmten  Punkt  der  andern 
übergeht,  so  bilden  sämmtliche  so  erhaltene  Bestimmungsweisen  eine 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  In  ähnlicher  Weise  erhält  mau 
eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  wenn  man  sich  vorstellt, 
dass  eine  zweifach  ausgedehnte  in  eine  völlig  verschiedene  auf  be- 
stimmte Art  übergeht,  und  es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  diese  Con- 
struction  fortsetzen  kann.  Wenn  man,  anstatt  den  Begriff  als  be- 
stimmbar, seinen  Gegenstand  als  veränderlich  betrachtet,  so  kann  diese 
Construction  bezeichnet  werden  als  eine  Zusammensetzung  einer  Ver- 
änderlichkeit von  n  -\-  1  Dimensionen  aus  einer  Veränderlichkeit  von 
9?  Dimensionen  und  aus  einer  Veränderlichkeit  von  Einer  Dimension. 

3. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  umgekehrt  eine  Veränderlichkeit, 
deren  Gebiet  gegeben  ist,  in  eine  Veränderlichkeit  von  einer  Dimension 
und  eine  Veränderlichkeit  von  weniger  Dimensionen  zerlegen  kann. 
Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  ein  veränderliches  Stück  einer  Mannig- 
faltigkeit von  Einer  Dimension  —  von  einem  festen  Anfangspunkte  au 
gerechnet,  so  dass  die  Werthe  desselben  unter  einander  vergleichbar 
sind  —  welches  für  jeden  Punkt  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  einen 
bestimmten  mit  ihm  stetig  sich  ändernden  Werth  hat,  oder  mit  andern 
Worten,  man  nehme  innerhalb  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  eine 
stetige  Function  des  Orts  an,  und  zwar  eine  solche  Function,  welche 
nicht  längs  eines  Theils  dieser  Mannigfaltigkeit  constant  ist.  Jedes 
System  von  Punkten,  avo  die  Function  einen  constanten  Werth  hat, 
bildet  dann  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  weniger  Dimensionen, 
als  die  gegebene.  Diese  Mannigfaltigkeiten  gehen  bei  Aenderung  der 
Function  stetig  in  einander  über;  man  wird  daher  annehmen  können, 
dass  aus  einer  von  ihnen  die  übrigen  hervorgehen,  und  es  wird  dies, 
allgemein  zu  reden,  so  geschehen  können,  dass  jeder  Punkt  in  einen 
bestimmten    Punkt    der    andern    übergeht;    die    Ausnahmsfälle,    deren 

Riemann'.s  gesamindto  matbeiiiatische  "Worko.    I.  17 


258     XIII.    Uebev  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 

Untersucliung  wichtig  ist,  können  liier  unberücksichtigt  bleiben.  Hier- 
durch wird  die  Ortsbestimmung  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  zurück- 
geführt auf  eine  Grössenbestimmung  und  auf  eine  Ortsbestimmung  in 
einer  miuderfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Es  ist  nun  leicht  zu 
zeigen,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  n  —  1  Dimensionen  hat,  wenn  die 
gegebene  Mannigfaltigkeit  eine  wfach  ausgedehnte  ist.  Durch  wmalige 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  wird  daher  die  Ortsbestimmung  in 
einer  wfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  auf  n  Grössenbestimmungen, 
und  also  die  Ortsbestimmung  in  einer  gegebenen  Mannigfaltigkeit, 
wenn  dieses  möglich  ist,  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Quantitäts- 
bestimmungen zurückgeführt.  Es  giebt  indess  auch  Mannigfaltigkeiten, 
in  welchen  die  Ortsbestimmung  nicht  eine  endliche  Zahl,  sondern  ent- 
weder eine  unendliche  Reihe  oder  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von 
Grössenbestimmungen  erfordert.  Solche  Mannigfaltigkeiten  bilden  z.  B. 
die  möglichen  Bestimmungen  einer  Function  für  ein  gegebenes  Gebiet, 
die  möglichen  Gestalten  einer  räiimlichen  Figur  u.  s.  w. 


II.    Massverhältnisse,  deren  eine  Mannigfaltigkeit  von  5^ Dimensionen 

fähig    ist,    unter    der   Voraussetzung,    dass    die    Linien    unabhängig 

von  der  Lage  eine  Länge  besitzen,  also  jede  Linie  durch  jede 

messbar  ist. 

Es  folgt  nun,  nachdem  der  Begriff  einer  wfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit construirt  und  als  wesentliches  Kennzeichen  derselben  ge- 
funden worden  ist,  dass  sich  die  Ortsbestimmung  in  derselben  auf 
n  Grössenbestimmungen  zurückführen  lässt,  als  zweite  der  oben  ge- 
stellten Aufgaben  eine  Untersuchung  über  die  Mass  Verhältnisse,  deren 
eine  solche  Mannigfaltigkeit  fähig  ist,  und  über  die  Bedingungen,  welche 
zur  Bestimmung  dieser  Massverhältnisse  hinreichen.  Diese  Massver- 
hältuisse  lassen  sich  nur  in  abstracten  Grössenbegriffen  untersuchen 
und  im  Zusammenhange  nur  durch  Formeln  darstellen;  unter  gewissen 
Voraussetzungen  kaim  man  sie  indess  in  Verhältnisse  zerlegen,  welche 
einzeln  genommen  einer  geometrischen  Darstellung  fähig  sind,  und 
hiedurch  wird  es  möglich,  die  Resultate  der  Rechnung  geometrisch 
auszudrücken.  Es  wird  daher,  um  festen  Boden  zu  gewinnen,  zwar 
eine  abstracte  Untersuchung  in  Formeln  nicht  zu  vermeiden  sein,  die 
Resultate  derselben  aber  werden  sich  im  geometrischen  Gewände  dar- 
stellen lassen.  Zu  Beidem  sind  die  Grundlagen  enthalten  in  der  be- 
rühmten Abhandlung  des  Herrn  Geheimen  Hofraths  Gauss  über  die 
krummen  Flächen. 
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1. 

Massbestimmungen  erfordern  eine  Unabhängigkeit  der  Grössen 
vom  Ort,  die  in  melir  als  einer  Weise  stattfinden  kann;  die  zunächst 
sieh  darbietende  Annahme,  welche  ich  hier  verfolgen  will,  ist  wohl 
die,  dass  die  Länge  der  Linien  unabhängig  von  der  Lage  sei,  also 
jede  Linie  durch  jede  messbar  sei.  Wird  die  Ortsbestimmung  auf 
Grössenbestimmungen  zurückgeführt,  also  die  Lage  eines  Punktes  in 
der  gegebenen  «fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  n  veränder- 
liche Grössen  x^,  x.2,  oc.,,  und  so  fort  bis  :Cn  ausgedrückt,  so  wird  die 
Bestimmung  einer  Linie  darauf  hinauskommen,  dass  die  Grössen  x  als 
Functionen  Einer  Veränderlichen  gegeben  werden.  Die  Aufgabe  ist 
dann,  für  die  Länge  der  Linien  einen  mathematischen  Ausdruck  auf- 
zustellen, zu  welchem  Zwecke  die  Grössen  x  als  in  Einheiten  ausdrück- 
bar betrachtet  werden  müssen.  Ich  werde  diese  Aufgabe  nur  unter 
gewissen  Beschränkungen  behandeln  und  beschränke  mich  erstlich  auf 
solche  Linien,  in  welchen  die  Verhältnisse  zwischen  den  Grössen  dx 
—  den  zusammengehörigen  Aenderungen  der  Grössen  x  —  sich  stetig 
ändern;  man  kann  dann  die  Linien  in  Elemente  zerlegt  denken,  inner- 
halb deren  die  Verhältnisse  der  Grössen  dx  als  constant  betrachtet 
werden  dürfen,  und  die  Aufgabe  kommt  dann  darauf  zurück,  für  jeden 
Punkt  einen  allgemeinen  Ausdruck  des  von  ihm  ausgehenden  Linien- 
elements ds  aufzustellen,  welcher  also  die  Grössen  x  und  die  Grössen 
dx  enthalten  wird.  Ich  nehme  nun  zweitens  an,  dass  die  Länge  des 
Linienelements,  von  Grössen  zweiter  Ordnung  abgesehen,  ungeändert 
bleibt,  wenn  sämmtliche  Punkte  desselben  dieselbe  unendlich  kleine 
Ortsänderung  erleiden,  worin  zugleich  enthalten  ist,  dass,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  in  demselben  Verhältnisse  wachsen,  das  Linienelement 
sich  ebenfalls  in  diesem  Verhältnisse  ändert.  Unter  diesen  Annahmen 
wird  das  Linienelement  eine  beliebige  homogene  Function  ersten  Grades 
der  Grössen  dx  sein  können,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  sämmt- 
liche Grössen  dx  ihr  Zeichen  ändern,  und  worin  die  willkürlichen 
Constanten  stetige  Functionen  der  Grössen  x  sind.  Um  die  einfachsten 
Fälle  zu  finden,  suche  ich  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  n  —  Ifach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  welche  vom  Anfangspunkte  des  Linien- 
elements überall  gleich  weit  abstehen,  d.  h.  ich  suche  eine  stetige 
Function  des  Orts,  welche  sie  von  einander  unterscheidet.  Diese  wird 
vom  Anfangspunkt  aus  nach  allen  Seiten  entweder  ab-  oder  zunehmen 
müssen;  ich  will  annehmen,  dass  sie  nach  allen  Seiten  zunimmt  und 
also  in  dem  Punkte  ein  Minimum  hat.  Es  muss  dann,  wenn  ihre 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  endlich  sind,  das  Diö'erential 
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erster  Ordnung  verschwinden  und  das  zweiter  Ordnung  darf  nie  negativ 
werden;  ich  nehme  an,  dass  es  immer  positiv  bleibt.  Dieser  Differential- 
ausdruck zweiter  Ordnung  bleibt  alsdann  constant,  wenn  ds  constant 
bleibt,  und  wächst  im  quadratischen  Verhältnisse,  wenn  die  Grössen 
dx  und  also  auch  ds  sich  sämmtlich  in  demselben  Verhältnisse  ändern; 
er  ist  also  =  const.  ds'  und  folglich  ist  ds  =  der  (Quadratwurzel  aus 
einer  immer  positiven  ganzen  homogenen  Function  zweiten  Grades  der 
Grössen  dx^  in  welcher  die  Coefficienten  stetige  Functionen  der  Grössen 
./'  sind.  Für  den  Raum  wird,  wenn  man  die  Lage  der  Funkte  durch 
rechtwinklige  Coordinaten  ausdrückt,  ds  =  yi!(dx)-]  der  Raum  ist 
also  unter  diesem  einfachsten  Falle  enthalten.  Der  nächst  einfache 
Fall  Avürde  wohl  die  Mannigfaltigkeiten  umfassen,  in  welchen  sich  das 
Liuienelement  durch  die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differeutialausdrucke 
vierten  Grades  ausdrücken  lässt.  Die  Untersuchung  dieser  allgemeinem 
Gattung  würde  zwar  keine  wesentlich  andere  Principien  erfordern,  aber 
ziemlich  zeitraubend  sein  und  verhältnissmässig  auf  die  Lehre  vom 
Räume  wenig  neues  Licht  werfen,  zumal  da  sich  die  Resultate  nicht 
geometrisch  ausdrücken  lassen;  ich  beschränke  mich  daher  auf  die 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  Differentialausdruck  zweiten  Grades  ausgedrückt  wird.  Man  kann 
einen  solchen  Ausdruck  in  einen  andern  ähnlichen  transformiren,  in- 
dem man  für  die  n  unabhängigen  Veränderlichen  Functionen  von  n 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  setzt.  Auf  diesem  Wege  wird 
man   aber  nicht  jeden  Ausdruck  in  jeden  transformiren  können;  denn 

n  -\-  1 
der  Ausdruck  enthält  n  -— —  Coefficienten,  welche  willkürliche  Functionen 

der  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher wird  man  aber  nur  n  Relationen  genügen  und  also  nur  n 
der  Coefficienten   gegebenen  Grössen   gleich  macheu  können.     Es  sind 

dann  die  übrigen  n  — ^-^  durch  die  Natur  der  darzustellenden  Mannig- 
faltigkeit schon  völlig  bestimmt,  und  zur  Bestimmung  ihrer  Massver- 
hältnisse also  n  — - —  Functionen  des  Orts  erforderlich.  Die  Mannig- 
faltigkeiten, in  welchen  sich,  wie  in  der  Ebene  und  im  Räume,  das 
Linienelement  auf  die  Form  YHd.r^  bringen  lässt,  bilden  daher  nur 
einen  besondern  Fall  der  hier  zu  untersuchenden  Mannigfaltigkeiten; 
sie  verdienen  wohl  einen  besonderen  Namen,  und  ich  will  also  diese 
Mannigfaltigkeiten,  in  welchen  sich  das  Quadrat  des  Linienelements 
auf  die  Summe  der  Quadrate  von  vollständigen  Differentialien  bringen 
lässt,  eben  nennen.  LTm  nun  die  wesentlichen  Verschiedenheiten  sämmt- 
licher  in  der  vorausu'esetzen  Form  darstellbarer  Mainiiu'faltigkeiten  über- 
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selieu  zu  können,  ist  es  nothig,  die  von  der  Darstellimgbweise  her- 
rührenden zu  beseitigen,  was  durch  Wahl  der  veränderlichen  Grössen 
nach  einem  bestimmten  Princip  erreicht  wird. 

2. 

Zu  diesem  Ende  denke  man  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  aus 
das  System  der  von  ihm  ausgehenden  kürzesten  Linien  construirt;  die 
Lage  eines  unbestimmten  Punktes  wird  dann  bestimmt  werden  können 
durch  die  Anfangsrichtung  der  kürzesten  Linie,  in  welcher  er  liegt, 
und  durch  seine  Entfernung  in  derselben  vom  Anfangspunkte  und  kann 
daher  durch  die  Verhältnisse  der  Grössen  f/,//*,  d.  h.  der  Grössen  der  im 
Anfang  dieser  kürzesten  Linie  und  durch  die  Länge  s  dieser  Linie  aus- 
gedrückt werden.  Man  führe  nun  statt  dx^  solche  aus  ihnen  gebildete 
lineare  Ausdrücke  da  ein,  dass  der  Anfangswerth  des  Quadrats  des  Linien- 
elements gleich  der  Summe  der  Quadrate  dieser  Ausdrücke  wird,  so  däss 
die  unabhängigen  Variabein  sind:  die  Grösse  s  und  die  Verhältnisse  der 
Grössen  da]  und  setze  schliesslich  statt  da  solche  ihnen  proportionale 
Grössen  .r^ ,  rr., ,  .  .  . ,  x„,  dass  die  Quadratsumme  =  5-  wird.  Führt  man 
diese  Grössen  ein,  so  wird  für  unendlich  kleine  Werthe  von  x  das 
Quadrat  des  Linienelements  =  Edx-,  das  Glied  der  nächsten  Ordnung  in 
demselben  aber  gleich  einem  homogenen  Ausdruck  zweiten  Grades  der 

j^,  — - —  Grössen  {x^  dx.^  —  x.^  dx^),   (^\  dx._^  —  x.^  dx^),  .  .  .,    also    eine 

unendlich  kleine  Grösse  von  der  vierten  Dimension,  so  dass  man  eine 
endliche  Grösse  erhält,  wenn  man  sie  durch  das  Quadrat  des  unendlich 
kleinen  Dreiecks  dividirt,  in  dessen  Eckpunkten  die  Werthe  der  Ver- 
änderlichen sind  (0,  0,  0,  .  .  .),  (x^,  x.^,  x^,  .  .  .),  (cli\,  dx.^,  dxo,  .  .  .  .). 
Diese  Grösse  behält  denselben  Werth,  so  lange  die  Grössen  x  und  dx 
in  denselben  binären  Linearformen  enthalten  sind,  oder  so  lans-e  die 
beiden  kürzesten  Linien  von  den  Werthen  0  -bis  zu  den  Werthen  ./; 
und  von  den  AVerthen  0  bis  zu  den  Werthen  dx  in  demselben  Flächen- 
element bleiben,  und  hängt  also  nur  von  Ort  und  Richtung  desselben 
ab.  Sie  wird  offenbar  =  0,  wenn  die  dargestellte  Mannigfaltigkeit 
eben,  d.  h.  das  Quadrat  des  Linienelements  auf  Udx-  reducirbar  ist, 
und  kann  daher  als  das  Mass  der  in  diesem  Punkte  in  dieser  Flächen- 
richtung stattfindenden  Abweichung  der  Mannigfaltigkeit  von  der  Eben- 
heit angesehen  werden.  Multiplicirt  mit  —  f  wird  sie  der  Grösse 
gleich,  welche  Herr  Geheimer  Hofrath  Gauss  das  Krümmungsmass 
einer  Fläche  genannt  hat.  Zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  einer 
??fach  ausgedehnten  in  der  vorausgesetzten  Form  darstellbaren  Mannig- 
faltigkeit wurden  vorhin  n    -^      Functionen  des  Orts  nöthig  gefunden  5 
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wenn   also  das  Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  n  — 7^—  Plächen- 

riclitungen  gegeben  wird^  so  werden  daraus  die  Massverhältnisse  der 
Mannigfaltigkeit  sich  bestimmen  lassen,  wofern  nur  zwischen  diesen 
Werthen  keine  identischen  Relationen  stattfinden,  was  in  der  That, 
allgemein  zu  reden,  nicht  der  Fall  ist.  Die  Massverhältnisse  dieser 
Mannigfaltigkeiten,  wo  das  Linienelement  durch  die  Quadratwurzel  aus 
einem  DifiFerentialausdruck  zweiten  Grades  dargestellt  wird,  lassen  sich 
so  auf  eine  von  der  Wahl  der  veränderlichen  Grössen  völlig  unab- 
hängige Weise  ausdrücken.  Ein  ganz  ähnlicher  Weg  lässt  sich  zu 
diesem  Ziele  auch  bei  den  Mannigfaltigkeiten  einschlagen,  in  welchen 
das  Linienelement  durch  einen  weniger  einfachen  Ausdruck,  z.  B.  durch 
die  vierte  Wurzel  aus  einem  Differentialausdruck  vierten  Grades,  aus- 
gedrückt wird.  Es  würde  sich  dann  das  Linienelement,  allgemein  zu 
reden,  nicht  mehr  auf  die  Form  der  Quadratwurzel  aus  einer  Quadrat- 
summe von  Differentialausdrücken  bringen  lassen  und  also  in  dem 
Ausdrucke  für  das  Quadrat  des  Linienelements  die  Abweichung  von 
der  Ebenheit  eine  unendlich  kleine  Grösse  von  der  zweiten  Dimension 
sein,  während  sie  bei  jenen  Mannigfaltigkeiten  eine  unendlich  kleine 
Grösse  von  der  vierten  Dimension  war.  Diese  Eigenthümlichkeit  der 
letztern  Mannigfaltigkeiten  kann  daher  wohl  Ebenheit  in  den  kleinsten 
Theilen  genannt  werden.  Die  für  den  jetzigen  Zweck  wichtigste  Eigen- 
thümlichkeit dieser  Mannigfaltigkeiten,  derentwegen  sie  hier  allein 
untersucht  worden  sind,  ist  aber  die,  dass  sich  die  Verhältnisse  der 
zweifach  ausgedehnten  geometrisch  durch  Flächen  darstellen  und  die 
der  mehrfach  ausgedehnten  auf  die  der  in  ihnen  enthaltenen  Flächen 
zurückführen  lassen,   was  jetzt  noch  einer  kurzen  Erörterung  bedarf. 


In  die  Auffassung  der  Flächen  mischt  sich  neben  den  inneren 
Massverhältnissen,  bei  welchen  nur  die  Länge  der  Wege  in  ihnen  in 
Betracht  kommt,  immer  auch  ihre  Lage  zu  ausser  ihnen  gelegenen 
Punkten.  Man  kann  aber  von  den  äussern  Verhältnissen  abstrahiren, 
indem  man  solche  Veränderungen  mit  ihnen  vornimmt,  bei  denen  die 
Länge  der  Linien  in  ihnen  ungeändert  bleibt,  d.  h.  sie  sich  beliebig 
—  ohne  Dehnung  —  gebogen  denkt,  und  alle  so  auseinander  ent- 
stehenden Flächen  als  gleichartig  betrachtet.  Es  gelten  also  z.  B.  be- 
liebige cylindrische  oder  conische  Flächen  einer  Ebene  gleich,  weil  sie 
sich  durch  blosse  Biegung  aus  ihr  bilden  lassen,  wobei  die  innern 
Massverhältnisse  bleiben,  und  sämmtliche  Sätze  über  dieselben  —  also 
die  ganze  Planimetrie  —  ihre  Gültigkeit  behalten;   dagegen  gelten  sie 
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als    wesentlich   verschieden   von   der   Kugel,    welche    sich    nicht   ohne 
Dehnung  in  eine  Ebene  verwandeln  lässt.     Nach   der  vorigen  Unter- 
suchung  werden   in  jedem   Punkte   die   innern  Massverhältnisse   einer 
zweifach  ausgedehnten  Grösse,  wenn  sich  das  Linienelement  durch  die 
Quadratwurzel  aus  einem  Differentialausdruck  zweiten  Grades  ausdrücken 
lässt,   wie   dies  bei  den  Flächen  der  Fall  ist,   charakterisirt  durch  das 
Krümmungsmass.     Dieser  Grösse  lässt  sich  nun  bei   den  Flächen  die 
anschauliche  Bedeutung  geben,   dass   sie   das  Product  aus   den  beiden 
Krümmungen   der  Fläche   in   diesem  Punkte  ist,   oder   auch,  dass  das 
Product  derselben  in   ein  unendlich  kleines   aus  kürzesten  Linien    ge- 
bildetes  Dreieck    gleich    ist   dem   halben  Ueberschusse   seiner  Winkel- 
summe  über   zwei  Rechte  in  Theilen  des  Halbmessers.     Die  erste  De- 
finition   würde    den   Satz    voraussetzen,    dass    das   Product    der   beiden 
Krümmungshalbmesser  bei  der  blossen  Biegung  einer  Fläche  ungeändert 
bleibt,  die  zweite,  dass  an  demselben  Orte  der  Ueberschuss  der  Winkel- 
summe eines  unendlich  kleinen  Dreiecks  über  zwei  Rechte  seinem  In- 
halte  proportional   ist.     Um   dem   Krümmungsmass    einer   lifach    aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit   in  einem  gegebenen  Punkte  und  einer  ge- 
gebenen durch  ihn  gelegten  Flächenrichtung  eine  greifbare  Bedeutung 
zu   geben,    muss   man    davon   ausgehen,   dass    eine  von   einem  Punkte 
ausgehende   kürzeste   Linie   völlig  bestimmt   ist,   wenn   ihre   Anfangs- 
richtung gegeben  ist.     Hienach   wird   man   eine   bestimmte  Fläche  er- 
halten, wenn  man  sämmtliche  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden 
und    in    dem    gegebenen  Flächenelement  liegenden  Anfaugsrichtungen 
zu  kürzesten  Linien  verlängert,  und  diese  Fläche  hat  in  dem  gegebenen 
Punkte  ein  bestimmtes  Krümmungsmass,  welches   zugleich  das  Krüm- 
mungsmass der  )^fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in  dem  gegebenen 
Punkte  und  der  gegebenen  Flächenrichtung  ist. 


Es  sind  nun  noch,  ehe  die  Anwendung  auf  den  Raum  gemacht 
wird,  einige  Betrachtungen  über  die  ebenen  Mannigfaltigkeiten  im  All- 
gemeinen nöthig,  d.  h.  über  diejenigen,  in  welchen  das  Quadrat  des 
Linienelements  durch  eine  Quadratsumme  vollständiger  Differentialien 
darstellbar  ist. 

In  einer  ebenen  wfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  ist  das 
Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  jeder  Richtung  Null;  es  reicht 
aber  nach  der  frühern  Untersuchung,  um  die  Massverhältnisse  zu  be- 
stimmen, hin  zu  wissen,  dass  es  in  jedem  Punkte  in  n  -~—  Flächen- 
richtungen,   deren    Krümmungsmasse    von    einander    unabhängig    sind, 
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Null  sei.  Die  Mamiigfaltigkeiteiij  deren  Krümmungsmass  überall  =  0 
ist,  lassen  sicli  betrachten  als  ein  besonderer  Fall  derjenigen  Mannig- 
faltigkeiten, deren  Krümmungsmass  allenthalben  constant  ist.  Der 
gemeinsame  Charakter  dieser  Mannigfaltigkeiten,  deren  Krümmungs- 
mass constant  ist,  kann  auch  so  ausgedrückt  Averden,  dass  sich  die 
Figuren  in  ihnen  ohne  Dehnung  bewegen  lassen.  Denn  offenbar  wür- 
den die  Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sein 
können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte  in  allen  Richtungen  das  Krüm- 
mungsmass dasselbe  wäre.  Andererseits  aber  sind  durch  das  Krüm- 
mungsmass die  Massverhältnisse  der  Mannigfaltigkeit  vollständig  be- 
stimmt; es  sind  daher  um  einen  Punkt  nach  allen  Richtungen  die 
Massverhältnisse  genau  dieselben,  wie  um  einen  andern,  und  also  von 
ihm  aus  dieselben  Constructionen  ausführbar,  und  folglich  kann  in  den 
Mannigfaltigkeiten  mit  constantem  Krümmungsmass  den  Figuren  jede 
beliebige  Lage  gegeben  werden.  Die  Massverhältnisse  dieser  Mannig- 
faltigkeiten hängen  nur  von  dem  Werthe  des  Krümmungsmasses  ab, 
und  in  Bezug  auf  die  analytische  Darstellung  mag  bemerkt  werden, 
dass,  wemi  man  diesen  Wei'th  durch  «  bezeichnet,  dem  Ausdruck  für 
das  Linienelement  die  Form 

1 


l  +  jSx^ 


yzdx' 


gegeben  werden  kann. 


5. 


Zur  geometrischen  Erläuterung  kann  die  Betrachtung  der  Flächen 
mit  constantem  Krümmungsmass  dienen.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
sich  die  Flächen,  deren  Krümmungsmass  positiv  ist,  immer  auf  eine 
Kugel,  deren  Radius  gleich  1  dividirt  durch  die  Wurzel  aus  dem 
Krümmungsmass  ist,  wickeln  lassen  werden;  um  aber  die  ganze  Mannig- 
faltigkeit dieser  Flächen  zu  übersehen,  gebe  man  einer  derselben  die 
Gestalt  einer  Kugel  und  den  übrigen  die  Gestalt  von  Umdrehungs- 
ßächen,  welche  sie  im  Aequator  berühren.  Die  Flächen  mit  grösserem 
Krümmungsmass,  als  diese  Kugel,  werden  dann  die  Kugel  von  innen 
berühren  und  eine  Gestalt  annehmen,  wie  der  äussere  der  Axe  ab- 
gewandte Theil  der  Oberfläche  eines  Ringes;  sie  würden  sich  auf  Zonen 
von  Kugeln  mit  kleinerem  Halbmesser  wickeln  lassen,  aber  mehr  als 
einmal  herumreichen.  Die  Flächen  mit  kleinerem  positiven  Krümmungs- 
mass wird  man  erhalten,  wenn  man  aus  Kugelflächen  mit  grösserem 
Radius  ein  von  zwei  grössten  Halbkreisen  begrenztes  Stück  ausschneidet 
und  die  Schnittlinien  zusammenfügt.     Die  Fläche  mit  dem  Krümmungs- 
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mass  Null  wird  eine  auf  dem  Aequator  stehende  Cylinderfläche  sein; 
die  Flächen  mit  negativem  Krümmungsmass  aber  werden  diesen  Cylin- 
der  von  aussen  berühren  und  wie  der  innere  der  Axe  zugewandte  Theil 
der  Oberfläche  eines  Ringes  geformt  sein.  Denkt  man  sich  diese 
Flächen  als  Ort  für  in  ihnen  bewegliche  Flächenstücke,  wie  den  Raum 
als  Ort  für  Körper,  so  sind  in  allen  diesen  Flächen  die  Flächenstücke 
ohne  Dehnung  beweglich.  Die  Flächen  mit  positivem  Krümmungsmass 
lassen  sich  stets  so  formen,  dass  die  Flächeustücke  auch  ohne  Biegunsf 
beliebig  bewegt  werden  können,  nämlich  zu  Kugelflächen,  die  mit  ne- 
gativem aber  nicht.  Ausser  dieser  Unabhängigkeit  der  Flächenstücke 
vom  Ort  findet  bei  der  Fläche  mit  dem  Krümmungsmass  Null  auch 
eine  Unabhängigkeit  der  Richtung  vom  Ort  statt,  welche  bei  den 
übrigen  Flächen  nicht  stattfindet. 

III.    Anwendung  auf  den  Raum. 

1. 

Nach  diesen  Untersuchujigen  über  die  Bestimmung  der  Massver- 
hältnisse einer  wfach  ausgedehnten  Grösse  lassen  sich  nun  die  Bedin- 
gungen angeben,  welche  zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  des 
Raumes  hinreichend  und  nothwendig  sind,  wenn  Unabhängigkeit  der 
Linien  von  der  Lage  und  Darstellbarkeit  des  Linienelements  durch  die 
Quadratwurzel  aus  einem  Differentialausdrucke  zweiten  Grades,  also 
Ebenheit  in  den  kleinsten  Theilen  vorausgesetzt  wird. 

Sie  lassen  sich  erstens  so  ausdrücken,  dass  das  Krümmungsmass 
in  jedem  Punkte  in  drei  Flächenrichtungen  =  0  ist,  und  es  sind  da- 
her die  Massverhältnisse  des  Raumes  bestimmt,  wenn  die  Winkel- 
summe im  Dreieck  allenthalben  gleich  zwei  Rechten  ist. 

Setzt  man  aber  zweitens,  wie  Euklid,  nicht  bloss  eine  von  der 
Lage  unabhängige  Existenz  der  Linien,  sondern  auch  der  KörjDer 
voraus,  so  folgt,  dass  das  Krümmungsmass  allenthalben  constant  ist, 
uud  es  ist  dann  in  allen  Dreiecken  die  Winkelsumme  bestimmt,  wenn 
sie  in  Einem  bestimmt  ist. 

Endlich  könnte  man  drittens,  anstatt  die  Länge  der  Linien  als 
unabhängig  von  Ort  und  Richtung  anzunehmen,  auch  eine  Unab- 
hängigkeit ihrer  Länge  und  Richtung  vom  Ort  voraussetzen.  Nach 
dieser  Auffassung  sind  die  Ortsänderungen  oder  Ortsverschiedenheiten 
complexe  in  drei  unabhängige  Einheiten  ausdrückbare  Grössen. 

2. 
Ln  Laufe  der  bisherigen  Betrachtungen  wurden  zunächst  die  Aus- 
dehuungs-   oder  Gebietsverhältnisse  von  den  Massverhältnissen   geson- 
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dert,  und  gefunden,  dass  bei  denselben  Ausdehnungsverhültnisseu  ver- 
schiedene Massverliältnisse  denkbar  sind;  es  wurden  dann  die  Systeme 
einfacher  Massbestimmungen  aufgesucht,  durch  welche  die  Massver- 
liältnisse des  Raumes  völlig  bestimmt  sind  und  von  welchen  alle  Sätze 
über  dieselben  eine  nothwendige  Folge  sind;  es  bleibt  nun  die  Frage 
zu  erörtern,  wie,  in  welchem  Grade  und  in  welchem  Umfange  diese 
Voraussetzungen  durch  die  Erfahrung  verbürgt  werden.  In  dieser  Be- 
ziehung findet  zwischen  den  blossen  Ausdehnungsverhältnissen  und  den 
Massverhältnissen  eine  wesentliche  Verschiedenheit  statt,  insofern  bei 
erstem,  wo  die  möglichen  Fälle  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
die  Aussagen  der  Erfahrung  zwar  nie  völlig  gewiss,  aber  nicht  un- 
genau sind,  während  bei  letztern,  wo  die  möglichen  Fälle  eine  stetige 
Mannigfaltigkeit  bilden,  jede  Bestimmung  aus  der  Erfahrung  immer 
ungenau  bleibt  —  es  mag  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  nahe  richtig 
ist,  noch  so  gross  sein.  Dieser  Umstand  wird  wichtig  bei  der  Aus- 
dehnung dieser  empirischen  Bestimmungen  über  die  Grenzen  der  Beob- 
achtung in's  Unmessbargrosse  und  Unmessbarkleine;  denn  die  letztern 
können  offenbar  jenseits  der  Grenzen  der  Beobachtung  immer  unge- 
nauer werden,  die  ersteren  aber  nicht. 

Bei  der  Ausdehnung  der  Raumconstructionen  in's  Unmessbargrosse 
ist  Unbegrenztheit  und  Unendlichkeit  zu  scheiden;  jene  gehört  zu  den 
Ausdehnungsverhältnissen,  diese  zu  den  Massverhältnissen.  Dass  der 
Kaum  eine  unbegrenzte  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  sei,  ist 
eine  Voraussetzung,  welche  bei  jeder  Auffassung  der  Aussenwelt  an- 
o-ewandt  wird,  nach  welcher  in  jedem  Augenblicke  das  Gebiet  der 
wirklichen  Wahrnehmungen  ergänzt  und  die  möglichen  Orte  eines  ge- 
suchten Gegenstandes  construirt  Averden  und  welche  sich  bei  diesen 
Anwendungen  fortwährend  bestätigt.  Die  Unbegrenztheit  des  Raumes 
besitzt  daher  eine  grössere  empirische  Gewissheit,  als  irgend  eine 
äussere  Erfahrung.  Hieraus  folgt  aber  die  Unendlichkeit  keineswegs; 
vielmehr  würde  der  Raum,  wenn  man  Unabhängigkeit  der  Körper  vom 
Ort  voraussetzt,  ihm  also  ein  constantes  Krümmungsmass  zuschreibt, 
nothwendig  endlich  sein,  so  bald  dieses  Krümmungsmass  einen  noch 
so  kleinen  positiven  Werth  hätte.  Man  würde,  wenn  man  die  in  einem 
Flächenelement  liegenden  Anfangsrichtungen  zu  kürzesten  Linien  ver- 
längert, eine  unbegrenzte  Fläche  mit  constantem  positiven  Krümmungs- 
mass, also  eine  Fläche  erhalten,  welche  in  einer  ebenen  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  die  Gestalt  einer  Kugelfläche  annehmen 
würde  und  welclie  folglich  endlich  ist. 
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Die  Fragen  über  das  Unmessbargrosse  sind  für  die  Naturerklärung 
müssige  Fragen.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  den  Fragen  über 
das  Unmessbarkleine.  Auf  der  Genauigkeit,  mit  welcher  wir  die  Er- 
scheinungen in's  Unendlichkleine  verfolgen,  beruht  wesentlich  die  Er- 
kenntniss  ihres  Causalzusammenhangs.  Die  Fortschritte  der  letzten 
Jahrhunderte  in  der  Erkenntniss  der  mechanischen  Natur  sind  fast 
allein  bedingt  durch  die  Genauigkeit  der  Construction,  welche  durch 
die  Erfindung  der  Analysis  des  Unendlichen  und  die  von  Archimed, 
Galliläi  und  Newton  aufgefundenen  einfachen  Grundbegriffe,  deren 
sich  die  heutige  Physik  bedient,  möglich  geworden  ist.  In  den  Natur- 
wissenschaften aber,  wo  die  einfachen  Grundbegriffe  zu  solchen  Con- 
structionen  bis  jetzt  fehlen,  verfolgt  man,  um  den  Causalzusammen- 
hang  zu  erkennen,  die  Erscheinungen  in's  räumlich  Kleine,  so  weit  es 
das  Mikroskop  nur  gestattet.  Die  Fragen  über  die  Massverhältnisse 
des  Raumes  im  Unmessbarkleinen  gehören  also  nicht  zu  den  müssigen. 

Setzt  mau  voraus,  dass  die  Körper  unabhängig  vom  Ort  existiren, 
so  ist  das  Krümmungsmass  überall  constant,  und  es  folgt  dann  aus 
den  astronomischen  Messungen,  dass  es  nicht  von  Null  verschieden 
sein  kann;  jedenfalls  müsste  sein  reciprocer  Werth  eine  Fläche  sein, 
gegen  welche  das  unsern  Teleskopen  zugängliche  Gebiet  verschwinden 
müsste.  Wenn  aber  eine  solche  Unabhängigkeit  der  Körper  vom  Ort 
nicht  stattfindet,  so  kann  man  aus  den  Massverhältnissen  im  Grossen 
nicht  auf  die  im  Unendlichkleinen  schliessen;  es  kann  dann  in  jedem 
Punkte  das  Krümmungsmass  in  drei  Richtungen  einen  beliebigen  Werth 
haben,  wenn  nur  die  ganze  Krümmung  jedes  messbaren  Raumtheils 
nicht  merklich  von  Null  verschieden  ist;  noch  complicirtere  Verhält- 
nisse können  eintreten,  wenn  die  vorausgesetzte  Darstellbarkeit  eines 
Linienelements  durch  die  Quadratwurzel  aus  einem  Differentialausdruck 
zweiten  Grades  nicht  stattfindet.  Nun  scheinen  aber  die  empirischen 
Begriffe,  in  welchen  die  räumlichen  Massbestimmungen  gegründet  sind, 
der  Begriff'  des  festen  Körpers  und  des  Lichtstrahls,  im  Unendlich- 
kleinen ihre  Gültigkeit  zu  verlieren;  es  ist  also  sehr  wohl  denkbar, 
dass  die  Massverhältnisse  des  Raumes  im  Unendlichkleinen  den  Vor- 
aussetzungen der  Geometrie  nicht  gemäss  sind,  und  dies  würde  man 
in  der  That  annehmen  müssen,  sobald  sich  dadurch  die  Erscheinungen 
auf  einfachere  Weise  erklären  liessen. 

Die  Frage  über  die  Gültigkeit  der  Voraussetzungen  der  Geometrie 
im  Unendlichkleinen  hängt  zusammen  mit  der  Frage  nach  dem  innern 
Grunde  der  Massverhältnisse  des   Raumes,     Bei  dieser  Frage,  welche 
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wohl  uocli  zur  Lehre  vom  Räume  gerechnet  Averden  darf,  kommt  die 
obige  Bemerkung  zur  Anwendung,  dass  bei  einer  discreten  Mannig- 
faltigkeit das  Princip  der  Massverhältnisse  schon  in  dem  Begriffe 
dieser  Mannigfaltigkeit  enthalten  ist,  bei  einer  stetigen  aber  anders 
woher  hinzukommen  mnss.  Es  muss  also  entweder  das  dem  Räume 
zu  Grunde  liegende  Wirkliche  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden, 
oder  der  Grund  der  Massverhältnisse  ausserhalb,  in  darauf  Avirkenden 
bindenden  Kräften,  gesucht  werden. 

Die  Entscheidung  dieser  Fragen  kann  nur  gefunden  werden,  indem 
man  von  der  bisherigen  durch  die  Erfahrung  bewährten  Auffassung 
der  Erscheinungen,  wozu  Newton  den  Grund  gelegt,  ausgeht  und 
diese  durch  Thatsachen,  die  sich  aus  ihr  nicht  erklären  lassen,  ge- 
trieben allmählich  umarbeitet;  solche  Untersuchungen,  welche,  wie  die 
hier  geführte,  von  allgemeinen  Begriffen  ausgehen,  können  nur  dazu 
dienen,  dass  diese  Arbeit  nicht  durch  die  Beschränktheit  der  Begriffe 
gehindert  und  der  Fortschritt  im  Erkennen  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  nicht  durch  überlieferte  Vorurtheile  gehemmt  wird. 

Es  führt  dies  hinüber  in  das  Gebiet  einer  andern  Wissenschaft, 
in  das  Gebiet  der  Physik,  welches  wohl  die  Natur  der  heutigen  Ver- 
anlassung nicht  zu  betreten  erlaubt. 
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XIV. 

Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik. 

(Aus  PoggendorfTs  Annaleü  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  CXXXI.) 

Der  Königlichen  Societät  erlaube  ick  mir  eine  Bemerkung  mit- 
zutlieileu,  welche  die  Theorie  der  Elektricität  und  des  Magnetismus 
mit  der  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme  in  einen  nahen  Zu- 
sammenhang bringt.  Ich  habe  gefunden,  dass  die  elektrodynamischen 
Wirkungen  galvanischer  Ströme  sich  erklären  lassen,  wenn  man  an- 
nimmt, dass  die  Wirkung  einer  elektrischen  Masse  auf  die  übrigen 
nicht  momentan  geschieht,  sondern  sich  mit  einer  constanten  (der  Licht- 
geschwindigkeit innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfehler  gleichen) 
Geschwindigkeit  zu  ihnen  fortpflanzt.  Die  Differentialgleichung  für  die 
Fortpflanzung  der  elektrischen  Kraft  wird  bei  dieser  Annahme  dieselbe, 
wie  die  für  die  Fortpflanzung  des  Lichts  und  der  strahlenden  Wärme. 

Es  seien  S  und  S'  zwei  von  constanten  galvanischen  Strömen 
durchflossene  und  gegen  einander  nicht  bewegte  Leiter,  s  sei  ein 
elektrisches  Massentheilchen  im  Leiter  S,  welches  sich  zur  Zeit  t  im 
Punkte  (x,  y,  z)  befinde,  s  ein  elektrisches  Massentheilchen  von  S' 
und  befinde  sich  zur  Zeit  t  im  Punkte  {x,  y,  z).  lieber  die  Bewegung 
der  elektrischen  Massentheilchen,  welche  in  jedem  Leitertheilchen  für 
die  positiv  und  negativ  elektrischen  entgegengesetzt  ist,  mache  ich  die 
Voraussetzung,  dass  sie  in  jedem  Augenblicke  so  vertheilt  sind,  dass 
die  Summen 

^Bf{x,  y,  z),  Zefi,)',  y,  z) 

über  sämmtliche  Massentheilchen  der  Leiter  ausgedehnt  gegen  dieselben 
Summen,  wenn  sie  nur  über  die  positiv  elektrischen  oder  nur  über 
die  negativ  elektrischen  Massentheilchen  ausgedehnt  werden,  vernach- 
lässigt werden  dürfen,  sobald  die  Function  /'  und  ihre  Differeutial- 
quotienten  stetig  sind. 

Diese  Voraussetzung  kann  auf  sehr  mannigfaltige  Weise  erfüllt 
werden.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  die  Leiter  in  den  kleinsten  Theilen 
krystallinisch    sind,    so    dass    sich    dieselbe    relative    Vertheilung    der 


XIV.     Ein  Beitrag  zur  Elektrodynamik.  271 

Elektricitäten  in  bestimmten  gegen  die  Dimensionen  der  Leiter  unend- 
lich kleinen  Abständen  periodisch  wiederholt,  so  sind^  wenn  ß  die 
Länge -einer  solchen  Periode  bezeichnet,  jene  Summen  unendlich  klein, 
wie  cß'%  wenn  /'  und  ihre  Derivirten  bis  zur  (n  —  l)ten  Ordnung  stetig 

c 

sind,  und  unendlich  klein  wie  e     '\  wenn  sie  sämmtlich  stetig  sind. 

Erfahrungsmässiges  Gesetz  der  elektrodynamisclaen  Wirkungen. 

Sind  die  specifischen  Stromintensitüten  nach  mechanischem  Mass 
zur  Zeit  t  im  Punkte  (x,  y,  d)  parallel  den  drei  Axen  u,  v,  tv,  und 
im  Punkte  (x,  y',  z)  u',  v\  iv,  und  bezeichnet  r  die  Entfernung  beider 
Punkte,  c  die  von  Kohlrausch  und  Weber  bestimmte  Constante,  so 
ist  der  Erfahrung  nach  das  Potential  der  von  S  auf  S'  ausgeübten 
Kräfte 

dieses  Integral  über  sämmtliche  Elemente  dS  und  dS'  der  Leiter  S 
und  S'  ausgedehnt.  Führt  man  statt  der  specifischen  Stromintensitäten 
die  Producte  aus  den  Geschwindigkeiten  in  die  specifischen  Dichtig- 
keiten und  dann  für  die  Producte  aus  diesen  in  die  Volumelemente  die 
in  ihnen  enthaltenen  Massen  ein,  so  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

cc  r     dt  dt 

wenn  die  Aenderung  von  r^  während  der  Zeit  dt,  welche  von  der  Be- 
wegung von  e  herrührt,  durch  d,  und  die  von  der  Bewegung  von  & 
herrührende  durch  d'  bezeichnet  wird. 

Dieser  Ausdruck  kann  durch  Hinwegnahme  von 

cc  r     dt 


dt 
welches  durch  die  Summirung  nach  e  verschwindet,  in 

ce     dt       dt 
und  dieses  wieder  durch  Addition  von 

,    .(i) 

dZZ-^rr^^ 
cc  dt 


dt 
welches  durch  die  Sumnuition  nach  t    Null  wird,  in 
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cc    dt  dt 
verwandelt  werden. 


Ableitung  dieses  Gesetzes  aus  der  neuen  Theorie. 

Nach  der  bislierij^en  Annalnne  über  die  elektrostatische  Wirkung 
wird  die  Potential  function  U  beliebig  vertheüter  elektrischer  Massen^ 
wenn  q  ihre  Dichtigkeit  im  Punkte  (x,  y,  s)  bezeichnet,  durch  die 
Bedingung 

dnr  .  d''u  ,  d-u      .  ,^ 

dx-     '    cy^     '     dz'  ^  ' 

und  durch  die  Bedingung,  da'ss  ü  stetig  und  in  unendlicher  Entfernung 
von  wirkenden  Massen  constant  sei,  bestimmt.  Ein  particulares  Inte- 
gral der  Gleichung 

dx-'  ^  dy-  ^  dz-  ' 

welches  überall  ausser  dem  Punkte  (./:',  y^  z)  stetig  bleibt,  ist 

r 
und    diese   Function    bildet    die    vom   Punkte    {x,  y,  /)    aus    e]-zeugte 
Potentialfunction,  Avenn  sich  in  demselben  zur  Zeit  t  die  Masse  —  fif) 
befindet. 

Statt  dessen  nehme  ich  nun  an^  dass  die  Potentialfunction  TJ  durch 
die  Bedingung 

d-U  (c-U    .    €-ü    .    d^U\    .  ,  .. 

dt-  Xöx-     '    (iy-     '     cz'/     ^  ^ 

bestimmt  wird,  so  dass  die  vom  Punkte  (./■',  y',  /)  aus  erzeugte  Po- 
tentialfunction, Avenn  sich  iii  demselben  zur  Zeit  t  die  Masse  —  f(t) 
befindet. 


K'-^) 


r 
wird. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  Masse  t  zur  Zeit  t  durch 
^t}  Vt,  ^t,  und  die  der  Masse  e'  zur  Zeit  t  durch  Xt' ,  y'f,  z'r,  und  setzt 
zur  Abkürzung 

(Cr.  -  xVf  +  {y,  -  y'fY  +  {^i  -  ^c'fy^  =  :^-f^  =  F{t,  t') , 

so  wird   nach   dieser  Annahme  diis  Potential  von  6   aid*  t    zur  Zeit  t 

=  —  teFit—''',  f). 
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Das  Potential  der  von  sämmtlichen  Massen  £  des  Leiters  S  auf 
die  Massen  t  des  Leiters  S'  von  der  Zeit  0  bis  zur  Zeit  f  ausgeübten 
Kräfte  wird  daher 


z 


ch 


die  Summen  über  sämmtlicbe  Massen  beider  Leiter  ausgedehnt. 

Da  die  Bewegung  für  entgegengesetzt  elektrische  Massen  in  jedem 
Leitertheilchen  entgegengesetzt  ist,  so  erlangt  die  Function  F{t,  t') 
durch  die  Derivation  nach  t  die  Eigenschaft,  mit  s,  und  durch  die 
Derivation  nach  t'  die  Eigenschaft,  mit  f'  ihr  Zeichen  zu  ändern.  Bei 
der  vorausgesetzten  Vertheilung  der  Elektricitäten  wird  daher,  Avenn 
man  die  Derivationen  nach  t  durch  obere  und  nach  t'  durch  untere 
Accente  bezeichnet,  UUss  F^f  (t,  t),  über  sämmtliche  elektrische  Massen 
ausgedehnt,  nur  dann  nicht  unendlich  klein  gegen  die  über  die  elektri- 
schen Massen  einer  Art  erstreckte  Summe,  wenn  n  und  n  beide  un- 
gerade sind. 

Man  nehme  nun  an,  dass  die  elektrischen  Massen  während  der 
Fortpflanzungszeit  der  Krafc  von  einem  Leiter  zum  anderen  nur  einen 
sehr  kleinen  Weg  zurücklegen,  und  betrachte  die  Wirkung  während 
eines  Zeitraums,  gegen  welchen  die  Fortpflanzungszeit  verschwindet. 
In  dem  Ausdrucke  von  P  kann  man  dann  zunächst 

r 
a 

0 

ersetzen,    da   ZlZles  F(t,r)   vernachlässigt    werden    darf.      Man   erhält 
dadurch 

r 

t  ~a 

P  =   fdrUIJss    /  V(t  —  a,  r)dö, 

0  0 

oder  wenn    man  die   Ordnung  der  Integrationen  umkehrt  und  t  -\-  ö 
für  t  setzt, 

r 

(i  t  ~  a  , 

P  =  EEsB  fda  CdxF'ir,  r  -\-g). 

0  —  a 

Verwandelt  man  die  Grenzen  des  innern  Integrals  in  0  und  t,  so 
wird  dadurch  an  der  obern  Grenze  der  Ausdruck 

Kiemann's  gesammelte  inatliematische  Werke.    I.  18 


durch 
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<c  u 

0  —  ff 

hinzugefügt,  und   an   der  untern  Grenze   der  Wertli   dieses   Ausdrucks 
für  ^  =  0  hinweggenommen.     Man  hat  also 


P=   i'dxEEea    t'döF'ix,  t  +  ö)  -  H{t)  +  H{()), 

0  0 

.    In  diesem  Ausdruck  kann  man  F'  (r,  x-\-ö)  durch  F'  (t,  r-\-6)  —F'{r,  t) 
ersetzen,  da 

ZZea  —F'it.x) 

vernachlässigt  werden  darf.  Man  erhält  dadurch  als  Factor  von  se 
einen  Ausdruck,  der  sowohl  mit  s  als  mit  s  sein  Zeichen  ändert,  so 
dass  sich  bei  den  Summationen  die  Glieder  nicht  gegen  einander  auf- 
heben, und  unendlich  kleine  Bruchtheile  der  einzelnen  Glieder  vernach- 
lässigt werden  dürfen.     Es  ergiebt  sich  daher,  indem  man 

F'{t,  r  +  (?)  -  F  (t,  x)  durch  (^ -j^j— 

ersetzt  und  die  Integration  nach  6  ausführt,  bis  auf  einen  zu  ver- 
nachlässigenden Bruchtheil 

P=   /  2:2:££'^ j-'-^dx  —  H(t)  -f  H(0). 

I  2aci     (IT  (fr  .  /     ' 

0 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  H(t)  und  H{0)  vernachlässigt  werden 
dürfen;  denn  es  ist 

„(1)     rf«(±)       <ur(') 
ra  +  r.t  +  ,  +  „)  =  A;'  +   li^',  +  ^^  +  ,)  + .,., 

folglich : 

^^^~^^^^\2aa      dt  6«^'      df'        I    G«^'     dt  dt       ' 

Hierin  aber  ist  nur  das  erste  Glied  des  Factors  von  sa'  mit  dem 
Factor  in  dem  ersten  Bestandtheile  von  P  von  gleicher  Ordnung,  und 
dieses  liefert  wegen  der  Summation  nach  a'  nur  einen  zu  vernach- 
lässigenden Bruchtheil  desselben. 

Der    Werth    von    P,    welcher    sich    aus    unserer    Tlieorie    ergiebt, 
stimmt  mit  dem  erfahrungsmässigen 
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■J 


dd 


■(I) 


2J2J8S 3 — ^ — dt 

cc     ax  dz 


überein,  wenn  man  ao:  =  ^< 

Nach  der  Bestimmung  von  Weber  und  Kohlrausch  ist 

c  =  439450. 10«  ™^"4*^^ 
Secunde 

woraus  sich  a  zu  41949  geographischen  Meilen  in  der  Secunde  ergiebt, 
während  für  die  Lichtgeschwindigkeit  von  Busch  aus  Bradley's 
Aberrationsbeobachtungen  41994  Meilen,  und  von  Fizeau  durch  directe 
Messung  41882  Meilen  gefunden  worden  sind. 


Dieser  Aufsatz  wurde  von  Riemann  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Göttingen  am  10..  Februar  1858  überreicht,  wie  aus  einer  dem  Titel 
des  Manuscriptes  hinzugefügten  Bemerkung  des  damaligen  Secretärs  der  Gesell- 
schaft hervorgeht,  später  aber  wieder  zurückgezogen.  Nachdem  der  Aufsatz  nach 
Riemann 's  Tode  veröffentlicht  worden  war,  wurde  er  durch  Clausius  (Poggeu- 
dorffs  Annalen  Bd.  CXXXV  p.  GOß)  einer  Kritik  unterworfen,  deren  wesentlichster 
Einwand  in  Folgendem  besteht: 

Nach  den  Voraussetzungen  hat  die  Summe: 


—    /  EZbs  Fix  —  --,  T\dx 


einen  verschwindend  kleinen  Werth.  Die  Operation,  vermöge  deren  später  für  die- 
selbe ein  nicht  verschwindend  kleiner  Werth  gefunden  wird,  muss  daher  einen 
Irrthum  enthalten,  den  Clausius  in  der  Ausführung  einer  unberechtigten  Um- 
kehrung der  Integrationsfolge  findet. 

Der  Einwand  scheint  mir  begründet  und  ich  bin  mit  Clausius  der  Meinung, 
dass  Riemann  sich  denselben  selbst  gemacht  und  desshalb  die  Arbeit  vor  der 
Publication  zurückgezogen  hat. 

Obwohl  damit  der  wesentlichste  Inhalt  der  Riemann 'sehen  Deduction  dahin - 
fallen  würde,  habe  ich  mich  doch  zur  Aufnahme  dieses  Aufsatzes  in  die  vorliegende 
Sammlung  entschlossen,  weil  ich  nicht  zu  entscheiden  wagte,  ob  er  nicht  doch 
noch  Keime  zu  weiteren  fruchtbaren  Gedanken  über  diese  höchst  interessante 
Frage  enthält.  W. 


IS* 


XV. 

Beweis  des  Satzes,  dass  eine  einwerthige  mehr  als  2 1^ fach 
periodische  Function  von  n  Veränderlichen  unmöglich  ist.*) 

(Aus  Borchardt's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  71.) 

.  .  .  Den  Beweis  des  Satzes,  auf  welchen  Sie  neulich  die  Unterhal- 
tung lenkten,  dass  eine  einwerthige  mehr  als  2wfach  periodische  Function 
von  n  Veränderlichen  unmöglich  ist,  habe  ich  im  Gespräch  wohl  nicht 
ganz  klar  ausgedrückt,  auch  nur  die  GruncJgedanken  angegeben;  ich 
theile  ihn  Ihnen  daher  hier  noch  einmal  mit. 

Es  sei  f  eine  2 w  fach  periodische  Function  von  li  Veränderlichen 
^17  -^'27  •  --y  *'«  ^^^^  —  ^^  ^^^^  wohl  meine  Ihnen  bekannten  Benen- 
nungen gebrauchen  —  der  Periodicitätsmodul  von  Xy  für  die  ftte  Periode 
«/.     Es  lassen  sich  dann  bekanntlich  die  Grössen  x  in  die  Form 

Xy  =    y  a  t     für  i'  =  1,  2,  .  .  .,  11 

setzen**),  so  dass  die  Grössen  |  reell  sind.  Lässt  man  nun  die  Grössen 
^  die  Werthe  von  0  bis  1  mit  Ausschluss  eines  von  diesen  Grenz- 
werthen  durchlaufen,  so  hat  das  dadurch  entstehende  2 w fach  ausge- 
dehnte Grössengebiet  die  Eigenschaft,  dass  jedes  System  von  Wertheu 
der  w  Veränderlichen  einem  und  nur  einem  Werthsysteme  innerhalb 
dieses  Grössengebiets  nach  den  2n  Modulsystemen  congruent  ist.  Ich 
werde,  um  mich  später  kürzer  ausdrücken  zu  können,  dieses  Gebiet 
„das  bei  diesen  2;/  Modulsystemen  periodisch  sich  wiederholende  Gr()ssen- 
gebiet"  nennen. 

Hat  die  Function  nun  noch  ein  2w-j-ltes  Modulsystem,  welches 
sich  nicht  aus  de]i  2n  ersten  Modulsystemen  zusammensetzen  lässt,  so 


*)  Auszug  aus  einem  Schreiben  Riemanns  an  Hrn.  Weierstrass. 
**)  Dies  ist  nicht  immer    der  Fall,  sondern   nur,   wenn  die   2 li  Gleichungen, 
durch  welche  die  Grössen  ^  bestimmt  werden,  von  einander  unabhängig  sind;  die 
Ausnahmen  sind  aber  leicht  zu  behandeln. 
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kann  mau  die  einem  Grösseusysteme  nach  diesem  Modulsysteme  cou- 
gruenten  Grössensysteme  auf  innerhalb  dieses  Gebiets  liegende  nach 
den  2u  ersten  Modulsystemen  ihnen  congruente  zurückführen  und  da- 
durch offenbar  beliebig  viele  innerhalb  dieses  Gebiets  liegende  und 
nach  den  2w-f-l  Modulsystemen  einander  congruente  Grössensysteme 
erhalten,  wenn  nicht  zwei  von  den  nach  dem  2n-\-  Iten  Modulsysteme 
congruente  Grössensysteme  auch  nach  den  2n  ersten  Modulsystemen 
consruent  sind.  In  diesem  Falle  würden  zwischen  den  2n+l  Modul- 
Systemen  n  Gleichungen  von  der  Form 

ft  ==2«4- 1 

worin  die  Grössen  m  ganze  Zahlen  wären,  stattfinden,  und  folglich, 
wie  ich  später  zeigen  werde,  die  2n-{-l  Modulsysteme  sich  aus  2n  Mo- 
dulsystemen zusammensetzen  lassen. 

Man  theile  nun  für  jede  der  Grössen  |  die  Strecke  von  0  bis  1 
in  q  gleiche  Theile,  wodurch  das  bei  den  2n  ersten  Modulsystemen 
periodisch  wiederkehrende  Gebiet  in  q-"  Gebiete  zerfällt,  in  deren  jedem 

sich  die  Grössen  t  nur  um  —   ändern.      Offenbar    müssen    dann     von 

q 

mehr  als  q^"  nach  den  2n  -\-  1  Modulsystemen  einander  congruenten  und 
in  jenem  Gebiete  liegenden  Grössensystemen  nothwendig  zwei  in  dasselbe 
Theilgebiet  fallen,  so  dass  sich  die  Werthe  derselben  Grösse  h,  in  bei- 
den keinenfalls   um    mehr  als  von    einander    unterscheiden.      Die 

'1 

Function  bleibt  also  dann  ungeändert,   während  keine   der  Grössen  ^ 

um  mehr  als  —  geändert  wird,  und   ist  folglich,   da  q  beliebig  gross 

genommen  werden  kann,  wenn  sie  stetig  ist,  eine  Function  von  we- 
niger als  n  linearen  Ausdrücken  der  Grössen  j:  * 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  sich  2u-\-l  Modulsysteme,  zwi- 
schen denen  die  n  Gleichungen 

fi  =='2n-\- 1 

stattfinden,  aus  2n  Modulsystemen  zusammensetzen  lassen. 

Man  kann  zunächst  leicht  beweisen,  dass  sich  zu  einem  Modul- 
systeme 

fi  =  2  » 

worin  die  Grössen  m  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind,  immer  2n  — ^  1  andere  Modulsysteme  h^,^,.  -  ■  ,hn  so  finden  lassen, 
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(lass  Congruenz  nach  den  Modulsystemen  a  mit  Congruenz  nach  den 
Modulsystemen  h  identisch  ist.  Es  seien  9^  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  *%  und  m.j^  und  K,ß  zwei  der  Gleichung 

ßm^  —  am.^  =  Q^ 
genügende  ganze  Zahlen.     Setzt  man  dann 

a[  m^  -\-  »2  ni.^  =  c\  G^ 
und 

aa\  +  ßal^  =  h^^  , 
so  hat  mau 

V  ,3    r  in,,     ,  f  r  r      ,      VI,     ,  i' 

^'i  =  ß'-i  -  o;  Kn^    «2  =  -  '^^i  +  -ef  ^■^"  • 

Es  lassen  sich  also  auch  umgekehrt  die  Modulsysteme  ff^  und  «^  aus 
den  Modulsystemen  &2w  und  c^  zusammensetzen,  und  folglich  ist  Con- 
gruenz nach  jenen  mit  Congruenz  nach  diesen  gleichbedeutend.  Man 
kann  daher  die  Modulsysteme  a^  und  «^  durch  die  Modulsysteme  q 
und  b2n  ersetzen.  Auf  dieselbe  Weise  kann  man  nun,  wenn  6o  der 
grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  G^  und  m.,  ist,  die  Modulsysteme 
q  und  ff.j  durch  das  Modulsystem 

und  durch  ein  Modulsystem  &2«— i  ersetzen.  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  erhält  man  offenbar  den  zu  beweisenden  Satz.  Der  Inhalt 
des  periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  ist  für  die  neuen  Modul- 
systeme h  derselbe  wie  für  die  alten. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  in  den  n  Gleichungen 

2»+l 

>  a  m,,  =  0 

1 

die  2n  ersten  Modulsysteme  so  durch  2n  neue  h^,  6^,  .  . .,  62«  ersetzen, 
dass  diese  Gleichungen  die  Form 

annehmen,  worin  p  und  q  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind.     Sind  nun  y,  Ö  zwei  der  Gleichung 

pd  -^  qy  =  1 

genügende  ganze  Zahlen,  so  lassen  sich  offenbar  die  beiden  Modul- 
systeme &i  und  «2«+!  durch  das  eine  Modulsystem 

V  7  r 

a     ,  0 

ersetzen.    Sämmtliche  Modulsysteme,  welche  sich  aus  den  Modulsystemen 


XV.     Beweis  des  Satzes,  dass  eine  eiiiwerthige  etc.  270 

a^^,  a.j,  .  .  .,  (hn-\-i  zusammensetzen  lassen,  können  also  auch  aus  den 
2 w  Modulsystemen  — ,  h.^,  63,  ...,  &2«  zusammengesetzt  werden,  und 
umgekehrt.  Der  Inhalt  des  periodisch  wiederkehrenden  Gebiets  be- 
trägt für  diese   2n  Modulsysteme  nur  —  von  dem   für  die   2n  ersten 

Modulsysteme  a.  Hat  die  Function  nun  ausser  diesen  Modulsystemen 
noch  ein  durch  ähnliche  ganzzahlige  Gleichungen  mit  ihnen  verbun- 
denes, so  lassen  sich  wieder  2n  neue  Modulsysteme  finden,  aus  wel- 
chen sich  alle  diese  Modulsysteme  zusammensetzen  lassen,  und  der  In- 
halt des  periodisch  sich  wiederholenden  Gebiets  wird  dabei  wieder  auf 
einen  aliquoten  Theil  reducirt.  Wenn  dieses  Gebiet  unendlich  klein 
wird,  so  wird  die  Function  eine  Function  von  weniger  als  n  linearen 
Ausdrücken  der  Veränderlichen  und  zwar  von  n  —  1  oder  n  —  2  oder 
n  —  m,  jenachdem  nur  eine,  oder  zwei  oder  m  Dimensionen  dieses 
Grössengebiets  unendlich  klein  werden.  Soll  dies  aber  nicht  eintreten, 
so  muss  die  Operation  schliesslich  abbrechen,  und  man  Avird  also  zu 
2n  Modulsystemen  gelangen,  aus  welchen  sich  sämmtliche  Modul- 
systeme der  Function  zusammensetzen  lassen. 

Göttingeu,  den  26ten  October  1859. 


XVI. 

Estratto  cli  una  lettera  scritta  in  lingua  Italiana  il  di 
21  Gennaio  1864  al  Sig.  Professore  Enrico  Betti. 

(Annali  di  Matematica,  Ser.  1.  T.  VII.) 

Carissimo  Amico 
,  .  .  Per  trovare  l'attrazione  di  un  cilindro  omogeneo  retto  ellissoi- 
dale  qualunque,  io  considero,  introducendo  coordinate  rettangolari  x,  y,  z, 
il  cilindro  infinito  limitato  della  diseguaglianza: 

ripieno  di  massa  di  densitk  costante  +1;  se  ^  <  0,  e  di  densitä 
—  1,  se  ^  >  0.  Allora  se  poniamo,  come  e  solito,  il  potenziale  nel 
pimto  X,  y,  z  eguale  a   F  e 

dx         '^  '    cy  'dz  ' 

si  ha  per  s  =  0,  V  =  0,  X  =  0,  Y  =  0. 
Z  e  eguale  al  potenziale  dell'  ellisse : 

1  -  ^  -  f  C  >  0 

colla  densitä  2,  e  si  trova  eol  metodo  di  Dirichlet,  se  denotiamo  con 
0  la  radice  maggiore  dell'  eqüazione: 

1 ^j^ Ul —  =  F  =0 

ft2  _|_  s        6^  -f-  s  s  ' 


e 


l/(i  +  i)(i  +  ^)» 

con  D: 


rVFds 


X  ed   I^  si  possono  determinare  dalle  equazioni: 

dX^dZ     dY_dZ_     . 
ds        ox  '    ds         dy 
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e  dalle  condizioni: 

X==0,  Y=() 
per  0  =  0. 

Per  effettuare  questa  determinazione  conviene  di  sostituire  invece  di 

00  CO 

4   I  ,  2   I    esteso  per  il  contorno   intero  di  un  pezzo   del  Piano  degli 

s,  che  contiene  il  valore  6  seuza  contenere  veruu  altro  valore  di  dira- 
mazione  o  di  discontinuitä  della  funzione  sotto  il  segno  integrale.  Se 
denotiamo  le  radici  di  F=0  in  ordine  di  grandezza  con  6,  a',  a", 
questi  valori  sono  tutti  reali  e  in  ordine  di  grandezza: 

ö,  0,  (?',  —  1/,  6",  —  a^, 
in  modo  che: 

(?  >  0  >  (?'  >  —  &2  >  ö"  >  —  d^ . 
Posto 

F=t-~ 
s 


viene 


CO 

CO 


ma: 


.  yts  l/77 


0 

e: 

s  ^^—  ds 


Dunque  si  trova  per  integrazione  parziale: 

CK 

CO 

Se  si  prende  la  via  dell'  integrazione  come  nella  espressione  di  Z  il 
valore  dell'  integrale  sodisfa  sempre  alla  condizione: 

dX  _  8Z 

ma  puö  differire  di  fuuzioni  di  rc  e  di  y,  la  funzione  sotto  segno  in- 
tegrale essendo  diseontinua  anche  per  ^  =  0.  Dunque  occorre  una 
determinazione  olteriore  della  via  dell'  integrazione. 
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Nella  espressione  di  -^  =  ^ —  la  funzione   sotto   seguo   integrale 

e  continua  per  6=  0;  dunque  il  pezzo  del  piano  degli  s,  per  il  cui 
conto rno  l'integrale  e  esteso,  deve  contenere  s  =  ö  e  puo  contenere 
o  no  s  =  0,  ma  nessuno  altro  dei  valori  sopra  notati.  Nella  espres- 
sione di  X  questo  pezzo  deve  essere  determinato  in  modo  che  X  sia  =  0 
per  5'  =  0;  e  affinclie  cio  avvenga,  dovendo  contenere  6'  =  (?,  deve  anche 
contenere  la  maggiore  radice  di  ^s  =  0  (la  quäle  e  la  maggiore  radice 
di  f  =  0,  se 


ed  e  =  0,  se: 


1  -^  - ^  <  0 

^        a"         h'  ^  ^' 


ma  nessmi  altra  radice  di  ts  =  0.  Perche  per  0  =  0  le  radici  di 
F  =  0  coincidono  colle  radici  di  ts  =  0,  e  se  la  via  dell'  integrazione 
passasse  tra  due  valori  di  discontinuita  che  coincidono  per  ^  ==  0, 
doverebbe  per  2  =  0  passare  per  questo  valore  in  modo  che  Fintegrale 
nella  espressione  di  X  diverrebbe  infinito  ed  il  valore  nouostante  il 
fattore  0  rimarrebbe  finito.  — 

Vostro  aff"^"  Amico  Riemann. 


XVII. 

Ueber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener 
Begrenzung.*) 

1. 

Eine  Fläche  lässt  sich  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  dar- 
stellen^ indem  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  s  eines  in  ihr 
beweglichen  Punktes  als  eindeutige  Functionen  von  zwei  unabhängigen 
veränderlichen  ({rossen  ^9  und  r/  angiebt.  Nehmen  dann  j)  und  g  be- 
stimmte constante  Werthe  an,  so  entspricht  dieser  einen  Combination 
immer  nur  ein  einziger  Punkt  der  Fläche.  Die  unabhängigen  Variabefn 
ji9  und  g  können  in  sehr  mannigfacher  Weise  gewählt  werden.  Für 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  geschieht  dies  zweckmässig 
wie  folgt.  Man  lässt  die  Fläche  längs  der  ganzen  Begrenzung  ab- 
nehmen um  einen  Flächenstreifen,  dessen  Breite  überall  unendlich  klein 
in  derselben  Ordnung  ist.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  wird 
die  Fläche  fortwährend  verkleinert,  bis  sie  in  einen  Punkt  übergeht. 
Die  hierbei  der  Reihe  nach  auftretenden  Begrenzungscurven  sind  in 
si<jh  zurücklaufende,  von  einander  getrennte  Linien.  Man  kann  sie 
dadurch  unterscheiden,  dass  man  in  jeder  von  ihnen  der  Grösse  ^ 
einen  besondern  constanten  Werth  beilegt,  der  um  ein  Unendlichkleines 
zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  man  zu  der  benachbarten  umschliessen- 
den  oder  umschlossenen  Curve  übergeht.  Die  Function  j)  hat  dann 
einen  constanten  Maximalwerth  in  der  Begrenzung  der  Fläche  und 
einen  Minimalwerth  in  dem  einen  Punkte  im  Innern,  in   welchen  die 


*)  Dieser  Abhandlung  liegt  ein  Manuscript  Riemann's  zu  Gruntlo,  welches 
nach  der  eigenen  Aeusserung  des  Verfassers  in  den  Jahren  1860  und  1861  ent- 
standen ist.  Dieses  Manuscript,  welches  in  gedrängter  Kürze  nur  die  Formeln 
und  keinen  Text  enthält,  wurde  mir  von  Riemann  im  April  1866  zur  Bearbeitung 
anvertraut.  Es  ist  daraus  die  Abhandlung  hervorgegangen,  welche  i6h  am 
6.  Januar  1867  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  ein- 
gereicht habe,  und  welche  im  13.  Band  der  Abhandlungen  dieser  Gesellschaft  ab- 
gedruckt ist.  Diese  Abhandlung  kommt  hier  in  sorgfältiger  Ueberarbcitung  zum 
zweiten  Male  zum  Abdruck.  K.  Hattendorff, 
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allmählich  abnehmende  Fläche  zuletzt  zusammenschrumpft.  Den  U eber- 
gang von  einer  Begrenzung  der  abnehmenden  Fläche  zur  nächsten 
kann  man  dadurch  hergestellt  denken,  dass  man  jeden  Punkt  der  Curve 
(p)  in  einen  bestimmten  unendlich  nahen  Punkt  der  Curve  (p  -f-  dp) 
übersxehen   lässt.     Die   Wege    der    einzelnen  Punkte    bilden    dann    ein 

TD  O 

zweites  System  von  Curven,  die  von  dem  Punkte  des  Minimalwerthes 
von  p  strahlenförmig  nach  der  Begrenzung  der  Fläche  verlaufen.  In 
jeder  dieser  Curven  legt  man  q  einen  besondern  constanten  Werth  bei, 
der  in  einer  beliebig  gewählten  Anfangscurve  am  kleinsten  ist  und 
von  da  beim  Uebergange  von  einer  Curve  des  zweiten  Systems  zur 
andern  stetig  wächst,  wenn  man  zum  Zweck  dieses  Ueberganges  irgend 
eine  Curve  (j))  in  bestimmter  Richtung  durchläuft.  Beim  Uebergange 
von  der  letzten  Curve  {q)  zur  Anfangscurve  ändert  sich  q  sprung- 
weise um  eine  endliche  Constante. 

Um  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche  ebenso  zu  behan- 
deln, kann  man  sie  zuvor  durch  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende zerlegen. 

Irgend  ein  Punkt  der  Fläche  lässt  sich  hiernach  als  Durchschnitt 
einer  bestimmten  Curve  des  Systems  (p)  mit  einer  bestimmten  Curve 
des  Systems  (q)  auffassen.  Die  in  dem  Punkte  (p,  q)  errichtete  Nor- 
male verläuft  von  der  Fläche  aus  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen, 
der  positiven  und  der  negativen.  Zu  ihrer  Unterscheidung  hat  man 
über  die  gegenseitige  Lage  der  wachsenden  positiven  Normale,  der 
wachsenden  p  und  der  wachsenden  q  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Ist 
nichts  anderes  festgesetzt,  so  möge,  von  der  positiven  .r-Axe  aus  ge- 
sehen, die  positive  y-Axe  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  positive 
^■-Axe  übergeführt  werden  durch  eine  Drehung  von  rechts  nach  links. 
Und  die  Richtung  der  wachsenden  positiven  Normale  liege  zu  den 
Richtungen  der  wachsenden  j;  und  der  wachsenden  q,  wie  die  positive 
ic-Axe  zur  positiven  tj-Axe  und  zur  positiven  ^-Axe.  Die  Seite  der 
Fläche,  auf  welcher  die  positive  Normale  liegt,  soll  die  positive  Seite 
der  Fläche  genannt  werden. 


Ueber  das  Gebiet  der  Fläche  sei  ein  Integral  zu  erstrecken,  dessen 
Element  gleich  ist  dem  Element  f7^)  dq  multiplicirt  in  eine  Functional- 
determinante ,  also 

rr('X'^-^'X\dvda 

J  J    \^P  ^2         doi  cp  J    ^     ^^ 
wofür  zur  Abkürzung  geschrieben  werden  soll 

SJisifdu). 
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Denkt  man  sich  f  und  g  als  unabhängige  Variable  eingeführt,  so 
geht  das  Integral  über  in  fj'dfdg,  und  es  lässt  sich  die  Integration 
nach  f  oder  nach  g  ausführen.  Die  wirkliche  Einsetzung  von  /'  und  g 
als  unabhängigen  Variabein  verursacht  aber  Schwierigkeiten  oder 
wenigstens  weitläufige  Unterscheidungen,  wenn  dieselbe  Werthecom- 
biuation  von  /'  und  g  in  mehreren  Punkten  der  Fläche  oder  in  einer 
Linie  vorhanden  ist.  Sie  ist  ganz  unmöglich,  wenn  f  und  g  com- 
plex  sind. 

Es  ist  daher  zweckmässig,  zur  Ausführung  der  Integration  nach 
/'  oder  g  das  Verfahren  von  Jacobi  (Crelle's  Journal  Bd.  27  p.  208) 
anzuwenden,  bei  Avelchem  p  und  q  als  unabhängige  Variable  beibe- 
halten werden.  Um  in  Beziehung  auf  /  zu  integriren,  hat  man  die 
Functionaldeterminante  in  die  Form  zu  bringen 


<f'^)    ^m 


und  erhält  zunächst 


/ 


dg[/  \   dpj 

dp  dq 


dq  =  0, 


dq 

weil  die  Integration  durch  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie   erstreckt 
wird.     Dasesen  ist 


"O^O^ 


/ 


^^'  dp 


dp 

in  der  Richtung  der  wachsenden  p  zu  nehmen,  d.  h.  von  dem  Minimal- 
puukte  im  Innern  durch  eine  Curve  {q)  bis  zur  Begrenzung.  Man  er- 
hält f ,      und  zwar  den  Werth,  den  dieser  Ausdruck  in  der  Beffrenzuns: 

'   cq  '  o  ö 

annimmt,  da  an  der  untern  Grenze  «des  Integrals  ^  =  0  ist.  Folg- 
lich wird 


ff(ßfdg)=J'frl^dq=Jfdg 


und  das  einfache  Integral  rechts  ist  in  der  Richtung  der  wachsenden 
q  durch  die  Begrenzung  erstreckt.  Andererseits  hat  man  nach  der 
eingeführten  Bezeichnung  (dfdg)==  —  (dgdf),  und  daher 

//  Wd9)  =  -  //  0?^  df)  --fg  df, 

M^obei  das  einfache  Integral  rechts  ebenfalls  in  der  Richtung  der  wach- 
senden q  durch  die  Begrenzung  der  Fläche  zu  nehmen  ist. 
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3. 

Die  Fläche,  deren  Punkte  durcli  die  Curvensysteme  (ji),  (q)  fest- 
gelegt sind,  soll  in  der  folgenden  Weise  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1 
abgebildet  werden.  Im  Punkte  (p,  q)  der  Fläclie,  dessen  rechtwinklige 
Coordinaten  x,  y,  z  sind,  ziehe  man  die  positive  Normale  und  lege  zu ' 
ihr  eine  Parallele  durcli  den  Mittelpunkt  der  Kugel.  Der  Endpunkt 
dieser  Parallelen  auf  der  Kugeloberfläche  ist  die  Abbildung  des  Punktes 
{x,  y,  z).  Durchläuft  der  Punkt  [x,  y,  z)  auf  der  stetig  gekrümmten 
Fläche  eine  zusammenhängende  Linie,  so  wird  auch  die  Abbildung 
derselben  auf  der  Kugel  eine  zusammenhängende  Linie  sein.  Auf  die- 
selbe Weise  erhält  man  als  Abbildung  eines  Flächenstücks  ein  Flächen- 
stück, als  Abbildung  der  ganzen  Fläche  eine  Fläche,  welche  die  Kugel 
oder  einen  Theil  derselben  einfach  oder  mehrfach  bedeckt. 

Der  Punkt  auf  der  Kugel,  welcher  die  Richtung  der  positiven 
.-r-Axe  angiebt,  werde  zum  Pol  gewählt  und  der  Aufangsmeridian  durch 
den  Punkt  gelegt,  welcher  der  positiven  ;?/-Axe  entspricht.  Die  Ab- 
bildung des  Punktes  {x,  y,  z)  wird  dann  auf  der  Kugel  festgelegt 
durch  ihre  Poldistanz  r  und  den  Winkel  (p,  welchen  ihr  Meridian  mit 
dem  Anfangsmeridian  einschliesst.  Für  das  Vorzeichen  von  tp  gilt  die 
Bestimmung,   dass    der  der  positiven  ,0-Axe   entsprechende  Punkt    die 

Coordinaten     >"  ==  y?  ^  "^  ^~  ü    ^^^^^^^  ^^11. 

4. 

Hiernach  erhält  man  als  Differential-Gleichung  der  Fläche 
(1)  Q,o&r  dx  -f-  sinr  coscpdy  -\-  sinr  siiKpdz  ==  0. 

Sind  y  und  z  die  unabhängigen  Variabein,  so  ergeben  sich  für 
r  und  cp  die  Gleichungen 


cosr 


sm  r  cos  cp 


±i/>+(ifr+(i-:r 


+ 


i/'+0+(ifr' 


dx 
sm  r  sm  cp  = 


]/'+©'+(ifr 


+  r       ■  .c, 

in   welchen   gleichzeitig    entweder    die    oberen    oder    die    unteren    Vor- 
zeichen selten. 
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Ein  Parallelogramm  auf  der  positiven  Seite  der  Fläche,  begrenzt 
von  den  Curven  (p)  und  {p  -\-  dp),  (g)  und  {q  -j-  dq),  projicirt  sich 
auf  der  ;y^ -Ebene  in  einem  Flächenelemente,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
absoluten  Werthe  von  (dydz)  ist.  Das  Vorzeichen  dieser  Functional- 
determinante  ist  verschieden,  je  nachdem  die  im  Punkte  ('p,  q)  errichtete 
positive  Normale  mit  der  positiven  x-Axe  einen  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  einschliesst.  In  dem  ersten  Falle  liegen  nemlich  die  Pro- 
jectionen  von  d^)  und  dq  in  der  ^^- Ebene  ebenso  zu  einander  wie  die 
positive  y-Axe  zur  jDositiven  5-Axe,  im  zweiten  Falle  umgekehrt.  Daher 
ist  die  Functionaldeterminante  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten 
negativ.     Und  der  Ausdruck 

(dy  ds) 

cos  r  ^  "^      ' 

ist  immer  positiv.  Er  giebt  den  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Parallelo- 
gramms auf  der  Fläche.  Um  also  den  Inhalt  der  Fläche  selbst  zu 
erhalten,  hat  man  das  Doppelintegral 


«  =  j  J  5^  (-«j"'-^) 


über  die  ganze  Fläche  zu  erstrecken. 

Soll   dieser  Inhalt   ein  Minimum  sein,   so  ist  die   erste  Variation 
des  Doppelintegrals  ^  0  zu  setzen.     Man  erhält 


//: 


dx  d8x    ^^  dx  ddx 


und  es  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  vor  der  Wurzel,  je 
nachdem  (dydz)  positiv  oder  negativ  ist.  Die  linke  Seite  lässt  sich 
schreiben 

ö—  ( —  sin  r  cos  cp  öx)  (dy  dz) 


+  /   /   07  ( —  sin  r  sing)  doi^  (ßydz) 

-SS  ^ 

-SS 


dx  ^  ( —  sin  >•  cos  (p)  (dy  dz) 
dx  -^  ( —  sin  r  sin  (p)  (dy  dz). 


Die  beiden  ersten  Integrale  reduciren  sich  auf  einfache  Integrale,  die 
in  der  Richtung  der  wachsenden  q  durch  die  Begrenzung  der  Fläche 
zu  nehmen  sind,  nemlich 

j  dx  ( —  sin  r  cos  cp  dz  -j-  sin  r  sin  cp  dy). 
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Der  Werth  ist  =  0,  da  in  der  Begrenzung  dx  ==  0  ist.    Die  Bedingung 
des  Minimum  lautet  also 

Rie  wird  erfüllt,  wenn 

(2)  —  sin  r  sin  cp  dy  -f-  sin  r  cos  99  dz  =  d^ 
ein  vollständiges  Differential  ist. 

5. 
Die  Coordinaten  r  und  (p  auf  der  Kugel  lassen  sich  ersetzen  durch 
eine    complexe    Grösse    rj  =  tg  -  e'f' ,    deren    geometrische    Bedeutung 

leicht  zu  erkennen  ist.  Legt  man  nemlich  an  die  Kugel  im  Pol  eine 
Tangentialebene,  deren  positive  Seite  von  der  Kugel  abgekehrt  ist,  und 
zieht  vom  Gegenpol  eine  Gerade  durch  den  Punkt  {r,  cp),  so  trifft 
diese  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte,  der  die  complexe  Grösse 
2ri  repräsentirt.  Dem  Pol  entspricht  tj  =  0,  dem  Gegenpol  iq  =  00. 
Für  die  Punkte,  welche  die  Richtungen  der  positiven  y-  und  der  j)Osi- 
tiven  ^-Axe  angeben,  ist  ri  =  -\-  1  und  resp.  =  -[-  /. 
Führt  man  noch  die  complexen  Grössen 

n  =  ^0  Y  e-'/"',  s  =  y  -{-  si,  s  =^y  —  zi 
ein,  so  gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in  folgende: 
(1*)  (1  —  rir])  dx   +  ri  ds  +  V  '^■^'  =  0, 

(2*)  (1  +  ^'h')  f^l'i'  —  V  f^s  -f-  7]  ds  =  0. 

Diese   lassen  sich  durch  Addition  und   Subtraction  verbinden.     Dabei 
werde 

X  +  ji  =  2X,  X  —  li  =  2X' 

gesetzt,  so  dass  umgekehrt  x  =^  X.  -\-  X!  ist.    Das  Problem  findet  dann 
seinen  analytischen  Ausdruck  in  den  beiden  Gleichungen 

(3)  ds  —7idX-\-  -,  dX'  =  0, 

(4)  ds  +  \  dX  —  ri'dX'  =  0. 

Betrachtet  man  X  und  X'  als  unabhängige  Variable  und  stellt 
die  Bedingungen  dafür  auf,  dass  ds  und  ds  vollständige  Differentiale 
sind,  so  findet  sich 

dX'        ^'    dX         ^' 
d.  h.  es  ist  r;  nur  von  A'^,  tj'  nur  von  X'  abhängig,   und   deshalb  um- 
gekehrt X  eine  Function  nur  von  )j,  X'  eine  Function  nur  von  */. 
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Hiernach  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  tj  als  Function  der 
complexen  Variabehi  X  oder  umgekehrt  X  als  Function  der  complexen 
Variabein  t]  so  zu  bestimmen,  dass  zugleich  den  Clrenzbedingungen 
Uenüge  geleistet  werde.  Kennt  man  7]  als  Function  von  X,  so  ergiebt 
sich  daraus  i/,  indem  man  in  dem  Ausdrucke  von  rj  jede  complexe 
Zahl  in  die  conjugirte  verwandelt.  Alsdann  hat  man  nur  noch  die 
Gleichungen  (3)  und  (4)  zu  integriren,  um  die  Ausdrücke  für  s  und  s 
zu  erlangen.  Aus  diesen  erhält  man  endlich  durch  Elimination  von  y 
eine  (lleichung  zwischen  x,  y,  z,  die  Gleichung  der  Minimalfläche. 

6. 

Sind  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  integrirt,  so  lässt  sich  auch  der 
Inhalt  der  Minimalfläche  selbst  leicht  angeben,  nemlich 

« =fS^-  (''^"'^)  =//  f^'  ^'^y^^- 

Die  Functionaldeterminante  (dyds)  formt  sich  in  folgender  Weise  um 

=  Y  (dsds) 

i^  /      , 1_\  dxd^  ,  ^     ,   ,. 

2    l  '  '  7171  j  dri  dri  ^     '      '  '' 

Danach  erhält  man 

2,-S=jJ(2  +  ,;,/  +  ^)  Uli  (.?„?,/) 


IJ 


^8xdxj^dsds'f_dsds'\^j     ,  ,, 
dTjdTjf    •"  d7]  drf  "•"  dri'  dri )        '      ' ' 


9   /'  r ('öxdx    ,dydy,    dz  dz\  ,  -,     .  ,. 

"  /   /    v''?  ^^''        ^^  ^'^'        ^'^^  ^^ ) 
Zur   weiteren  Umformung   dieses  Ausdruckes   kann   man  y  aus    I" 
und   Y' ,  ?:  aus  Z  und  7j'  ebenso  zusammensetzen  wie  x  aus  X  und  X' , 
so  dass  die  Gleichungen  o-elten 

Z  =  \    ^  dri ,    Z==i    r^  dri' . 

f     0  7]  '^  I     071  ' 

x  =  X-\-X',    ii  =  X~  X', 

y  =  Y+Y',  i)/=r-  r, 

z  =  Z  -]-  Z',    li  =  Z  —  Z'. 

Eiemamn's  gpsaninieltp  matlirnialigflip  Werke,    I.  19 
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Alsdann  erhält  man  schliesslich 

(5)  ,S'  =  —  ifJ'[{dXdX')  +  ((lYdT)  +  (dZdZ')] 

=  iJjKdxdt)  +  {dydX))  +  (dzd^)l 

7. 

Die  Minimalfläche  und  ihre  Abbildungen  auf  der  Kugel  wie  in 
den  Ebenen^  deren  Punkte  resp.  die  complexen  Grössen  rj,  X,  Y^  Z 
repräsentiren,  sind  einander  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich.  Man 
erkennt  dies  sofort^  wenn  man  das  Quadrat  des  Linearelementes  in 
diesen  Flächen  ausdrückt.  Dasselbe  ist 
auf  der  Kugel  sin  r'^  d  log  r/  d  log  )/, 

in  der  Ebene  der  r]  drj  di]' 

in  der  Ebene  der  X  w-  ^,di]dif, 


in  der  Ebene  der   Y  ^  ^,dtjdrj\ 

in  der  Ebene  der  Z  ^  ^  '^H  ^4 y 


in  der  Minimalfläche  selbst 

dx"  +  df  +  dz"  =  (dX  +  dXy  +  (cIY-j-  dY'f  +  {dZ  +  dzy 

=  2{dXdX'  +  dYdY'  +  dZdZ') 

^  (€x    cx    ,    dy  dy    ,    dz   dz\    ,     ,  , 
=  2    -^-  •  7:-7  +  K^  ^  +  K-  ^r^]  drj  drj . 

\or]     crj  crj   CT]      '    cri    cr\  j       '      ' 

Es  ist  nemlich  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  wenn  man  darin  7j 
und   tj'  als  unabhängige  Variable  ansieht: 

V 

n 

und  deshalb 

dX-  -^dY^'  -j-dZ-  =0, 
dX'-'-}-dY''-\-dZ'-'=0. 

Das  Verhältniss  von  irgend  zwei  der  obigen  quadrirten  Linearelemente 
ist  unabhängig  von  dtj  und  drj',  d.  h.  von  der  Richtung  des  Elementes, 
und  darin  beruht  die  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung. 
Da  die  Linearvergrösserung  bei  der  Abbildung  in  irgend  einem  Punkte 
nach  allen  Richtungen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  die  Flächenver- 
grösserung  gleich  dem  Quadrat  der  Linearvergrösserung.  Das  Quadrat 
des  Linearelementes  in  der  Minimalfläche  ist  aber  gleich  der  doppelten 


dX 

_ds_  _ 

o 

ds 

(     — ; — 

—  r 

arj 

dr] 

crj  ' 

,dX' 

ds 

'2 

,  ds 

UTj 

~  dr{  — 

_^2 

dy] 
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Summe  der  Quadrate  der  entsprechenden  Linearelemente  in  den  Ebenen 
der  X,  der  1"  und  der  Z.  Daher  ist  auch  das  Flächenelement  in  der 
Minimalflüche  gleich  der  doppelten  Summe  der  entsprechenden  Flächen- 
elemente  in  jenen  Ebenen.  Dasselbe  gilt  von  der  ganzen  Fläche  und 
ihren  Abbildungen  in  den  Ebenen  der  X,   Y,  Z. 


Eine  wichtige  Folgerung  lässt  sich  noch  aus  dem  Satze  von  der 
Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  ziehen,  wenn  man  eine  neue 
complexe  Variable  n]^  dadurch  einführt,  dass  man  auf  der  Kugel  den 
Pol  in  einen  beliebigen  Punkt  (i;  =  a)  verlegt  und  den  Anfangsmeridian 
beliebig  wählt.  Hat  dann  y]^  für  das  neue  Coordinatensystem  dieselbe 
Bedeutung  wie  yi  für  das  alte,  so  kann  man  jetzt  ein  unendlich  kleines 
Dreieck  auf  der  Kugel  sowohl  in  der  Ebene  der  n]  als  in  der  der  y]^ 
abbilden.  Die  beiden  Bilder  sind  dann  auch  Abbildungen  von  ein- 
ander und  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich.    Für  den  Fall  der  directen 

Aehnlichkeit  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  -^  unabhängig  ist  von 

der  Richtung  der  Verschiebung  von  %  d.  h.  dass  if\^  eine  Function  der 
complexen  Variabein  t/  ist.  Den  Fall  der  inversen  (symmetrischen) 
Aehnlichkeit  kann  man  auf  den  vorigen  zurückführen,  indem  man  statt 
7]^  die  conjugirte  complexe  Grösse  nimmt.  Um  nun  Ty^  als  Function 
von  yi  auszudrücken,  hat  man  zu  beachten,  dass  »Ji  =  0  ist  in  dem 
einen  Punkte  der  Kugel,  für  welchen  r]  =  a,  und  7}^  =  oc  in  dem  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkte,  d.  h.  für  r}  == ;  •    Danach  ergiebt 

sich   fj.  =  c  rr-x — ^  •     Zur  Bestimmung  der  Constanten  c  dient  die  Be- 

merkung,  dass,  wenn  r]^  =  ß  ist  für  i]  =  0,  daraus  ??i  = w^  gefunden 

1  c 

wird    für    tj  =  oc.      Es    ist    also    /3  =  —  ca    und    —  ~W  ^^  ~^'    ^'   ^^' 

ß= — ^-     Hieraus   ergiebt    sich    cc  =  1   und   daher    c  ==  e      für  ein 

reelles  9.  Die  Grössen  cc  und  9  können  beliebige  Werthe  erhalten: 
a  hängt  von  der  Lage  des  neuen  Pols,  9  von  der  Lage  des  neuen 
Anfangsmeridians  ab.  Diesem  neuen  Coordinatensystem  auf  der  Kugel 
entsprechen  die  Richtungen  der  Axen  eines  neuen  rechtwinkligen 
Systems.  Es  mögen  in  dem  neuen  System  x^^,  s^,  s\  dasselbe  be- 
zeichnen wie  ü',  s,  s  in  dem  alten.  Dann  erlangt  man  die  Transfor- 
niationsformeln 


19^ 
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^'i        1  +  a'77  ^    ' 
(6)  (1  ~l~  ^^')  *'i  ""^^  (1  —  aa)x  -\-  a's  -f-  o^s', 

(1  +  ««')  •'^1  e~^^  =       ■ —     2ax  +     s  —  aV, 
(1  -}- acc')  s\  fß''     =        —    2a:€—a"'s-\-      s. 

9. 
Aus  den  Transformationsformeln  (6)  berechnen  wir 

(dr}{\^  dxi  %  dx 
drj    I      €  rji  Tj    drj 

oder 

(d\o^i],f  ~^  =  (d\ogr)y  ^-^ 
o  /i/     d  log  rj^  -        ^  '-^    clogri 

Hiernach  empfiehlt  es  sich^  eine  neue  complexe  Grösse  v  ein/.ufiiliren, 
welche  durch  die  Gleichung  definirt  wird 

und  die  von  der  Lage  des  Coordinatensystems  (x,  y,  ,0)  unabhängig 
ist.  Gelingt  es  dann,  u  als  Function  von  ij  zu  bestimmen,  so  erhält 
man 

X  ist  der  Abstand  des  zu  iq  gehörigen  Punktes  der  Minimalfläche  von 
einer  Ebene,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  rechtwinklig 
zur  Richtung  7^  =  0  gelegt  ist.  Man  erhält  den  Abstand  desselben 
Punktes  der  Minimalfläche  von  einer  durch  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  gelegten   Ebene,   die   rechtwinklig    auf  der   Richtung  r]  =  u 

steht,  indem  man  in  (8)  7-^7"—  c,      statt    r]    setzt.      Speeiell    also    für 

a  =  1   und  a  =  i 
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10. 

Die  Grösse  n  ist  als  Function  von  ri  zu  bestimmen,  d.  h.  als  ein- 
wertliige  Function  des  Ortes  in  derjenigen  Fläche,  welche,  über  die 
>j-Ebene  ausgebreitet,  die  Minimalfläche  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich abbildet.  Daher  kommt  es  vor  allen  Dingen  auf  die  Unstetig- 
keiten  und  Verzweigungen  in  dieser  Abbildung  an.  Bei  der  Unter- 
suchung derselben  hat  man  Punkte  im  Innern  der  Fläche  von  Be- 
grenzungspunkten zu  unterscheiden. 

Handelt  es  sich  um  einen  Punkt  im  Innern  der  Minimalfläche,  so 
lege  man  in  ihn  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  ix,  y,  0), 
die  Axe  der  positiven  x  in  die  positive  Normale,  folglich  die  T/.s'-Ebene 
tangential.  Dann  fehlen  in  der  Entwicklung  von  x  das  freie  Glied 
und  die  in  y  und  z  multiplicirten  Glieder.  Durch  geeignet  gewählte 
Richtung  der  y-Axe  und  der  5- Axe  kann  man  auch  das  in  yz  multipli- 
cirte  Glied  verschwinden  lassen.  Die  partielle  Differentialgleichung  der 
Minimalfläche   reducirt   sich   unter  dieser  Voraussetzung  für  unendhch 

kleine  Werthe  von  y  und  s  auf  >,^,  +  ^,  =  0.    Das  Krümmungsmass 

ist  also  negativ,  die  Haupt-Krümmungsradien  sind  einander  entgegen- 
gesetzt gleich.  Die  Tangentialebene  theilt  die  Fläche  in  vier  Quadran- 
ten, wenn  die  Krümmungshalbmesser  nicht  00  sind.  Diese  Quadranten 
liegen  abwechselnd  über  und  unter  der  Tangentialebene.  Beginnt  die 
Entwicklung  von  x  erst  mit  den  Gliedern  «ter  Ordnung  (h  >  2),  so 
sind  die  Krümmungsradien  cx),  und  die  Tangentialebene  theilt  die  Fläche 
in  2??  Sectoren,  die  abwechselnd  über  und  unter  jener  Ebene  liegen 
und  von  den  Krümmungslinien  halbirt  werden. 

Will  man  nun  X  als  Function  der  complexen  Variabein  Y  an- 
sehen, so  ergiebt  sich  in  dem  Falle  der  vier  Sectoren 

log  X  =  2  log  Y  -\-  funct.  cont., 
in  dem  Falle  der  2n  Sectoren 

log  X  =  n  log  Y  -{-  t  c. 

Und  da  nach  (8)  und  (9)  -r^  =  :; — — ^  ist,    so   beginnt   die   Entwick- 
\/  \   y  (lY         1  —  Yjrj         '  " 

lung    von    Tj    im    ersten    Falle    mit    der    ersten,    im    zweiten    mit    der 

(w  —  l)ten  Potenz  von  Y.    Umgekehrt  wird  also,  wenn  Y als  Function 

von  r]  angesehen  werden  soll,   die  Entwicklung   im    ersten  Falle    nach 

1 
ganzen  Potenzen   von  7},    im   zweiten  nach  ganzen  Potenzen   von  t^"— ^ 
fortschreiten.     D.  h.  die  Abbildung   auf  der   j^-Ebene  hat  an  der  be- 
treffenden Stelle  keinen  oder  einen  (w  —  2) fachen  Verzweigungspunkt, 
je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall  eintritt. 
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Was  u  betrifft,  so  ersiebt  sich  -ri — ^  =  ~^y— rr^-i  ^^so  mit 

'  *  d  log  1  d  log  7]    d  log  1  ' 

Hülfe  der  Gleichung  (9) 

ydlogYj   ~         "^^'(iri    1-r}^    [dY)     ri'  ' 

Demnach    ist    in    einem   {n  —  2)fachen   Verzweigungspunkte   der   Ab- 
bildung auf  der  «-Ebene 

1  du  *^  1        V    r     r 

log  Ti — ^  =  -^  log  1  +  I.  c. 

^  d  log  Y  2       »         ' 

oder 


logl^-Cf-O'^^'^+f- 


11. 

Die  weitere  Untersuchung  soll  zunächst  auf  den  Fall  beschränkt 
werden,  dass  die  gegebene  Begrenzung  aus  geraden  Linien  besteht. 
Dann  lässt  sich  die  Abbildung  der  Begrenzung  auf  der  j^-Ebene  wirk- 
lich herstellen.  Die  in  irgend  welchen  Punkten  einer  geraden  Be- 
greuzungslinie  errichteten  Normalen  liegen  in  parallelen  Ebenen,  und 
daher  ist  die  Abbildung  auf  der  Kugel  ein  grösster  Kreis. 

Um  einen  Punkt  im  Innern  einer  geraden  Begrenzungslinie  zu 
untersuchen,  legt  man  wie  vorher  in  ihn  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten,  die  positive  x-Axe  in  die  positive  Normale.  Dann  fällt  die 
ganze  Begrenzungslinie  in  die  y^- Ebene.  Der  reelle  Theil  von  X  ist 
demnach  in  der  ganzen  Begrenzungslinie  =  0.  Geht  man  also  durch 
das  Innere  der  Minimalfläche  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
herum  von  einem  vorangehenden  bis  zu  einem  nachfolgenden  Begrenzungs- 
punkte, so  muss  dabei  der  Arcus  von  X  sich  ändern  um  iiTt,  ein  gan- 
zes Vielfaches  von  7t.  Der  Arcus  von  Y  ändert  sich  gleichzeitig 
um  7t.     Man  hat  also,  wie  vorher 

log  X  =  n  log  Y  -f-  f.  c. 

log  fj    ={n  —  1)  log  Y  -\-  f.  c. 

log|^  =  (|^—  l)logr+f.  c. 

Dem  betrachteten  Begrenzungspunkte  entspricht  ein  {)i  —  2)  facher  Ver- 
zweigungspunkt in  der  Abbildung  auf  der  r/ -Ebene.  In  dieser  Ab- 
bildung macht  das  auf  den  Punkt  folgende  Begrenzungsstück  mit  dem 
ihm  vorhergehenden  den  Winkel  (n  —  1)  7t. 

12. 

Bei  dem  Uebergange  von  einer  Begrenzungslinie  zur  folgenden  hat 
man   zwei  Fälle   zu   unterscheiden.     Entweder  treffen  sie  zusammen  in 
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einem  im  Endlichen  liegenden  Schnittpunkte,  oder  sie  erstrecken  sich 
ins  Unendliche. 

Im  ersten  Falle  sei  an  der  im  Innern  der  Minimalfläche  liegende 
Winkel  der  beiden  Begrenzungslinien.  Legt  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  zu  untersuchenden  Eckpunkt,  die  positive 
;r-Axe  in  die  positive  Normale,  so  ist  in  beiden  Begrenzungslinien  der 
reelle  Theil  von  X  =  0.  Beim  Uebergange  von  der  ersten  Begrenzungs- 
linie zur  folgenden  ändert  sich  also  der  Arcus  von  X  um  mTt^  ein 
ganzes  Vielfaches  von  ;r,  der  Arcus  von  Y  um  aii.     Man  hat  daher 


-  log  X  =  log  r  +  f.  c. 


Erstreckt  sich  die  Fläche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Begrenzungsgeraden  ins  ünendlichej  so  lege  man  die  positive  ii?-Axe 
in  ihre  kürzeste  Verbindungslinie,  parallel  der  positiven  Normalen  im 
Unendlichen.  Die  Länge  der  kürzesten  Verbindungslinie  sei  A^  und 
«TT  der  Winkel,  welchen  die  Projection  der  Minimalfläche  in  der  yz- 
Ebene  ausfüllt.  Dann  bleiben  die  reellen  Theile  von  A"  und  i  log  >/ 
im  Unendlichen  endlich  und  stetig  und  nehmen  in  den  begrenzenden 
Geraden  constante  Werthe  an.    Hieraus  ergiebt  sich  (für  ^  =  c»,  »:  =  <x>) 


20:  JE 


=  1/— 


log  Y\  -f-  f.  C. 


Y=  —  ~-     +f.c. 

Legt  man  die  r^-Axe  eines  Coordinatensystems  in  eine  begrenzende 
Gerade,  die  a-'g-Axe  eines  andern  Systems  in  die  zweite  begrenzende 
Gerade  u.  s.  f.,  so  ist  in  der  ersten  Linie  logT^^,  in  der  zweiten  log?/., 
u.  s.  f.  rein  imaginär,  da  die  Normale  zu  der  betrefiFenden  Axe  der  x^, 

der  X.,  u.  s.  f.  senkrecht  steht.     Es  ist  also  «^rr— ^ —  in  der  ersten  Be- 

d  log  r?i 

grenzungslinie  reell,  i-^, — ^ —  in  der  zweiten  u.  s.  f.     Da  aber  auch  für 

^  ^  '      d  log  r]., 

ein  beliebiges  Coordinatensystem  (,2",  y,  s)  immer 


ist,  so  findet  sich,  dass  in  jeder  geraden  Begrenzungslinie 
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'^''=V'dW^^^''^'i 


dlogr] 
entweder  reelle  oder  rein  imaginäre  Werthe  besitzt. 


13. 

Die  Minimalfläche  ist  bestimmt,  sobald  man  eine  der  Grossen  u, 
rj,  X,  Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  ausgedrückt  hat.  Dies  gelingt  in 
vielen  Fällen.     Besondere  Beachtung  verdienen  darunter  diejenigen,  in 

Avelchen  ^^ eine  algebraische  Function  von  ri  ist.     Dazu  ist  nothig 

d  log  rj  °  " 

und  hinreichend,  dass  die  Abbildung  auf  der  Kugel  und  ihre  symmetri- 
schen und  congruenten  Fortsetzungen  eine  geschlossene  Fläche  bilden, 
v^^elche  die  ganze  Kugel  einfach  oder  mehrfach  bedeckt. 

Im  Allgemeinen  aber  wird  es  schwierig  sein,  direct  eine  der 
Grössen  u,  r],  X,  Y,  Z  durch  eine  der  übrigen  auszudrücken.  Statt 
dei-sen  kann  man  aber  auch  jede  von  ihnen  als  Function  einer  neuen 
zweckmässig  gewählten  unabhängigen  Variablen  bestimmen.  Wir  führen 
eine  solche  unabhängige  Variable  t  ein,  dass  die  Abbildung  der  Fläche 
auf  der  ^Ebene  die  halbe  unendliche  Ebene  einfach  bedeckt,  und  zwar 
diejenige  Hälfte,  für  welche  der  imaginäre  Theil  von  t  positiv  ist.  In 
der  That  ist  es  immer  möglich,  t  als  Function  von  m  (oder  von  irgend 
einer  der  übrigen  Grössen  rj,  X,  Y,  Z)  in  der  Fläche  so  zu  bestimmen, 
dass  der  imaginäre  Theil  in  der  Begrenzung  =  0  ist,  und  dass  'sie  in 
einem  beliebigen  Begrenzungspunkte  (ii  =  h)  unendlich  von  der  ersten 
Ordnung  wird,  d.  h. 

^  =  ^  +  f.  c.         (u  =  h\ 

Der  Arcus  des  Factors  yon  — —-j  ist  durch  die  Bedingung  be- 
stimmt, dass  der  imaginäre  Theil  von  t  in  der  Begrenzung  =  0,  im 
Innern  der  Fläche  positiv  sein  soll.  Es  bleibt  also  in  dem  Ausdrucke 
von  t  nur  der  Modul  dieses  Factors  und  eine  additive  Constante  will- 
kürlich. 

Es  sei  t  =  a^,  a.^,...  für  die  Verzweigungspunkte  im  Innern  der 
Abbildung  auf  der  ^/-Ebene,  t  ^=h^,  h.,,  ...  für  die  Verzweigungspunkte 
in  der  Begrenzung,  die  nicht  Eckpunkte  sind,  1=0^,  c^,  ...  für  die 
Eckpunkte,  t  =  e^^,  e.^,  ...  für  die  ins  Unendliche  sich  erstreckenden 
Sectoren.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die 
sämmtlichen  Grössen  a,  h,  c,  e  im  endlichen  Gebiete  der  ^- Ebene 
liegen. 
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Dann  hat  man 

für  t=a       log^'  =  (|-  -^  Ij  log(^  —  a)  -f  f.  c, 

„    t  =  h       log'||  =  (f-l)log(^-&)+f.c., 
^,    t  =  c       \og~  =  (~  —  l)  log {t  —  c)-\-  f.  c, 

„    f  =  e  t(  =  ]/^  log  (t  —  e)-{-  f.  c. 

Man  kann  die  Untersuchung  auf  den  Fall  w  ==  3,  in  =  1  be- 
schränken, d.  h.  auf  einfache  Verzweigungspunkte,  und  den  allgemeinen 
Fall  aus  diesem  dadurch  ableiten,  dass  man  mehrere  einfache  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallen  lässt. 

Um   den  Ausdruck  für  -jj  zu  bilden,  hat  man  zu  beachten,   dass 

längs  der  Begrenzung  dt  reell,   du  entweder  reell   oder  rein  imaginär 

ist.     Demnach   ist  i-jjj    reell,  wenn  t  reell  ist.     Diese  Function  kann 

man  über  die  Linie  der  reellen  ^Verthe  von  t  hinüber  stetig  fortsetzen, 
indem  man  die  Bestimmung  trifft,  dass  für  conjugirte  Werthe  t  und  f 
der  Variabein  auch  die  Function  conjugirte  Werthe  haben  soll.  Als- 
dann ist  (-^j  für  die  ganze  ^- Ebene  bestimmt  und  zeigt  sich  ein- 
werthig. 

Es  seien  a\,  d^,  ...  die  conjugirten  Werthe  zu  a^,  a.^,  .  .  .,  und 
das  Product  (t  —  « J  (t  —  a^)  .  .  .  werde  mit  77  (t  —  a)  bezeichnet. 
Alsdann  ist 

(1 1)        u  =  const.  +   ri/nJt-a)nit-a)nit-J»    const  cU  ^ 

J   Y  n{t  —  c)  n{t  —  e) 

Die  Constanten  «,  &,  c  etc.  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  für 

t  =  e    u  =]/-^  log  (^  —  e)  +  f.  c. 

wird.  Damit  ii  für  alle  Werthe  von  t  ausser  a,  h,  c,  e  endlich  und 
stetig  bleibe,  muss  für  die  Anzahl  dieser  letztgenannten  Werthe  eine 
Relation  bestehen.  Es  muss  die  Differenz  der  Anzahl  der  Eckpunkte 
und  der  in  der  Begrenzung  liegenden  Verzweigungspunkte  um  4  grösser 
sein  als  die  doppelte  Differenz  der  Anzahl  der  innern  Verzweiguugs- 
punkte  und  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Sectoren.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

77(^  —  d)  n{t  —  d)  n(t  —  h)  =  rp{t), 

n{t-c)  n(t-ey  =  x(t), 
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d.  h.  ,  /—TT 

du  ,1  /cpit) 

^  =  const.f/  — , 

so  ist  die  ganze  Function  q)(f)  vom  Grade  v  —  4,  wenn  %(/)  vora 
Grade  v  ist.  Hier  bedeutet  v  die  Anzahl  der  Eckpunkte  vermehrt  um 
die  doppelte  Anzahl  der  ins  Unendliche  verlaufenden  Sectoren. 

14. 

Es  ist  noch  rj  als  Function  von  t  auszudrücken.  Direct  gelangt 
man  dazu  nur  in  den  einfachsten  Fällen.  Im  Allgemeinen  ist  der  fol- 
gende Weg  einzuschlagen.  Es  sei  v  eine  noch  näher  zu  bestimmende 
Function  von  t,  die  als  bekamit  vorausgesetzt  wird.    In  den  Gleichungen 

(8),   (9),  (10)  kommt   es   wesentlich  an  auf  y^ ,    wofür    man    auch 

schreiben  kann  -r-  -j-, .     Der    letzte    Factor    lässt    sich    ansehen   als 

dv  d  log  7} 

Product  der  beiden  Factoren 

die  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügen 

(13)  7,^_A,,^=1 

^      ^  ^  dv  '^  dv  ' 

sowie  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^  ^  k,   dv''  ~  l:,  dv^'' 

Gelingt  es  also,  die  eine  oder  die  andere  Seite  dieser  letzten 
Gleichung  als  Function  von  t  auszudrücken,  so  lässt  sich  eine  homogene 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  herstellen,  von  welcher 
/.\  und  /u,  particuläre  Integrale   sind.     Es   sei  Je  das   vollständige  Inte- 

d^k 
gral.     Wir  ersetzen  ^  durch  das  ihm  gleichbedeutende 


dv  d' 

■k        dk 

d'-v 

dt  di 

\^         dt 
.dt) 

dt^ 

d 

erhalten 

für 

l-  die 

Differentialgleichung 

">) 

dv 
'dt 

d'k 
df' 

d^v  dk 
dt^    dt 

-  ^ 

\  1 

Von    der    Gleichung    (15)    seien    zwei    von    einander    unabhängige 
particuläre  Integrale  K^  und  K2  gefunden,  deren  Quotient  K^:  K^=  H 
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ein  von  Bögen  grösster  Kreise  begrenztes  Abbild  der  positiven  t  Halb- 
ebene auf  der  Kugelfläclie  liefert.  Dasselbe  leistet  dann  jeder  Ausdruck 
von  der  Form 

(16)       .  ^  =  c    r+T'H' 

worin  6  reell  und  a,  a    conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

Die  Function  v  ist  so  zu  wählen,  dass  für  endliche  Werthe  von  t  die 

ünstetigkeiten  von  -j-  -3—5-  nicht  ausserhalb   der  Punkte   a,   a\  h,  c,  e 

liegen. 

Setzt  man 

dv  1  1 


(17) 


dt     ycpit)xit)      vnt) 


1     d^k 
so  wird  die  Function  -7-  -7-5  im  Endlichen  unstetig  nur  für  die  Punkte 

k    dv^  ° 

a,  d,  l),  c,  und   zwar   für  jeden  unendlich   in  erster   Ordnung.     Man 
erhält  nemlich  für  t  =  c 

2yt  —  c 
V  —  v,..= 


Tic) 
7]c  =  const.  (t  —  cy. 


Folglich : 


und  hieraus: 


^1       V  dn 


const.  (v  —  Vc) 


1      (V-li^  (yy_|)^'(c) 


k  dv'^        *  t  —  c 

Entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  t  =  a,  d,  h,  in  denen  c  resp. 
durch  a,  d ,  h,  und  y  durch  2  zu  ersetzen  ist. 

Eine    ähnliche    Betrachtung   lehrt,    dass    für    t  =  e   die   Function 

-y-  -T-r.  stetig  bleibt. 
A;    dv-  » 


Für  t  =  00  ergiebt  sich 
l^  d'k 
k 


:^;=(-|-  +  2)(|-l)«^'-". 


Demnach  lautet  der  Ausdruck  für  -r  ^-^  wie  folgt: 


k   dv'        ^^         (t  —  n\         "r-^W- 


k   dv-        ^  jiLj         {t  —  g) 

Die  Summe  bezieht  sich  auf  alle  Punkte  tj  =  a,  d,  h,  c,  und  bei 
a,  d,  h  ist  2  statt  y  zu  setzen.  F{t)  ist  eine  ganze  Function  vom 
Grade  (2v  —  6),  in  der  die  ersten  beiden  Coefficienten  sich  folgender- 
massen  bestimmen.     Man  bringe  dv  in  die  Form 
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dv 


.r  +  4    (]± 
tt 


f 


■r  +  4 


oder  kürzer  =  a  (h\. 

Dami  ergiebt  sich  durch  Diiferentiatioii 


dvi 


d^ 

dv'^ 


P_    [(dr\-^ 
v'^  \_\dvj 

folgHch 

/(Z  7j\h    d-       fd  A"  k 
\dv)     IP  [\dv) 

oder 


dj^ 
di\ 


_\dt\J       J     '     \dVi/  dv- 

(an 

\fZfi 


diq 


d' 


dv\    L\'^'^"i 


d  fj 


d'' 
dv} 


k    dv'- 


,       _  1   d-'ici-n 


i  d-  («2) 
t'  — - — - 
dv'' 


oder 


(d^\\   d^ 
\dv^J     dv\ 


dv^, 


_^-2,.  +  , 


f'{9) 


+  i 


—  2. +8 


Fit)  -  a 


t-g 

I  d'^a^) 


dv"^ 


Die  Function  auf  der  linken  Seite  ist  endlich  für  ^  =  oo.     Folg- 
licli   hat   man    rechts   in   der  Entwicklung  von  f~ "'  '^^  F(t)  und   von 

«^  — j-^-  die  Coefficienten   voii    ^^  und   resp.   von    f   einander  gleich  zu 


setzen. 


Die  Entwicklung  von  «^^)^  giebt  nach  einfacher  Rechuung 


dv-' 


I  ^2  („i) 


dv'' 


==^(_|_l_2)r'+-^^ 


-  .■  +  2 


/(O) 


dt 


Hiernach  bleiben,  in  F(f)  noch  2v  —  7  unbestimmte  Coefficienten. 
Es  ist  aber  wichtig  zu  bemerken,  dass  dieselben  reell  sein  müssen. 
Denn  wir  haben  in  §.  12  gefunden,  dass  du  reell  oder  rein  imaginär 
ist  in  allen  geraden  Begrenzungslinien  der  Minimalfläche  und  folglich 
auch  an  jeder  Stelle  in  der  Begreiizung  der  Abbildungen.  Vermöge 
der  Gleichung  (17)  gilt  dasselbe  von  dv.     Daraus  lässt  sich  beweisen, 

1    d'l- 


dass   für   reelle  Werthc   von  t  die   Function 
reelle  Werthe  besitzt. 


k   dv'' 


nothwendiijerweise 


Um  diesen  Beweis  tu  führen,  betrachten  wir  die  Abbildung  auf 
der  Kugel  vom  Radius  1  und  nehmen  irgend  einen  Theil  der  Begren- 
zung, also  den  Bogen  eines  gewissen  grössten  Kreises.  Im  Pole  dieses 
grössten  Kreises  legen  wir    die  Tangential-Ebene   an   und   bezeichnen 
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sie  als   die   Ebene    der  t]^.     Dann   lassen   sich   die   constanten   Grössen 
«i;  cc\,  9^  so  bestimmen,  dass 


Ol  ^      H—  a, 

Vi  =  e 


ist,  und  wir  erhalten  zwei  Functionen  Z;j  =  V^'^  und  Jc^  =  yj^  l/'dv 
die  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  (15)   sind.     Folo-lich 


haben  wir 

1    d^i^  1    dV. 


k    dv^         7.'      dv'^ 

Der    eben    betrachtete   Theil    der  Begrenzung    bildet    sich   in   der 
7^1 -Ebene  ab  durch  die  Gleichuno; 

und  wenn  man  dies  in  Jc\  einführt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  in  dem 
fraglichen  Begrenzungstheile  -V  '^  reell    ausfällt.     Folglich  gilt  das- 

selbe  von  y  ~ ,  und  da  diese  Betrachtung  für  jedes  einzelne  Begren- 
zungsstück angestellt  werden  kann,  so  ist  y  ^^  reell  in  der  ganzen 
Begrenzung. 

Nun  fällt  aber  bei  einem  reellen  oder  rein  imaginären  dv  die 
Function  ~r  -j^-  auch  dann  reell  aus,  wenn  man  allgemeiner 

Vi  =  Qi  c'^' ' 
setzt  und  den  Modul  q,  constant  nimmt.  Damit  also  die  Axe  der 
reellen  t  sich  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  wirklich  in  Bögen  grösster 
Kreise  abbilde,  muss  für  jeden  Begrenzungstheil  Qi  =  1  sein.  Dies 
liefert  ebenso  viele  Bedingungsgleichungen,  als  einzelne  Begrenzungs- 
linien gegeben  sind. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist,  wie  schon  im  vorigen  Paragraphen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Werthe  a,  h,  c,  c  sämmtlich  endlich  seien.  Trifft 
dies  nicht  zu,  so  bedarf  die  Betrachtung  einer  geringen  Modification. 

Anmerkung.  Die  Aufgabe  ist  hiermit  vollständig  formulirt.  Im  einzelnen 
Falle  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Differentialgleichung  (15)  wirklich  aufzustellen 
und  zu  integriren.  Uebrigens  ist  es  nicht  unwichtig,  zu  bemerken  ,  dass  die  An- 
zahl der  in  der  Lösung  auftretenden  willkürlichen  reellen  Constanten  ebenso  gross 
ist  wie  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  vermöge  der  Natur  der 
Aufgabe  und  vermöge  der  Daten  des  Problems  erfüllt  sein  müssen.  Wir  bezeich- 
nen die  Anzahl  der  Punkte  a,  h,  c,  e  resp.  mit  A,  B,  C,  E  und  beachten,  dass 
2A^B-\-^  =  C-\-2E  =  v  ist.  In  der  Differentialgleichung  (15)  treten 
2A  -\-  B  -\-  46'  -{■  bE  ~  li)  willkürliche  reelle  Constanten  auf,  )iemlich:  die  Win- 
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kel  y,  deren  Anzahl  C  ist;  die  2v  —  7  Coustanten  der  Function  F {t)\  die  reellen 
Grössen  fe,  c,  e,  von  denen  man  dreien  beliebige  Werthe  geben  kann,  indem  man 
für  t  eine  lineare  Substitution  mit  reellen  Coefficienten  macht.  Zu  diesen  willkür- 
lichen Constanten  kommen  bei  der  Integration  noch  10  hinzu,  nemlich  0  reelle 
Constanten  in  77,  ein  Factor  von  du  und  je  eine  additive  Constante  in  den  Aus- 
drücken für  X,  y,  z.  Die  Lösung  enthält  also  2A-\-B-^iC-}-bF  reelle  Con- 
stanten von  unbestimmtem  Werthe. 

Die  Daten  des  Problems  bestehen  in  den  Coordinaten  der  Eckpunkte  und 
den  Winkeln,  welche  die  Richtungen  der  ins  Unendliche  verlaufenden  ßegren- 
zungslinien  festlegen.  Diese  Daten  sprechen  sich  in  3C  -\-  ^E  Gleichungen  aus. 
Dazu  kommen  C  -\-  E  Bedingungsgleichungen,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit  die 
Axe  der  reellen  t  sich  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  in  C  -\-  E  Bögen  grösster 
Kreise  abbilde.  Wenn  also  die  Zahl  der  ßedinguugfgleichungen  ebenso  gross  sein 
soll  wie  die  Zahl  der  unbestimmten  Constanten,  so  fehlen  noch  ebenso  viele  Glei- 
chungen, wie  Punkte  a,  «',  h  vorhanden  sind.  Nun  ist  aber  die  Differential- 
gleichung (15)  so  beschaffen,  dass  in  der  Umgebung  jedes  dieser  Punkte  das  In- 
tegral einen  Logarithmus  enthalten  kann.  Ein  solcher  .ist  nach  der  Natur  der 
Aufgabe  nicht  zulässig,  und  damit  er  nicht  auftrete,  ist  für  jeden  der  genannten 
Punkte  Eine  Bedingungsgleichung  zu  erfüllen. 

In  der  That  ist  hiernach  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungcu  ebenso  gross 
wie  die  Anzahl  der  unbestimmten  Constanten  in  der  Lösung. 

Beispiele. 

15. 

Die  Begrenzung  bestehe  aus  zwei  unendlichen  geraden  Linien, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Ihre  kürzeste  Verbindungslinie  habe 
die  Länge  A,  und  es  sei  an  der  Winkel,  welchen  die  Projection  der 
Fläche  auf  der  rechtwinklig  gegen  jene  Verbindungslinie  gelegten 
Ebene  ausfüllt. 

Nimmt  man  die  kürzeste  Verbindungslinie  zur  a:-Axe,  so  hat  in 
jeder  der  beiden  Begrenzungsgeraden  x  einen  constanten  Werth. 
Ebenso  ist  (p  in  jeder  der  beiden  Begrenzungsgeraden  constant.  In 
unendlicher  Entfernung  ist  die  positive  Normale  für  den  einen  Sector 
parallel  der  positiven,  für  den  andern •  Sector  parallel  der  negativen 
£C-Axe.  Die  Begrenzung  bildet  sich  auf  der  Kugel  in  zwei  grössten 
Kreisen  ab,  die  durch  die  Pole  rj  =  0  und  iq  =  00  gehen  und  den 
Winkel  an  einschliessen. 

Hiernach  hat  man 

A  =  —  - —  log  y] 

lA    /  1 

'.an 

iA 


s  =  —  ö —  {V 


2cin   \ij  '  J 
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folglich 


X  =  —  i  - —  loff  fX]  • 
2  an  \V  J 

(«)  .     A     ,         {         .9\ 

=  —  *  -^r—  log ^  )  , 

worin  man  die  Gleicliung  der  Sehraubenfläche  erkennt. 

Der  Inhalt  der  Fläche  ist  unendlich  gross.  Soll  also  von  einem 
Minimum  die  Rede  sein^  so  ist  dies  so  /u  verstehen.  Der  Inhalt  jeder 
andern  Flüche  von  derselben  Begrenzung  ist  ebenfalls  unendlich  gross. 
Aber  wenn  man  den  Inhalt  der  Schraubenfläcbe  abzieht,  so  kann  die 
Differenz  endlich  sein,  und  die  Schraubenfläche  hat  die  Eigenschaft, 
dass- diese  endliche  Differenz  positiv  ausfällt. 

In  demselben  Sinn  hat  man  die  Miuimal-Eigenschaft  immer  auf- 
7Aifassen,  wenn  die  Fläche  unendliche  Sectoren  besitzt. 

16. 

Die  Begrenzung  bestehe  aus  drei  geraden  Linien,  von  denen  zwei 
sich  schneiden  und  die  dritte  zur  Ebene  der  beiden  ersten  parallel  läuft. 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Schnittpunkt 
der  beiden  ersten  Geraden,  die  positive  a;-Axe  in  die  negative  Normale, 
so  bildet  jener  Schnittpunkt  auf  der  Kugel  sich  ab  im  Punkte  ?^  =  oo. 
Die  Abbildung  der  beiden  ersten  Geraden  sind  grösste  Halbkreise,  die 
von  ?2  =  oo  bis  t^  =  0  laufen.  Ihr  Winkel  sei  an.  Die  Abbildung 
der  dritten  Linie  ist  der  Bogen  eines  grössten  Kreises,  der  von  »^  =  0 
ausgeht,  an  einer  gewissen  Stelle  umkehrt  und  in  sich  selbst  bis  zum 
Punkte  ij  =  0  zurückläuft.  Dieser  Bogen  bilde  mit  den  beiden  ersten 
grössten  Halbkreisen  die  Winkel  —  ^it  und  y%,  so  dass  ^  und  y  ab- 
solute Zahlen  sind  und  ^  -\-  y  =  a  sich  ergiebt.  Um  die  Abbildung 
auf  der  halben  ^- Ebene  zu  erhalten,  setzen  wir  fest,  dass  ^  =  oo  sein 
soll  für  ?y  =  CO,  dass  dem  anendlichen  Sector  zwischen  der  ersten  und 
dritten  Linie  t  =  h,  dem  unendlichen  Sector  zwischen  der  zweiten  und 
dritten  Linie  t  =  c,  dem  Umkehrpunkte  der  Normalen  auf  der  dritten 
Linie  t  =  a  entsprechen  soll.  Dabei  sind  a,  &,  c  reell  und  c  >  «  >  h. 
Diesen  Bestimmungen  entspricht  r;  =  (^  —  hY  (t  —  c)i'.  Der  Werth  a 
hängt  von  h  und  c  ab.     Man  hat  nemlich 

dt  {t  —  b)  {t  —  c) 

und  dieses   muss  für  den  Umkehrpunkt  =0   sein,  also  a  =    \i,    ^- 

ß  -\-  7 
Man  hat  weiter  nach  Art.  12.  und  13. 


rJn  =  V'^  ^''  "  ^)  (^  +  y)    it-tt)'dt 

V  -i.n  {t-b)(t  —  c)' 
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2  Tl 

oder  wenn  man  c  —  &  ^=  — r  annimmt 

A 

du  =  -Vß  +  y  {t-h)[t-c) 
du  1 


Folglich 


/    du    \2  dt 

\d  log  ri)    ^^  ^^^  ^  ^  (T—  b)  {t  -^ 


/dt .    r  dt' 

{t-b){t-c)~^\j    {t'-h){t'-c)' 


dt 


{t  -h){t-  c) 

i  c  ji'  -  ^f  (f  -  <^y  -  ji'  -  ^r^  (i'  -  ^r  ^  ,7V 

+  YJ  it'-b){t'-c)  '^^' 

—  __  1  r  (^  -  ^/  (^  -  <^y  +  (^  -  ^)~  ^'  ji  -  or '  . . 

~~        V  .(t-b)(t-c) 

_i  /'(^'  -  &/  (^  -  cY  +  (r  -  fe)-/^  {t'  -  cr^    , 

V  {t'-b){t'-c) 


17. 

Die  Begrenzung'  bestehe  ans  drei  einander  kreuzenden  geraden 
Linien,  deren  kürzeste  Abstände  A,  B,  (J  sein  mögen.  Zwischen  je  zwei 
begrenzenden  Linien  erstreckt  sich  die  Fläche  ins  Unendliche.  Es 
seien  an,  ßn,  yit  die  Winkel  der  Richtungen,  in  welchen  die  Grenz- 
linien des  ersten,  des  zweiten,  des  dritten  Sectors  in  s  Unendliche  ver- 
laufen. Setzt  man  fest,  dass  für  die  drei  Sectoren  der  Minimalfläche 
im  Unendlichen  die  Grösse  t  resp.  =0,  c»,  1   sein  soll,  so  erhält  man 

du  ]/cp  (t) 

dJ        t{l  —  t) ' 

(f)  (f)  ist  eine  ganze  Function  zweiten  Grades.  Ihre  Coeffieienten 
bestimmen  sich  daraus,  dass 

lur  t=  0  ,.,      7-  =  1/  — — 

dlogt  r    27t 

für  t  =  Oü  _Jji_  _  l/H 

dlost  r     2  TT 


für  t  =  1 


du  i/^'y 

d\og(l  —  t)    '^   \  Yn 


sem  muss. 

Danach  ergiebt  sich 
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Je  nachdem  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p{t)  =  0  imaginär  oder 
reell  sind,  hat  die  Abbildung  auf  der  Kugel  einen  Verzweigungspunkt 
im  Innern  oder  zwei  Umkehrpunkte  der  Normalen  auf  der  Begrenzung. 

Die    Functionen    Jq  =  ]/^    und    h^  =  r]  ]/^  werden   nur  für 

die  drei  Sectoren  unstetig,  wenn  man  ^  =  <5P  (0  nimmt.  Und  zwar 
ist  die  Unstetigkeit  von  l\  der  Art,  dass 

für  ^  =  0  .  t    ^      ''  \ 

für  ^  =  oo  t     '■^      -  Jx\ 

für  ^  =  1  (1  —  0     '      '  K 

einändrig  und  verschieden  von  0  und  oo  wird.     l\  und  /.^  sind  particu- 

läre   Integrale   einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung,  die  sich  ergiebt,  wenn  man  ,-  V^  aus  seinen  Unstetigkeiten 
als  Function  von  t  darstellt  und  t  statt  v  als  unabhängige  Variable  in 

7  2  7. 

^  einführt.  Hat  man  das  particuläre  Integral  Ic^  gefunden,  so  ergiebt 
sich  k2  aus  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

Das  vollständige  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  werde  mit 

/  J_ a       _  _3 ^       ^   _   y 

2  2  2  2         ^  2^ 

^  ^  '       1   4_  iL      _  A  _i_  i        i_    I    _L      I 

i2~2  2'2  2'2        j 

bezeichnet.  Diese  Function  genügt  wesentlich  denselben  Bedingungen, 
die  in  der  Abhandlung  über  die  Gauss 'sehe  Reihe  F{a,  ß,  y,  x)  als 
Definition  der  P-Function  ausgesprochen  sind  *).  Sie  weicht  von  der 
P-Function  darin  ab,  dass  die  Summe  der  Exponenten  —  1  ist,  nicht 
-f-  1  wie  bei  P. 

Man  kann  die  Function  Q  mit  Hülfe  einer  Function  P  und  ihrer 
ersten  Derivirten  ausdrücken.     Zunächst  ist  nemlich 


*)  Beiträge  zur  Theorie   der  durcli  die  Gauss'sclic  Rellie  F {a,  ß,  y,  •')  dar- 
stellbaren Functionen.     (S.  02  dieser  Sammlung.) 

Kiemann's  gosammclte  mathematische  Weike.     I.  20 


306 


XVII.     lieber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt 


Ji  =  t-       "  (1  -  0 
Setzt  man  nun 


2  2 


—  a  —  ß 


Q 


u-\-  ^  —  y 


0 


«  —  (5  —  y  +  1 


«  -"+P-y+^  y 


^ 


fZCN 


SO  lassen  sich  die  Constanten  a,  h,  c  so  bestimmen,  dass 

\         tt  1         y 

(.)  /,  _  ^^"^  (1  _  tf~  '  ^(a  +  ÖO*?  H-  et  (1  -  0  II) 

wird.  In  der  That  hat  man  nur  diesen  Ausdruck  in  die  Differential- 
gleichung (c)  einzusetzen  und  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
für  6  zu  beachten,  um  zu  der  Gleichung  zu  gelangen 

F{t)  =  a  (a  +  c«)  (1  —  0  +  C«  +  ?>)  («  +  &  —  cy)  t 


\l-t){l 


«+ß+y-i 


(- 


«  —  ß  +  y 


'') 


Vermöge  der  Eigenschaften  der  Function  a  kann  man  setzen 

und  folglich  muss  F(f)  =  (p(t)  sein.  Hieraus  ergeben  sich  drei  Be- 
dingungsgleichungen für  a,  l),  c,  die  eine  sehr  einfache  Form  an- 
nehmen, wenn  man 


.      a                       ,          a  4-  y  —  1  ,     ,  y 

a-\-    -c=p,     h ^-| c  =  q,      a -\- b  —  f  c  = 

setzt.     Die  Bedingungsgleichungen  lauten  dann 

pp  —  cia{p-\rq-{-  rf  =  -^ , 

qq  —  ßß(p-\-q-\-rf  =  ^, 

Cv 
rr  —  yy{p-^q-\-  rf  =  -^  . 

Mit  Hülfe  der  Function 

a  ß        1  y 


A  =  P, 


t 


^    1  Aix  r 

2  2         2    "^    2       j 

deren  Zweige  Aj  und  X^  der  Differentialgleichung  genügen 
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kann  man  li  noch  einfacher  ausdrücken,  nemlich 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  die  einzelnen  Zweige  der  Function  1: 
in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  herzustellen.  Der  Weg  dazu 
ist  in  art.  VII.  der  Abhandlung  über  die  Function  P  vorgezeichnet. 

In  dem  besondern  Falle,  dass  die  drei  begrenzenden  geraden  Linien 

den  Coordinatenaxen  parallel  laufen,  ist  a  =  /3  =  y  =  — .     Dann     er- 
hält man 

Der  Zweig  k^  dieser  Function  ist 

=  ^<~rf  ]/  ^^  +  (^  -  1)-  const., 
und  daraus  ergiebt  sich 

k,  =  ^ß  t'  {t  - 1/]/7+  {t  -  \f  \  p  +  qt  -  \  -  ^ VW-^)] , 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Functionen  lassen  sich  dX,  clY,  dZ  folgender- 
massen  ausdrücken 

dX=  —  iW  ^^(1  _t^2 ' 

dY=  —  Y  (^2    —  kl)   ^2(1  _ty  ' 

iX  =  (p  +  q  -  ry  ]/^-^  +  (_  ^,  +  ,^  +  rf  ]/*-=i 
+  i  (P  +  3g  +  r)  (p  -  q  +  r)  log *^(1^ , 

(g)        iY=-(p-q  +  rf  f^  _  (_  ^  +  ,^  +  rf  t-^ 

j_ 

—  K-P  +  2  +  3r)  (i?  +  ^  —  >")  log^-i-^; 

1  —  f"- 

iZ  =  (J9  -  q  +  r)-^  (1  -  t)^  +  (p  +  q  -  rf  (1  -  0^^ 

+  -2-  (3p  +  g  +  ^O  (—  p^-g.  +  r)  log  ~tZ=z  • 

20* 
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Wenn  p,  q,  r  reell  sind,  so  geben  die  doppelten  Coefficienten  von 
i  in  den  drei  Grössen  rechts  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Fläche. 

18. 
Die  Begrenzung  bestehe  aus  vier  sich  schneidenden  geraden  Linien, 
die  man  erhält,  wenn  von  den  Kanten  eines  beliebigen  Tetraeders 
zwei  nicht  zusammenstossende  weggelassen  werden.  Die  Abbildung 
auf  der  Kugeloberfläche  ist  ein  sphärisches  Viereck,  dessen  Winkel 
an,  ßji,  yTt,  OTT  sein  mögen.     Es  ergiebt  sich 

Gdt Cdt 

'     ~~  y  {t  —  a)  {t  —  b)  {t  —  c)  (t  —  d)        VA{t)  ' 

wenn  die   reellen  Werthe   f  =  a,  h,  c,  d  die  Punkte  der  /^-Ebene   be- 
zeichnen, in  welchen  sich  die  Eckpunkte  des  Vierecks  abbilden. 

Soll  die  in  §.  14  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  von  iq 
angewandt  werden,   so  hat  man  hier   speciell   cp{t)  =  l,  x(f)  =  ^{i), 

folglich  V  =  Y^  und 


7  -l/dv  -j  -i/dv 


Die  Functionen  l\  und  äJo  genügen  der  Differentialgleichung 

und  sind  particuläre  Integrale  der  Difierentialgleichung  zweiter  Ordnung 

A_dy^^  {aa-i)A'{a)  {ßß-i)A'{b) 

k    dv'^  t  —  a  '  t  —  b 

(yy-l)A-(c)  {dd  -  i)  A'  id) 

Die  Function  F{f)  des  §.  14  ist  hier  vom  zweiten  Grade,  aber  die 
Coefficienten  von  f'  und  von  t  sind  gleich  Null,  also  li  eine  Constante. 
In  der  letzten  Gleichung  hat  man  auf  der  linken  Seite  t  als  unab- 
hängige Variable  einzuführen  und  erhält 

=  (^«-i)A'(a)     ,     (P^-1)A'(&)  (yy-i)A'(c)  (^  <?  -  j-)  A' (fZ)         , 

t  -  a         "■  t-b  '  t  —  c  "T"  t  —  d         "T" 

als  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  li  Genüge  leisten 
muss. 

Sind  X,  ijj  z  als  Functionen  von  t  wirklich  ausgedrückt,  so  treten 
in  der  Lösung  noch  16  unbestimmte  reelle  Constanten  auf,  nemlich 
die  vier  Grössen  a,  h,  c,  d,  von  denen  wie  oben  drei  beliebig  ange- 
nommen  werden   können,  die   vier  Grossen   a,  ß,  y,  c),   die   Grösse  h, 
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ferner  6  reelle  Constanten  in  dem  Ausdrucke  für  r],  ein  constanter 
Factor  in  du  und  je  eine  additive  Constante  in  x,  y,  z.  Zur  Bestim- 
mung dieser  16  Grössen  sind  16  Bedingungsgleichungen  vorhanden;, 
nemlich  4  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  dass  die  vier  Begrenzungs- 
linien in  der  Ebene  der  >^  sich  auf  der  Kugel  in  grössten  Kreisen  ab- 
bilden, und  12  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  x,  y,  z  in  den  4 
Eckpunkten  gegebene  Werthe  haben. 

In  dem  speciellen  Falle  eines  regulären  Tetraeders  ist  die  Abbil- 
dung auf  der  Kugel  ein  regelmässiges  Viereck,  in  welchem  jeder  Winkel 
=  f  ;r.  Die  Diagonalen  halbiren  sich  und  stehen  rechtwinklig  auf  ein- 
ander. Die  den  Eckpunkten  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  der 
Kugeloberfläche  sind  die  Ecken  eines  congruenten  Vierecks.  Zwischen 
beiden  liegen  vier  dem  ursprünglichen  ebenfalls  congruente  Vierecke, 
die  je  zwei  Eckpunkte  mit  dem  ursprünglichen,  zwei  mit  dem  gegen- 
überliegenden gemein  haben.  Diese  sechs  Vierecke  füllen  die  Kugel- 
oberfläche einfach  aus.    Es  wird  also  -j-i eine  algebraische  Function 

d  log  7?  ° 

von  r\  sein. 

Man  kann  die  gesuchte  Minimalfläche  über  ihre  ursprüngliche 
Begrenzung  dadurch  stetig  fortsetzen,  dass  man  sie  um  jede  ihrer 
Grenzlinien  als  Drehungsaxe  um  180*^  dreht.  Längs  einer  solchen 
Grenzlinie  haben  dann  die  ursprüngliche  Fläche  und  die  Fortsetzung 
gemeinschaftliche  Normalen,  Wiederholt  man  die  Construction  an  den 
neuen  Flächentheilen ,  so  lässt  sich  die  ursprüngliche  Fläche  beliebig 
weit  fortsetzen.  Welche  Fortsetzung  man  aber  auch  betrachte,  immer 
bildet  sie  sich  auf  der  Kugel  in  einem  der  sechs  congruenten  Vierecke 
ab.  Und  zwar  haben  die  Abbildungen  von  zwei  Flächentheilen  eine 
Seite  gemein  oder  sie  liegen  einander  gegenüber,  je  nachdem  die 
Flächentheile  selbst  in  einer  Grenzlinie  an  einander  stossen  oder  an 
gegenüberliegenden  Grenzlinien  eines  mittleren  Flächentheils  gelegen 
sind.  In  dem  letzteren  Falle  können  die  betrefPenden  Flächentheile 
durch  parallele   Verschiebung  zur  Deckung   gebracht  werden.      Daher 

muss  (yj j    unverändert  bleiben,  wenn  y]  mit  —  —  vertauscht  wird. 

Legt  man  den  Pol  {y\  =  0)  in  den  Mittelpunkt  eines  Vierecks, 
den  Anfangsmeridian  durch  die  Mitte  einer  Seite,  so  ist  für  die  Eck- 
punkte dieses  Vierecks 


und 


,      c  1/3  —  1 


V2 
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Punkte,  denen  entgegengesetzte  Werthe  von  7]  angehören,  haben  die- 
selbe a-Coordinate.  Es  muss  also  L  ^^^  j  bei  der  Vertauschung  von 
r]  mit  —  t]  unverändert  bleiben.     Hiernach  erhält  man 

Cr 


/  du  y  _ 
\diogrj)  ~  y~i 


Die  Constante  C^  muss  reell  sein,  damit  dii^  in  der  Begrenzung 
reelle  Werthe  besitze. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auf  dem  folgenden  Wege. 
Die  Substitution 

[  n^  -\-rr^  —  2 yji  1 3  _  /t^  —  ly 

liefert  auf  der  ^- Ebene  eine  Abbildung,  die  von  einer  geschlossenen 
überall  stetig  gekrümmten  Linie  begrenzt  wird.  Die  Rechnung  zeigt, 
dass  d  log  t  in  der  Begrenzung  rein  imaginär  ist.  Folglich  ist  die 
Abbildung  der  Begrenzung  in  der  ^-Ebene  ein  Kreis  um  den  Mittel- 
punkt t  =  0.     Der  Radius  dieses  Kreises  ist  ==  1.     Den  Eckpunkten 

ni. 

entspricht  ^  =  +  1;  den  Eckpunkten 

—  TT 

entspricht  f  =^  -f-  /.  Geht  man  an  irgend  einer  dieser  vier  Stellen 
durch  das  Innere  der  Minimalfläche  von  einer  Grenzlinie  zur  folgenden, 
so  ändert  sich  dabei  der  Arcus  von  dt  um  jc.  Daher  kann  man,  wie 
in  §.  13.,  auch  hier  setzen 

du  C2 

dt  ~  y^t'i  _  1)  (^-^  ^  1) ' 

und  es  muss  Cl  rein  imaginär  sein,  damit  du'^  in  der  Begrenzung  reell 
ausfalle.     Es  findet  sich  C\  ==  3]/3  6'^  i. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  vorher  aufiiestellteu  für  {  A^ — )  • 

'°  \d  log  7]/ 

Zur  weitern  Vereinfachung  nehme  man 

und  beachte,  dass 

/    du    \2  /duY      dl       -,, 

Dann  ergiebt  eine  sehr  einfache  Rechnung 
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2j    \dlogvJ    \^^  V)  ^'  y    l/«,(i_a,)(l-9co)   ' 

wenn  q  = r-  (1  —  i  ]/3)  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  bezeichnet. 

Die  reelle  Constante  C  =  -^  C^  bestimmt  sich  aus  der  gegebenen  Länge 
der  Tetraederkanten. 

19. 

Endlich  soll  noch  die  Aufgabe  der  Minimalfläche  für  den  Fall 
behandelt  werden,  dass  die  Begrenzung  aus  zwei  beliebigen  Kreisen 
besteht,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen.  Dann  kennt  man  die  Richtung 
der  Normalen  in  der  Begrenzung  nicht.  Daher  lässt  sich  diese  auch 
nicht  auf  der  Kugel  abbilden.  •  Man  gelangt  aber  zur  Lösung  der 
Aufgabe  durch  die  Annahme,  dass  alle  zu  den  Ebenen  der  Grenzkreise 
parallel  gelegten  ebenen  Schnitte  Kreise  seien.  Und  es  wird  sich  zeigen, 
dass  unter  dieser  Annahme  der  Minimalbedinguug  Genüge  geleistet 
werden  kann. 

Legt  man  die  Ä;-Axe  rechtwinklig  gegen  die  Ebenen  der  Grenz- 
kreise, so  ist  die  Gleichung  der  Schnittcurve  in  einer  parallelen  Ebene 
(Je)  F=f-j-z'  +  2ay-\-2ßz  +  y  =  0, 

und  «,  ß,  y  sind  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen.    Zur  Abkürzung 
werde 

gesetzt,  so  dass 

dF     .  dF     .      .  dF 

cos  r  ==  n  ^— ,  sm  r  cos  w  =  n  -k-  ,    sin  r  sm  op  ==  n  ^^ 

öx  '  ^  dy  '  ^  €z 

ist.    Dann  lässt  sich  die  Bedingung  des  Minimum  in  die  Form  bringen 


K^^'äl)  .  K^lv)  .  K^w) 


öx         '  oy         '  dz 

oder  nach  Ausführung  der  DiiFerentiation 

^j^{F+a^  +  ß^-y)^  4^-g--4^  .-  (F+a-  +  ß^-  y) 
-\- 4  -  2  (F -\- a' -\- ß' —  y)  ==  0. 
Schreibt  man  a-  -\-  ß^^  —  y  =^  —  q  und  beachtet,  dass  F  =  0  ist, 
so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 
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d'F         8Fdq     .    ^  ^ 

und  giebt  nach  einmaliger  Integration 

L  |F  +  2  r^  +  const.  =  0. 

Die  Integrationsconstante  ist  von  x  unabhängig.    Nimmt  man  anderer- 
seits /  -—  unabhängig  von  y  und  z)  so  muss  die  Integrationsconstante 

1  P^  F 

eine   lineare   Function  von   ij   und  £  sein,   weil  — 4—   eine    solche   ist. 

^  '  q  ex 

Man  hat  also 

-  ?^  +  2  /*—  +  2ay  +  2T)z  +  const.  =  0. 

q     ex     '  I     q      '  ^     '  ' 

Vergleicht  man  damit  das  Resultat  der  directen  Differentiation  von  F, 
nemlich 

ox  ^  dx    '  dx    *    dx 

so  ergiebt  sich 

da flß  7 

dx  ^^   dx  -^ 

und  wenn  mau  /  qdx  =  ni  setzt: 

a  ^  —  am  -\-  d,  ß  =  —  hm  -\-  c. 

Hiernach  hat  man 

^^=.^2ay']^--2h,']^  +  % 
cx^  "^  dx  dx    '    dx^' 

und  diese  Ausdrücke  sind  in  die  Gleichung  (l)  einzuführen.     Nach  ge- 
höriger Hebung  erhält  man 

^  dx^        dxdx    '       '■'■  ' 

eine  Gleichung,  die   sich   Aveiter  vereinfacht,  wenn  man  beachtet,  dass 

y  =  q-{-  a'  -f  ß-'  =  q  +/-(m)  -  ^  +  /•('>*), 
f(m)  =  («2  4-  J/)  ur  —  2  {ad  -f  b<S)  m  +  cl"  +  e\ 

Nimmt  man  hieraus  ^  und  ^,  so  geht  die  Differentialgleichung, 
welche  die  Bedingung  des  Minimum  ausdrückt,  über  in  folgende: 

('«)  ä  S  -  (£)  +  -^'i  +  2  («^  +  ^')  r  -  0, 

Zur  Ausführung  der  Integration  setze  man  y'  =  p  und  betrachte 


=  -(^  +  4(a^  +  &^)).?ri. 
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q  als  unabhängige  Variable.     Dadurch  erhält  man  für  p^  als  Function 
von  q  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nemlich 

i  (Z  ^^  -  i^^  +  2g  +'2  («^  +  Ir)  r/  =  0 
oder 

Das  Integral  lautet 

Darin  ist   für  p  Avieder  -^  zu  setzen,  wodurch  man  erhält 

-^  dx  ' 

äx  =  ^^ 

dm  = 

Also  ergiebt  sich 

X  =  I 


(0)  m  ==  I 


2V^ 

'  + 

2  0^2  —  (a' 
qclq 

^  +  &^)2^^ 

21/1 

f  + 

2c(f  —  («' 
(ig' 

2  _|_   ^,2^  ^3 

2/7 

+  ^ 

iC2^  —  (a^ 
qclq 

-^v^q:^' 

2y  2  +  2C2^  —  (a^  +  &2)g=^' 


?/  =  « ;;i  —  (f  ~\~  V  —  5  cos  T^, 


s  ^hm  —  e  -{-  ]/  —  ^7  sin  i\ 
Man  hat  demnach  x,  y,  z  als  Functionen  von  zwei  reellen  Variabein 
q  und  t/;  ausgedrückt.  Die  Ausdrücke  sind,  abgesehen  von  algebrai- 
schen Gliedern,  elliptische  Integrale  mit  der  obern  Grenze  q.  Nach 
der  oben  entwickelten  allgemeinen  Methode  hätte  man  x,  y,  z  erhalten 
als  Summen  von  zwei  conjugirten  Functionen  zweier  conjugirten  com- 
plexen  Variabein.  Danach  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  diese 
complexen  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Additionstheoreme  der  elliptischen 
Functionen  sich  je  in  einen  einzigen  Integralausdruck  mit  der  Varia- 
bein q  zusammenziehen  lassen. 

Und  dies  ist  leicht  zu  bestätigen.     Man  hat  nemlich  aus  den  For- 
meln für  die  Richtungscoordinaten  r  und  9  der  Normalen 
^   ,    cF. 

n^ 2ifi  cy  "^  cz      y  -\-  zi  -\-  a  -\-  ^l 2if/t 

ri~^        ~  dF        dF  .~  y  —  zi  +  a  —  ßi~  ^ 
c  y        dz 

Verbindet  mau  damit  die  Definitionsgleichung  von  q,  nemlich: 

(y  ^  -l^a^  ßlj  (y  _  zi  ^  a-  ßi)  =  —  q, 
so  ergiebt  sich 
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(:!J  +  ^0  +  («  +  ^0  =  (-  üf  r  V~  % 
(y  —  ^'0  +  («  — ^'0  =  (—  2)'  v~ ^  v'  • 

Ferner  hat  man 


cotg  r  ■ 
oder 


dF 
d  X 


vm+o' ''-" 


l>-2aq(:v  +  a)-2lci{z-^ß)] 


cos  — sin  — - 


.     r  r 

sin- cos- 


Auf  der  rechten  Seite  sind  für  y  -\-  «  und  z  -\-  ß  die  eben  gefundenen 
Ausdrücke  in  rj  und  >j'  einzuführen.  Dadurch  geht  die  Gleichung  über 
in  folgende: 


(!') 


f  =  (-  üf  [(«  +  z^'O  (l)- +  («  -  ^'O  (^)- 

+(-.r'(y^'-^)- 

Quadrirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  und  setzt  für  ^,  seinen 
Wertli  aus  {ii),  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  Reduction 

(-  u)  [(«• + li)  ay  -  (fl  -  M)  (^)^] '- + p!~,  [vw+  ^] ' 

=  Sc-2{a  +  bi)  (r,'-\)  -  2(«  -  ln)(^^-l,y 

Die  so  gefundene  Gleichung^  welche  den  Zusammenhang  von  q,  rj,  rf 
angiebt,  kann  man  als  Integral  einer  Differentialgleichung  für  rj  und  rj' 
ansehen  und  q  als  Integrationsconstante  auffassen.  Die  Differential- 
gleichung ergiebt  sich  durch  unmittelbare  Differentiation  in  folgender 
Form 

LV—ax  Vnv/ 

-  1/-^  ({a  +  hi)  (0  -{a-  hi)  (Xfj 

Mit  Hülfe  der  primitiven  Gleichung  (j))  lassen  sich  aber  die  Factoren 
von  —  und  — ?-  anders  ausdrücken.     Man  braucht  nur  die  linke  Seite 


0  = 


+ 
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von  Qj)  in  zweifacher  Weise  zu  einem  vollständigen  Quadrat  zu  er- 
gänzen, indem  man  das  fehlende  doppelte  Product  das  eine  mal  positiv, 
das  andere  mal  negativ  hinzufügt.     Dadurch  erhält  man 

-L^ (l/W  +  -^)  +  ]/=^  ((a  +  hi)  -|/2  -(a-  bi)  i/Ä') 
y— 2  \  yn-T]/  \  r    n      ,  y  n  / 

=  +  2  ]/[2c  +  (a  -  &.)  A  -  («  +  &0V]- 

Nimmt  mau  die  Quadratwurzeln  mit  gleichen  Vorzeichen,  so  geht  die 
Differentialgleichung  über  in 

0= '^"^ 

'27^^/2c+(a^-&^■)- —  (a  — &4)?j 


2r]'']/2c-{-  {a  —  bi)  ~  —  (a-\-bi)  7\ 

Ihr  Integral  in  algebraischer  Form  ist  in  der  Gleichung  {jj)  ausgesprochen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  den  beiden  Gleichungen 

-4=  (1  +  yyyi)  =  Yrj'  [(«  ^  hi)  ^  2  Cfj  —  {a  —  bi)  r}^] 


(r)  +  Yr)  [{a  -  bi) -\- 2  crj'  -  (a  +  bi)  ri''] , 

V—  q  ((«  +  ^0  V  —  («^  —  ^'0  v)  =  Vvl((^  +  &«)  +  2ci^ — (a  —  hi)  ri^] 

In  trausscendenter  Form  lautet  das  Integral 
const.  —    '  ^ 


-J 


(^-^  ^    2  Vtj  [(«  +  &i)  -f  2  CTj  —  (a  -  hi)  T}''] 

^Jä 


+jl 


2  )/??'  [(«  —  6*)  -\- 2  crj'  —  {a -\-  bi)  rj'^j 
und  die  Integrationsconstante  lässt  sich  ausdrücken 

dq 


const. 


/i 


2  l/ä"[l  +  2C2  —  (a^  +  &2)22-|  ' 
was  aus  der  Gleichung  (r)  leicht  hervorgeht,  wenn  man  rj  oder  >y'  con- 
stant  und  zwar  =  0  nimmt.     Man  erkennt  darin  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung. 


XVIII. 

Mechanik  des  Ohres. 

(Aus  Heule  Tuid  Pfeuffer's  Zeitschrift  für  rationelle  Medicin,  dritte  Reihe,  Bd.  29.)*) 

1.  Ueber  die  in  der  Physiologie  der  feineren  Sinnesorgane  anzuwen- 
dende Methode. 

Für  die  Physiologie  eines  Sinnesorganes  sind  ausser  den  allge- 
meinen Naturgesetzen  zwei  besondere  Grundlagen  nötliig,  eine  psycho- 
physisclie,  die  erfalirungsgemässe  Feststellung  der  Leistungen  des 
Organes,  und  eine  anatomische ,  die  Erforschung  seines  Baues. 

Es  sind  demnach  zwei  Wege  möglich,  um  zur  Kenntniss  seiner 
Functionen  zu  gelangen.  Man  kann  entweder  vom  Baue  des  Orgaues 
ausgehen  und  hieraus  die  Gesetze  .  der  Wechselwirkung  seiner  Theile 
und  den  Erfolg  äusserer  Einwirkungen  zu  bestimmen  suchen, 

oder  man  kann  von  den  Leistungen  des  Organes  ausgehen  und 
diese  zu  erklären  versuchen. 

Bei  dem  ersten  Wege  schliesst  man  von  gegebenen  Ursachen  auf 
die  Wirkungen,  bei  dem  zweiten  sucht  man  zu  gegebenen  Wirkungen 
die  Ursachen. 

Man  kann  mit  Newton  und  Herbart  den  ersten  Weg  den  syn- 
thetischen, den  zweiten  den  analytischen  nennen. 

Synthetischer  Weg. 
Der  erste  Weg  liegt  dem  Anatomen  am  nächsten.     Mit  der  Unter- 
suchung der  eini:elnen  Bestandtheile   des  Orgaus  beschäftigt,   fühlt  er 


*)  Der  grosse  Mathematiker,  den  ein  früher  Tod  unserer  Hochschule  und  der 
Wissenschaft  entriss,  beschäftigte  sich,  augeregt  durch  die  von  Helmholtz  be- 
gründete neue  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  in  seinen  letzten  Lebensmouaten 
mit  der  Theorie  des  Gehörorgans.  Was  sich  .darüber  aufgezeichnet  in  seinen  Pa- 
pieren vorfand  und  hier  mitgetheili  wird,  berührt  allerdings  nur  einen  kleinen  und 
minder  wesentlichen  Theil  der  Aufgabe;  doch  rechtfertigt  sich  ohne  Zweifel  die 
Veröffentlichung  dieses  Fragments  durch  die  Bedeutung  des  Verfassers  und  durch 
den  Werth  seiner  Aussprüche,  wie  seines  Beispiels  für  die  methodische  Behand- 
lung des  Gegenstandes.  Den  ersten  Abschnitt  und  den  grössten  Theil  des  zweiten 
hat  der  Verf.  in  Reinschrift  hinterlassen;  der  Schluss  des  zweiten,  vom  letzten  Ab- 
sätze auf  S.  3-2G  au,  wurde  aus  zerstreuten  Blättern  und  Sätzen,  in  welchen  R. 
seine  ersten  Entwürfe  niederzulegen  pflegte,  zusammengestellt.  Die  Bemerkung, 
in  welcher  er  sich  gegen  die  Helmholtz 'sehe  Theorie  von  den  Bewegungen  des 
Ohres  erklärt,  würde  erst  durch  seine  eigene  Ausführung  verständlich  geworden 
sein;  Riemaun's  gesprächsweise  Aeusserungeu  lassen  vermutheu,  dass  die  Ver- 
schiedenheit der  beiderseitigen  Ansichten  erst  bei  dem  Problem  der  Uebertiagung 
der  Schallschwingungen  auf  die  Organe  der  Schnecke  hervorgetreten  sein  würde, 
und  dass  R.  das  dabei  zu  lösende  mathematische  Problem  als  ein  hydraulisches 
aufgefasst  habe.  Schering.     He  nie. 
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sich  veranlasst^  bei  jedem  einzelnen  Theile  zu  fragen,  welchen  Einfluss 
er  auf  die  Thätigkeit  des  Organs  haben  möge.  Dieser  Weg  würde 
auch  in  der  Physiologie  der  Sinnesorgane  mit  demselben  Erfolg  ein- 
geschlagen werden  können,  wie  in  der  Physiologie  der  Beweguugs- 
organe,  wenn  die  physikalischen  Eigenschaften  der  einzelnen  Theile 
sich  bestimmen  Hessen.  Die  Bestimmung  dieser  Eigenschaften  aus  den 
Beobachtungen  bleibt  aber  bei  mikroskopischen  Objecteu  immer  mehr 
oder  weniger  ungewiss  und  jedenfalls  im  höchsten  Grade  ungenau. 

Man  ist  daher  zu  einer  Ergänzung  nach  Gründen  der  Analogie 
oder  Teleologie  genöthigt,  wobei  die  grösste  Willkür  unvermeidlich  ist, 
und  aus  diesem  Grunde  führt  das  synthetische  Verfahren  in  der  Phy- 
siologie der  Sinnesorgane  selten  zu  richtigen  und  jedenfalls  nicht  zu 
sichern  Ergebnissen. 

Analytischer  Weg. 

Bei  dem  zweiten  Wege  sucht  man  zu  den  Leistungen  des  Organes 
die  Erklärung. 

Das  Geschäft  zerfällt  in  drei  Theile. 

1.  Das  Aufsuchen  einer  Hypothese,  welche  zur  Erklärung  der 
Leistungen  genügt. 

2.  Die  Untersuchung,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  noth- 
wendig  ist. 

3.  Die  Vergleichung  mit  der  Erfahrung,  um  sie  zu  bestätigen 
oder  zu  berichtigen. 

L  Man  muss  das  Instrument  gleichsam  nacherfinden  und  in  so 
fern  die  Leistungen  des  Orgaus  als  Zweck,  seine  Schöpfung  als  Mittel 
zu  diesem  Zweck  betrachten.  Aber  der  Zweck  ist  kein  vermutheter, 
sondern  ein  durch  die  Erfahrung  gegebener,  und  wenn  man  von  der 
Herstellung  des  Organs  absieht,  kann  der  Begriff  der  Endursachen  ganz 
ausser  dem  Spiele  bleiben. 

Zu  den  thatsächlichen  Leistungen  des  Organs  sucht  man  in  dem 
Baue  des  Organs  die  Erklärung.  Bei  dem  Aufsuchen  dieser  Erklärung 
hat  man  zuvörderst  die  Aufgabe  des  Organs  zu  analysiren;  hieraus  wer- 
den sich  eine  Reihe  von  secundären  Aufgaben  ergeben,  und  erst  nach- 
dem man  sich  überzeugt  hat,  dass  sie  gelöst  sein  müssen,  sucht  man 
die  Art  und  Weise,  wie  sie  gelöst  sind,  aus  dem  Baue  des  Organs 
zu  schliessen. 

n.  Nachdem  aber  eine  Vorstellung  gewonnen  worden  ist,  welche 
zur  Erklärung  des  Organs  ausreicht,  darf  man  nicht  unterlassen  zu 
untersuchen,  in  wie  weit  sie  zur  Erklärung  nothwendig  ist.  Man 
muss  sorgfältig  unterscheiden,  welche  Voraussetzungen  unbedingt  oder 
vielmehr  in  Folge   uubez  weif  elter  Naturgesetze  nothwendig   sind,  und 
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welche  Vorstellungsarten  vielleicht  durch  andere  ersetzt  werden  können, 
das  ganz  willkürlich  Hinzugedachte  aber  ausscheiden.  Nur  auf  diese 
Weise  können  die  nachtheiligen  Folgen  der  Benutzung  von  Analogien 
bei  dem  Aufsuchen  der  Erklärung  beseitigt  werden,  und  auf  diese 
Weise  wird  auch  die  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  (durch 
Aufstellung  von  zu  beantwortenden  Fragen)  wesentlich  erleichtert. 

III.  Zur  Prüfung  der  Erklärung  an  der  Erfahrung  können  theils 
die  Folgerungen  dienen,  die  sich  aus  ihr  für  die  Leistungen  des  Organs 
ergeben,  theils  die  bei  dieser  Erklärung  vorauszusetzenden  physikali- 
schen Eigenschaften  der  Bestandtheile  des  Organs.  Was  die  Leistungen 
des  Organs  betrifi't,  so  ist  eine  genaue  Vergleichung  mit  der  Erfahrung 
äusserst  schwierig,  und  man  muss  die  Prüfung  der  Theorie  meist  auf 
die  Frage  beschränken,  ob  kein  Ergebniss  eines  Versuchs  oder  einer 
Beobachtung  ihr  widerspricht.  Was  dagegen  die  Folgerungen  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Bestandtheile  betrifft,  so  können  diese 
von  allgemeiner  Tragweite  sein  und  zu  Fortschritten  in  der  Erkenntnis« 
der  Naturgesetze  Anlass  geben,  wie  dies  z.  B.  bei  dem  Aufsuchen  der 
Erklärung  der  Achromasie  des  Auges  durch  Euler  der  Fall  war. 


Für  die  beiden  eben  einander  gegenübergestellten  Forschungsweisen 
gelten  übrigens  die  Bezeichnungen  synthetisch  und  analytisch  nur  a 
potiori.  Genau  genommen  ist  weder  eine  rein  synthetische,  noch  eine 
rein  analytische  Forschung  möglich.  Denn  jede  Synthese  stützt  sich 
auf  das  Ergebniss  einer  vorausgehenden  Analyse  und  jede  Analyse 
bedarf  zu  ihrer  Bestätigung  oder  Berichtigung  durch  die  Erfahrung 
der  nachfolgenden  Synthese.  Bei  dem  ersten  Verfahren  bilden  die  all- 
gemeinen Bewegungsgesetze  das  vorausgesetzte  Ergebniss  einer  früheren 
Analyse.  

Das  erste  vorzugsweise  synthetische  Verfahren  ist  für  die  Theorie 
der  feinern  Sinnesorgane  deshalb  zu  verwerfen,  weil  die  Voraus- 
setzungen für  die  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  zu  unvollständig  er- 
füllt sind,  die  Ergänzung  der  Voraussetzungen  durch  Analogie  und 
Teleologie  hier  aber  völlig  willkürlich  bleibt. 

Bei  dem  zweiten  vorzugsweise  analytischen  Verfahren  kann  die 
Hülfe  der  Teleologie  und  Analogie  zwar  auch  nicht  ganz  entbehrt, 
wohl  aber  bei  ihrer  Benutzung  die  Willkürlichkeit  vermieden  werden, 
indem  man 

1)  die  Anwendung  der  Teleologie  auf  die  Frage  beschränkt,  durch 
welche  Mittel  die  thatsächlichen  Leistungen  des  Organs  ausgeführt 
werden,  nicht  aber  bei  den  einzelnen  Bestandtheilen  des  Organs  die 
Frage  nach  dem  Nutzen  auf  wirft; 
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2)  die  Anwendung  von  Analogien  (das  „Dichten  von  Hypothesen") 
sich  zwar  nicht,  wie  Newton  will,  gänzlich  versagt,  aber  hinterher 
die  Bedingungen,  die  zur  Erklärung  der  Leistungen  des  Organs  erfüllt 
sein  müssen,  heraushebt,  und  die  zur  Erklärung  nicht  nöthigen  Vor- 
stellungen, welche  durch  Benutzung  der  Analogie  herbeigeführt  worden 
sind,  davon  absondert. 

Nach  diesen  Principien  müssen  nun  für  unsern  Zweck  zuvörderst 
die  Leistungen  des  Gehörorgans  festgestellt  werden.  Mit  welcher 
Schärfe,  Feinheit  und  Treue  das  Ohr  die  Wahrnehmung  des  Schalles, 
seines  Klanges  und  Tojies,  seiner  Stärke  und  Richtung  vermittelt, 
dieses  muss  durch  Beobachtung  und  Versuch  so  genau,  wie  irgend 
möglich,  bestimmt  werden. 

Ich  setze  diese  Thatsachen  als  bekannt  voraus.  In  dem  Buche 
„•die  Lehre  von  den  Tonempfindungen  als  physiologische  Grundlage 
für  die  Theorie  der  Musik"  von  Helmholtz,  findet  man  die  Fort- 
schritte zusammengestellt,  welche  in  der  so  äusserst  schwierigen  Er- 
mittelung der  Thatsachen,  die  die  Wahrnehmung  der  Töne  betreffen, 
in  neuester  Zeit  gemacht  worden  sind  und  zwar  vorzüglich  von  Helm- 
holtz selbst. 

Da  ich  den  Folgerungen,  welche  Helmholtz  aus  den  Versuchen 
und  Beobachtungen  zieht,  entgegen  zu  treten  vielfach  genöthigt  bin, 
so  glaube  ich  um  so  mehr  gleich  hier  aussprechen  zu  müssen,  wie 
sehr  ich  die  grossen  Verdienste  seiner  Arbeiten  über  unsern  Gegenstand 
anerkenne.  Sie  sind  aber  meiner  Ansicht  nach  nicht  in  seinen  Theorien 
von  den  Bewegungen  des  Ohres  zu  suchen,  sondern  in  der  Verbesserung 
der  erfahrungsmässigen  Grundlage  für  die  Theorie  dieser  Bewegungen. 

Ebenso  muss  ich  auch  den  Bau  des  Ohres  hier  als  bekannt  voraus- 
setzen, und  bitte  den  geneigten  Leser,  nöthigenfalls  ein  mit  Abbildungen 
versehenes  Handbuch  der  Anatomie  zur  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Er- 
gebnisse der  neuesten  Forschungen  über  den  Bau  der  Schnecke  und 
des  Ohres  überhaupt  findet  man  dargestellt  in  der  vor  Kurzem  er- 
schienenen dritten  Lieferung  des  zweiten  Bandes  von  Henle's  Hand- 
buch der  Anatomie  des  Menschen. 

Ich  betrachte  es  hier  allein  als  meine  Aufgabe,  jene  psychophysi- 
sclien  Thatsachen  aus  diesen  anatomischen  Thatsachen  zu  erklären. 

Die  Theile  des  Ohres,  die  für  unsern  Zweck  in  Betracht  kommen, 
sind  die  Paukenhöhle  und  das  Labyrinth,  welches  aus  dem  Vorhofe, 
den  Bogengängen  und  der  Schnecke  besteht.  Wir  verfahren  nun  so, 
dass  wir  zunächst  aus  dem  Baue  dieser  Theile  zu  schliessen  suchen, 
was  jeder  derselben  zu  den  Leistungen  des  Ohres  beitragen  möge,  dann 
aber  bei  jedem  einzelneu  Theile  wieder  von  der  durch  ihn  zu  lösenden 
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Aufo-abe   ausgehen    und    zunächst    die    Bedingungen    aufsuchen,    deren 
Erfülhmg  zu  einer  genügenden  Lösung  der  Aufgabe  erforderlich  ist. 

2.    Paukenhöhle. 

Man  hat  längst  erkannt,  dass  der  Apparat  in  der  Paukenhöhle 
■die  Wirkung  hat,  den  Druck  der  Luft  auf  das  Labyrinthwasser  ver- 
stärkt zu  übertragen. 

Nach  den  oben  entwickelten  Principien  müssen  wir  nun  aus  den 
in  der  Erfahrung  gegebenen  Leistungen  des  Organs  die  Bedingungen 
ableiten,  welche  bei  dieser  Uebertragung  erfüllt  werden  müssen.  Es 
ergeben  sich  diese  vorzüglich  aus  der  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahr- 
nehmung  des  Klanges  und  aus  der  grossen  Schärfe,  welche  das  Ohr, 
zumal  das  unverkümmerte  Ohr  des  Wilden  und  des  Wüstenbewohuers, 
besitzt.  Versteht  man  unter  Klang  die  Beschaffenheit  des  Schalles, 
welche  von  Stärke  und  Richtung  desselben  unabhängig  ist,  so  wird 
diese  offenbar  durch  den  Apparat  völlig  treu  mitgetheilt,  wenn  er  die 
Druckänderung  der  Luft  in  jedem  Augenblick  in  constantem 
Verhältniss  vergrössert  auf  das  Labyrinthwasser  überträgt. 

Es  ist  unverfänglich,  dies  als  Zweck  des  Apparats  anzusehen, 
wenn  man  nur  dabei  nicht  unterlässt,  zugleich  aus  den  Leistungen  des 
Ohres  zu  bestimmen,  wie  weit  man  durch  die  Erfahrung  berechtigt  d.  h. 
genöthigt  ist,    die   wirkliche  Erfüllung   dieses   Zwecks   vorauszusetzen. 

Wir  wollen  dies  sogleich  thun,  vorher  jedoch  für  die  Beschaffen- 
heit der  Druckänderung,  von  welcher  der  Klang  abhängt,  einen  mathe- 
matischen Ausdruck  suchen.  Die  Curve,  welche  die  Geschwindigkeit 
der  Druckänderung  als  Function  der  Zeit  darstellt,  bestimmt  die  Schall- 
welle vollständig  bis  auf  ihre  Richtung,  also  auch  Stärke  und  Klang 
des  Schalles.  Nimmt  man  nun  statt  dieser  Geschwindigkeit  den  Loga- 
rithmus von  dieser  Geschwindigkeit,  oder  wenn  man  lieber  will,  von 
deren  Quadrat,  so  erhält  man  eine  Curve,  deren  Form  von  Richtung 
und  Stärke  des  Schalles  unabhängig  ist,  die  aber  den  Klang  vollständig 
bestimmt  und  daher  „Klangcurve"  heissen  möge. 

Löste  der  Apparat  seine  Aufgabe  vollkommen,  so  würden  die 
Klangcurven  des  Labyrinthwassers  mit  den  Klangcurven  der  Luft  völlig 
übereinstimmen.  Durch  die  Feinheit  des  Ohres  in  der  Wahrnehmung 
des  Klanges  halten  wir  uns  nun  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  die 
Klangcurve  durch  die  Uebertragung  nur  sehr  wenig  geändert  werde 
und  also  das  Verhältniss  zwischen  den  gleichzeitigen  Druckänderungen 
der  Luft  und  des  Labyrinthwassers  während  eines  Schalles  sehr 
nahe  constant  bleibe. 

Eine  langsame  Veränderlichkeit  dieses  Verhältnisses  ist  damit  sehr 
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wolil  vereinbar  und  wahrscheinlich,  Sie  würde  nur  eine  Veränderlich- 
keit des  Ohres  in  der  Schätzung  der  Schallstärke  zur  Folge  haben,  deren 
Annahme  die  Erfahruncf  durchaus  nicht  verbietet.  Würde  die  Klang- 
curve  merklich  geändert,  so  scheint  eine  solche  Feinheit  des  Gehörs, 
wie  sie  sich  z.  B.  in  der  Wahrnehmung  geringer  Verschiedenheiten  der 
Aussprache  zeigt,  mir  kaum  denkbar.  Die  unmittelbare  Beurtheilung 
der  Feinheit  der  Klangwahrnehmungen  und  besonders  die  Schätzung 
der  den  Klangverschiedenheiten  entsprechenden  Verschiedenheiten  der 
Klangcurve  bleibt  freilich  immer  sehr  subjectiv. 

Die  Verschiedenheit  des  Klanges  dient  uns  aber  auch,  die  Ent- 
fernung der  Schallquelle  zu  schätzen.  Von  dieser  Klangverschiedenheit 
können  wir  die  mechanische  Ursache,  die  Veränderung  der  Klangcurve  bei 
der  Fortpflanzung  des  Schalles  in  der  Luft  durch  Rechnung  bestimmen. 

Wir  können  indess  dies  hier  nicht  weiter  verfolgen  und  wollen 
von  dem  Uebertragungsapparat  nur  fordern,  dass  er  keine  groben  Ent- 
stellungen des  Klanges  bewirke,  obgleich  wir  glauben,  dass  seine  Treue 
viel  grösser  ist,  als  man  gewöhnlich  annimmt. 

I.  Der  Apparat  in  der  Paukenhöhle  (im  ui^erkümmerten  Zu- 
stande) ist  ein  mechanischer  Apparat  von  einer  Empfindlichkeit,  die 
Alles,  was  wir  von  Empfindlichkeit  mechanischer  Apparate  kennen, 
himmelweit  hinter  sich  lässt. 

In  der  That  ist  es  durchaus  nicht  unwahrscheinlich,  dass  durch 
denselben  Schallbewegungen  treu  mitgetheilt  werden,  die  so  klein  sind, 
dass  sie  mit  dem  Mikroskop  nicht  wahrgenommen  werden  könnten. 

Die  mechanische  Kraft  der  schwächsten  Schälle,  welche  das  Ohr 
noch  wahrnimmt,  lässt  sich  freilich  kaum  direct  schätzen;  aber  man 
kann  mit  Hülfe  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Stärke  des  Schalles 
bei  seiner  Verbreitung  in  der  Luft  abnimmt,  zeigen,  dass  das  Ohr 
Schälle  wahrnimmt,  deren  mechanische  Kraft  Millionen  Mal  kleiner  ist, 
als  die  der  Schälle  von  gewöhnlicher  Stärke. 

In  Ermangelung  anderer  von  Fehlerquellen  freier  Beobachtungen 
berufe  ich  mich  auf  die  Angabe  von  Nicholson,  nach  welcher  das 
Rufen  der  Schild  wachen  von  Portsmouth  4  bis  5  englische  Meilen  weit 
zu  Ride  auf  der  Insel  Wight  bei  Nacht  deutlich  gehört  wird.  Wenn 
man  erwägt,  welche  Vorrichtungen  Colladon  nöthig  hatte,  um  die 
Verbreitung  des  Schalles  im  Wasser  wahrzunehmen,  so  wird  man  zu- 
geben, dass  von  einer  erheblichen  Verstärkung  des  Schalles  durch  Fort- 
pflanzung im  Wasser  nicht  die  Rede  sein  kann  und  dass  hier  in  der 
That  die  mechanische  Kraft  des  Schalles  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung  und  wahrscheinlich  noch  schneller  abnimmt. 
Da  die  Entfernung  von  4  bis  5  Meilen   etwa   2000   Mal   so   gross  ist 
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als  die  Entfernung  von  8  bis  10  Fuss,  so  ist  die  mechanische  Kraft  der 
das  Trommelfell  treffenden  Schallwellen  hier  vier  Millionen  Mal  kleiner 
als  in  der  Entfernung  von  8  bis  10  Fuss  von  der  Schild  wache  und  die 
Bewegungen  sind  2000  Mal  kleiner.  Man  muss  zugeben,  dass  bei  den 
Schall-Empfindungen  durchaus  nichts  von  Verhältnissen,  wie  1  zu 
1000  Millionen  oder  1  zu  Tausend  bemerkt  wird.  Nach  den  neueren 
Untersuchungen  über  das  Verhältniss  der  psychischen  Schätzung  der 
Schallstärken  zum  physischen  oder  mechanischen  Mass  der  Schallstärke 
bildet  dies  jedoch  durchaus  keinen  Einwand  gegen  die  eben  erhaltenen 
Resultate.  Wahrscheinlich  ist  dies  Abhängigkeitsverhältniss  gerade  so-, 
wie  das  unserer  Schätzung  der  Lichtstärke  oder  Grösse  der  Fixsterne 
zu  der  mechanischen  Kraft  des  uns  von  ihnen  zugesandten  Lichtes. 
Hier  hat  man  bekanntlich  aus  den  Stern -Aichungen  geschlossen,  dass 
die  mechanische  Kraft  des  Lichtes  im  geometrischen  Verhältnisse  ab- 
nimmt, wenn  die  Grösse  des  Fixsternes  in  arithmetischer  Reihe  steigt. 
Theilte  man  dem  analog  die  Schälle,  von  denen  von  gewöhnlicher 
Stärke  bis  zu  den  eben  noch  wahrnehmbaren,  in  Schälle  von  der  ersten 
bis  zur  achten  Grösse,  so  würde  die  mechanische  Kraft  für  die  Schälle 
zweiter  Grösse  etwa  %,  für  die  dritter  V^^^^  .  .  .  .^  für  die  achter 
7x0,000000;  den  zehn  Millionten  Theil  so  gross  sein,  als  für  die  Schälle 
erster  Grösse,  und  die  Weite  der  Bewegungen  würde  für  die  Schälle 
erster,  dritter,  fünfter,  siebenter  Grösse  sich  wie  1  :  %o  :  Yioo  '•  Viooo  ver- 
halten. 

Ich  habe  oben  bei  der  Betrachtung  der  das  Ohr  treffenden  Schall- 
wellen vor  dem  Trommelfell  Halt  gemacht,  weil  Einige  eine  Dämpfung 
der  stärkeren  Schälle  (durch  Spannung  des  Trommelfells?)  annehmen. 
Ich  muss  jedoch  gestehen,  dass  mir  diese  Meinung  als  eine  völlig  will- 
kürliche Vermuthung  erscheint.  Es  mögen  allerdings,  wenn  ein  star- 
ker Knall  die  Membranen  des  Labyrinths  zu  verletzen  droht,  Schutz- 
vorrichtungen wirksam  werden;  aber  ich  finde  in  der  Beschaffenheit 
der  Gehörseindrücke  durchaus  nichts  Analoges  mit  dem  Beleuchtungs- 
grad des  Gesichtsfeldes  beim  Auge,  und  wüsste  durchaus  nicht,  was 
eine  fortwährend  veränderliche  Reflexthätigkeit  des  M.  tensor  tympani 
für  das  genaue  Auffassen  eines  Musikstücks  nützen  sollte.  Meiner  An- 
sicht nach  hat  man  durchaus  keinen  Grund,  bei  dem  Schalle  in  10  Fuss 
Entfernung  von  der  Schildwache  ein  anderes  Verhältniss  zwischen  den 
Bewegungen  der  Luft  vof  dem  Trommelfell  und  den  Bewegungen  der 
Steigbügelplatte  anzunehmen,  als  in  der  Entfernung  von  20,000  Fuss- 
aber  selbst  wenn  man  eine  ziemlich  starke  Veränderlichkeit  der 
Spannung  des  Trommelfells  annimmt,  werden  unsere  Schlüsse  dadurch 
nicht  beeinträchtigt.     Wenn  nun  die  Bewegungen  der  Steigbügelplatte 
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in  der  Entfernung  von  10  Fuss  von  der  Schildwache  wahrscheinlich 
zu  den  eben  mit  blossen  Augen  noch  wahrnehmbaren  gehören,  so  wer- 
den die  Bewegungen  in  der  Entfernung  von  20,000  Fuss  bei  einer 
2000  fachen  Vergrösserung  eben  wahrnehmbar  sein. 

IL  Soll  der  Paukenapparat  so  kleine  Bewegungen  treu  mittheilen, 
wie  er  es  der  Erfahrung  nach  thut,  so  müssen  die  festen  Körper,  aus 
denen  er  besteht,  an  den  Stelleu,  wo  sie  auf  einander  wirken  sollen, 
völlig  genau  auf  einander  schliessen;  denn  offenbar  kann  eili  Körper 
einem  anderen  eine  Bewegung  nicht  mittheilen,  sobald  er  um  mehr 
als  die  Weite  der  Bewegung  von  ihm  absteht. 

Es  wird  ferner  nur  ein  kleiner  Theil  der  mechanischen  Kraft  der 
Schallbeweguug  durch  anderweitige  Arbeit,  wie  Spannung  von  Gelenk- 
kapseln und  Membranen,  für  das  Labyrinth  verloren  gehen  dürfen. 

Ein  solcher  Verlust  wird  vermieden  durch  die  äusserst  geringe 
Breite  des  freien  Randes  der  Membran  des  Vorhofsfensters.  Wäre 
dieser  Rand  breiter,  so  würden  die  Schwingungen  der  Steigbügelplatte 
beinahe  ganz  durch  Schwingungen  dieses  Randes  ausgeglichen  werden, 
und  auf  die  Membranen  der  Schnecke  und  des  Schneckenfensters  nur 
eine  geringe  Wirkung  stattfinden. 

Die  Wirkung  dieses  Membranenrandes  auf  die  Steigbügelplatte 
wird  wegen  der  geringen  Breite  des  Randes  für  die  verschiedenen 
Lagen  der  Steigbügelplatte  während  der  Schallbewegung  sehr  verschie- 
den sein.  Man  muss  daher,  wenn  sie  den  Klang  nicht  entstellen  soll, 
annehmen,  dass  die  Elasticität  der  Membran  sehr  gering  ist,  und  die 
Steigbügelplatte  nicht  durch  sie,  sondern  durch  andere  Kräfte  in  die 
richtige  Gleichgewichtslage  gebracht  wird. 

IIL  Da  die  Theile  des  Paukenapparates,  um  die  erfahrungs- 
gemässe  Schärfe  des  Ohres  möglich  zu  machen,  fortwährend  mit  mehr 
als  mikroskopischer  Genauigkeit  in  einander  greifen  müssen,  so  schei- 
nen Corrections Vorrichtungen  wegen  der  Ausdehnung  und  Zusammen- 
ziehung der  Körper  durch  die  Wärme  durchaus  unentbehrlich.  Die 
Temperaturänderungen  mögen  innerhalb  der  Paukenhöhle  nur  sehr 
klein  sein;  dass  sie  aber  stattfinden,  ist  nicht  zu  bezweifeln.  Für  die 
Temperaturvertheilung  im  menschlichen  Körper  gilt,  wenn  die  äussere 
Temperatur  hinreichend  lange  constant  gewesen  ist,  nahe  das  Gesetz, 
dass  der  Abstand  der  Temperatur  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Kör- 
pers von  der  Hirntemperatur  propoi-tional  ist  dem  Abstände  der 
äusseren  Temperatur  von  der  Hirntemperatur.  Dieses  Gesetz  ergiebt 
siQh  aus  dem  Newton'schen  und  der  Voraussetzung,  dass  der  Wärme- 
leitungscoefficient  und  die  specifische  Wärme  innerhalb  der  in  Be- 
tracht kommenden  Temperaturen  constant  sei,  eine  Voraussetzung,  die 
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wahrscheinlich  nahe  erfüllt  ist.  Man  kann  durch  dieses  Gesetz  aus 
dem  Abstände  der  Temperatur  der  Paukenhöhle  von  der  Hirntempera- 
tur auf  die  Temperaturänderungen  schliessen.  Wenn  sich  nun  auch 
der  Temperaturunterschied  zwischen  Paukenhöhle,  und  Hirn  nicht  be- 
stimmen lässt,  so  kann  man  doch  aus  mehreren  Gründen,  aus  den 
Communicationen  mit  der  äusseren  Luft  durch  den  äusseren  Gehör- 
gang und  die  Tuba,  auch  wohl  aus  der  Art  und  Weise  der  Blutver- 
sorguno'  der  Paukenhöhle,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliessen, 
dass  ein  merklicher  Temperaturunterschied  stattfindet. 

Dagegen  hat  der  Pyramidenknochen,  weil  er  den  Can.  caroticus 
enthält,  wahrscheinlich  sehr  nahe  die  Temperatur  des  Hirns,  und  wir 
müssen  daher  annehmen,  dass  die  innere  Auskleidung  der  Pauken- 
höhle ein  sehr  schlechter  Wärmeleiter  und  Strahler  ist. 

Von  den  übrigen,  die  Paukenhöhle  umgebenden  Knochen  lässt 
sich  freilich  wohl  nicht  behaupten,  dass  sie  eine  so  hohe  Teuiperatur 
besitzen,  wie  das  Hirn  oder  die  Pyramide.  Doch  enthalten  sie  bedeu- 
tende Wärmequellen  in  Blutleitern,  grossen  Arterien  und  Venen  und 
sind,  wie  die  Pyramide,  durch  Schleimhaut  und  Periost  gegen  die  Aus- 
strahlung in  die  Paukenhöhle  geschützt.  Wir  dürfen  daher  annehmen, 
dass  ihre  Temperatur  merklich  höher  ist  als  die  der  Paukenhöhle. 

Wenn  nun  die  äussere  Temperatur  sinkt,  so  wird  nach  dem  oben 
angeführten  Gesetze  der  Abstand  von  der  Hirntemperatur  allenthalben 
im  Körper  in  demselben  Verhältniss  (auf  das  Doppelte)  steigen,  die 
Paukenhöhle  wird  sich  in  Folge  dessen  merklich,  die  umgebenden 
Knochen  nur  sehr  wenig  abkühlen,  und  die  Gehörknöchelchen  werden 
sich  merklich  zusammenziehen,  während  die  Wände  der  Paukenhöhle 
fast  ungeändert  bleiben. 

Viel  mehr  als  dieses,  dass  die  Gehörknöchelchen  sich  beim  Sin- 
ken der  äusseren  Temperatur  viel  stärker  abkühlen  und  zusammen- 
ziehen, als  die  W^ände  der  Paukenhöhle,  dürfte  sich  über  den  Einfluss 
der  Temperatur  auf  den  Paukenapparat  bei  unserer  gänzlichen  ünbe- 
kanntschaft  mit  den  thermischen  Eigenschaften  seiner  Bestandtheile 
nicht  feststellen  lassen. 

IV.  Ich  werde  nun  zunächst  die  Veränderungen  zu  bestimmen 
suchen,  welche  bei  einem  Sinken  der  äusseren  Temperatur  in  der  Lage 
der  Gehörknöchelchen  eintreten,  damit  alle  zur  Berührung  bestimmten 
Theile  des  Apparates  fortfahren,  genau  auf  einander  zu  schliessen.  Der 
Theil  des  Gehörknöchelsystems,  der  am  unveränderlichsten  mit  der 
Wand  der  Paukenhöhle  verbunden  ist,  ist  das  Ambos-Paukengelenk. 
Durch  Abkühlung  werden  alle  Entfernungen  in  festen  Körpern  kleiner, 
also  auch  die  Entfernung  des  Ambos-Steigbügelgelenks  von  dieser  Ge- 
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lenkflüche.  Vom  Hammer  ist  wahrscheinlich  das  obere  Griffende  der- 
jenige Theil,  welcher,  wenigstens  parallel  dem  Paukenfei Iring,  die  ge- 
ringsten Verschiebungen  zulässt.  Da  nun  bei  der  Abkühlung  die  Ent- 
fernung des  Ambos-Paukengelenks  von  dem  am  unveränderlichsten 
befestigten  Punkt  des  oberen  Hammergriffs  im  Paukenfell  nahe  unge- 
ändert  bleibt,  die  Entfernungen  dieser  Punkte  vom  Ambos-Hammergelenk 
aber  beide  abnehmen,  so  muss  sich  am  Ambos-Hammergelenk  der  Winkel 
zwischen  den  nach  diesen  Punkten  gehenden  Linien  etwas  weiter  öffnen. 

Bei  diesen  beiden  Aenderungen  in  der  Lage  der  Gehörknöchelchen 
wird  der  Hammer  ein  wenig  in  der  Richtung  vorn-median-hinten  und 
gleichzeitig  (um  das  Gelenkknöpfchen  des  Amboses  in  seiner  Höhe  zu 
erhalten)  sehr  wenig  in  der  Richtung  vorn-oben -hinten  gedreht.  Der 
lange  Fortsatz  des  Hammers  würde  dabei  in  der  Fissur  nach  oben 
und  medianwärts  bewegt  werden,  wenn  er  gegen  Griff'  und  Kopf  des 
Hammers  eine  und  dieselbe  Lage  behielte.  Durch  die  Wirkung  der 
Abkühlung  wird  er  aber  stärker  gekrümmt  und  dem  Hammergriff 
genähert,  so  dass  er  sich  während  der  Temperaturänderung  wahrschein- 
lich nur  allmählich  ein  wenig  aus  der  Fissur  herausbewegt. 

V.  Wir  haben  eben  die  Bedingungen  aufgestellt,  denen  die  Lage 
der  Gehörknöchelchen  wahrscheinlich  genügt,  damit  sie  fortwährend 
genau  auf  einander  schliessen  und  dabei  weder  im  Rande  der  Vor- 
hofsmembran, noch  im  Paukenfell  eine  merklich  ungleichmässige  Span- 
nung erzeugen.  Wir  fragen  nun  nach  den  Mitteln,  durch  welche 
den  Gehörknöchelchen  jederzeit  die  richtige  Lage  gegeben  und  gesichert 
wird.  (Es  wird  dies  meist  durch  einander  entgegengesetzte  Kräfte 
geschehen,  welche  bei  der  richtigen  Lage  des  Knöchelchens  sich  das 
Gleichgewicht  halten  und  es,  wenn  es  aus  ihr  entfernt  würde,  in  sie 
zurücktreiben  würden.) 

Es  ist  klar,  dass  diese  in  den  beiden  die  Lage  der  Gehörknöchel- 
chen regulirenden  Muskeln,  in  den  Gelenkkapseln,  Ligamenten,  den 
Schleimhautfalten  und  den  beiden  Membranen,  mit  denen  die  Gehör- 
knöchelchen verwachsen  sind,  gesucht  werden  müssten.  Bei  diesem 
Aufsuchen  der  Ursachen  einer  bestimmten  Wirkung  auf  die  Gehör- 
knöchelchen ergeben  sich  jedoch,  namentlich  wenn  man  die  Schleim- 
hautfalten mit  in  Betracht  zieht,  oft  mehrere  Wege  zur  Erzielung  der 
Wirkung  als  möglich.  Um  aus  diesen  verschiedenen  Möglichkeiten  die 
wahrscheinlichste  herauszufinden^  ist  es  vor  allen  Dingen  nöthig,  sich 
durch  anatomische  Untersuchungen  an  frischen  Präparaten  ein  unge- 
fähres Urtheil  über  die  Elasticität  und  Spannung  der  Bänder,  Häute  etc. 
zu  verschaffen,  was  mir  unmöglich  ist.  Man  darf  jedoch  auch  hoffen, 
durch    sorgfältige    Entwicklung    der    Consequenzen    der   verschiedenen 
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Hypothesen  bei  den  falschen  auf  Unwahrschemlichkeiten  zu  stossen' 
und  diese  so  zu  excludiren. 

Es  ist  für  unsere  jetzige  Untersuchung  zweckmässig^  zu  unter- 
scheiden zwischen  dem  lauschenden,  zum  genauen  Hören  adaptirten 
Ohr  und  dem  nicht  lauschenden  Ohr,  und  für  bestimmte  Fragen  zwi- 
schen dem  Ohr  des  Neugeborenen  und  des  Erwachsenen.  Wir  machen 
die  Unterscheidung  zwischen  dem  lauschenden  und  nicht  lauschenden 
Ohr,  wenn  die  Steigbügelplatte  durch  den  Zug  des  M.  tensor  tympani 
ein  wenig  gegen  das  Labyrinthwa^ser  gedrückt  wird,  so  dass  der  Druck 
im  Labyrinthwasser  ein  wenig  stärker  ist  als  in  der  Luft  der  Pauken- 
höhle; es  werden  dabei  die  Theile  der  festen  Körper,  deren  Berührung 
gesichert  werden  soll,  ein  wenig  gegen  einander  gedrückt.  Diejenigen 
nun,  welche  eine  solche  fortwährende  Spannung  des  Apparates  (das 
Paukenfell  etwa  ausgenommen)  für  unwahrscheinlich  halten,  mögen 
annehmen,  dass  bei  den  Teraperaturänderungen  die  Gehörknöchelchen 
durch  die  Wirkung  der  Haft-  und  Gelenkbänder  und  die  allmähliche 
Aenderung  der  Contraction  der  Muskeln  ihre  Lage  ändern,  ohne  gegen 
einander  gedrückt  zu  werden,  weil  wir  gefunden  haben,  dass  nur  dann 
das  genaue  Ineinandergreifen  aller  Theile  des  Apparats  gesichert  ist. 

Es  bleibt  dann  unsere  Untersuchung  für  das  lauschende,  zum 
genauen  Hören  absichtlich  vorgerichtete  Ohr  giltig,  während  daneben 
doch  immer  die  Möglichkeit  bestehen  bleibt,  dass  das  Ohr  (des  Wachenden?) 
fortwährend,  wenn  auch  vielleicht  in  geringerem  Grade,  adaptirt  ist. 

Der  Gehörknöchelapparat  besteht  aus  einem  aus  zwei  Theilen 
(Hammer  und  Ambos)  zusammengesetzten,  um  eine  Axe  drehbaren 
Körper  und  aus  einem  mit  diesem  Körper  articulirenden,  auf  das 
Wasser  des  Vorhofsfensters  drückenden  Stempel  (dem  Steigbügel). 
Das  eine  Ende  der  Umdrehungsaxe,  der  kurze  Fortsatz  des  Amboses, 
ist  mittelst  des  Ambos-Paukengelenks  an  der  hintern  Wand  der  Pau- 
kenhöhle befestigt,  das  andere  Ende,  der  lange  Fortsatz  des  Hammers, 
ragt,  nur  von  Weichtheilen  umgeben,  in  eine  Spalte  zwischen  dem 
vordem  obern  Ende  des  Paukenfellrings  und  dem  Felsenbein  und  legt 
sich  in  eine  Furche  dieses  Ringes.  (Wenigstens  ist  es  so  beim  Ohr 
des  Neugeborenen.) 

Die  Bestimmung  der  relativen  Lage  der  Gehörknöchelchen  gegen 
die  Paukenhöhle  wird  sehr  erleichtert  durch  das  Verfahren  von  Henle, 
die  Paukenhöhle  sich  so  gedreht  zu  denken,  dass  die  Umdrehungsaxe  hori- 
zontal von  hinten  nach  vorn  geht  und  das  Vorhofsfenster  vertical  steht. 

Wird  der  Stiel  des  Hammers  durch  Steigerung  des  Druckes  der 
Luft  auf  das  mit  ihm  verwachsene  Trommelfell  nach  innen  getrieben, 
so   wird  die   Basis   des   Steigbügels   gegen   die  Membran    des   (ovalen) 
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Vorhofsfensters  gedrückt,  der  Druck  im  Labyrinthwasser  gesteigert  und  da- 
durch die  Membran  des  (runden)  Schneckenfensters  nach  aussen  getrieben. 

Damit  der  Apparat  die  kleinsten  Druckäuderungen  der  Luft,  in 
stets  gleichem  Verhältuiss  vergrössert,  dem  Labyrinthwasser  mitthei- 
len könne,  ist  es  vor  allen  Dingen  nöthig,  dass  der  Druck  des 
Steigbügels  stets  in  völlig  gleicher  Weise  auf  das  Labyrinth- 
wasser wirke.     Zu  diesem  Ende  muss 

1.)  der  Druck  der  Basis  stets  Eine  und  dieselbe  Fläche  treffen 
und  die  Richtung  der  Bewegung  unveränderlich  sein;  - 

2.)  es  dürfen  keine  Anheftungen  des  Steigbügels  an  die  Wand  des 
Vorhofsfensters  stattfinden,  wenigstens  keine  solchen,  die  irgend  einen 
merklichen  Einfluss  auf  seine  Lage  und  Bewegung  ausüben  könnten; 

3.)  der  Steigbügel  darf  nie  aufhören,  gegen  die  Membran  des 
Vorhofsfensters  zu  drücken. 

Wie  man  bei  einiger  Ueberlegung  leicht  finden  wird,  würden  die 
Druckänderungen  der  Luft  eut weder  gar  nicht  oder  nach  völlig  ver- 
änderten Gesetzen  auf  das  Labyrinthwasser  wirken,  sobald  Eine  dieser 
Bedingun^n  verletzt  würde. 

Um  die  Erfüllung  der  3.  Bedingung  zu  sichern,  muss  durch  den 
M.  tensor  tympani,  welcher  den  Hammerstiel  nach  innen  zieht,  der 
Druck  gegen  die  Membran  des  Vorhofsfensters  stets  auf  einer  solchen 
Höhe  erhalten  werden,  dass  er  die  grössten,  beim  Hören  zu  erwarten- 
den Druckänderungen  beträchtlich  übertrifft.  Wahrscheinlich  wird  am 
Schnecken-  oder  Vorhofsfenster  eine  Wirkung  dieses  Druckes,  sei  es 
die  Spannung  oder  Krümmung  (Ausdehnung,  Formänderung)  der  Mem- 
bran empfunden  und  durch  den  M.  tensor  tympani  der  für  das  genaue 
Hören  günstigste  Druck  hergestellt. 

Der  Druck  hängt  nur  von  der  Lage  des  Hammerstiels  ab,  und  um 
die  erforderliche  Einstelluncr  dieses  Stiels  zu  bewirken,  muss  der  Zug 
des  Muskels  gerade  so  stark  sein,  dass  er  der  Wirkung  der  Spannung 
des  Paukenfells  bei  dieser  Einstellung  das  Gleichgewicht  hält.  Ob  die 
Spannung  des  Paukenfells  dabei  grösser  oder  kleiner  ist,  darauf  kommt 
gar  nichts  an ;  nur  muss  sie,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  so  gross  bleiben, 
dass  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  der  mechanischen  Kraft  der  das  Ohr 
treffenden  Wellen  an  die  Luft  im  Innern  der  Paukenhöhle  verloren  geht. 

Wenn  eine  in  freier  Luft  ausgespannte  Membran  von  einer  Schall- 
welle getroffen  wird,  so  entstehen  eine  Schwingung  der  Membran,  eine 
zurückgeworfene  Luftwelle  und  eine  weitergehende  (gebrochene)  Luft- 
welle, Wie  sich  die  mechanische  Kraft  der  Schallwelle  auf  diese  drei 
Wirkungen  vertheilt,  hängt  von  der  Spannung  der  Membran  ab.  Ist 
diese   Spannung  sehr    gering,    so    sind    die    beiden   ersten  Wirkungen 
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sehr  schwach,  und  es  geht  die  Schallwelle  fast  unverändert  weiter.  Ist 
dagegen  die  Membran  so  stark  gespannt,  dass  ihre  Bewegungen  nur 
sehr  klein  sind  gegen  die  Schwingungen  der  Lufttheilchen  in  der  auf 
sie  treffenden  Schallwelle,  so  kann  sie  der  Luft  auf  der  hintern  Seite 
nur  sehr  kleine  Bewegungen  mittheilen  und  folglich  auch  ihren  Druck 
nur  wenig  verändern,  und  es  wird  fast  die  ganze  Druckänderung  auf 
der  vordem  Seite  zur  Spannung  der  Membran  verwandt.  Ausserdem 
aber  entsteht,  wenn  die  Membran  in  freier  Luft  ausgespannt  ist, 
eine  zurückgeworfene  Welle. 

Die  Lage  des  Linsenbeines  gegen  das  Vorhofsfenster  kann  also 
nicht  unverändert  bleiben;  aber  es  kann  durch  Drehung  des  Amboses 
um  seinen  Befestigungspunkt  (das  Paukengelenk)  bewirkt  werden,  dass 
das  Linsenbein  sich  nur  parallel  der  Längsaxe  des  Vorhofsfensters 
verschiebt,  und  also  nur  in  dieser  Richtung  eine  Drehung  des  Steig- 
bügels um  das  Centrum  der  Ambosgelenkfläche  nöthig  ist,  um  die 
Steigbügelplatte  an  ihrem  Platze  zu  erhalten.  Da  nun  nur  für  diese 
Richtung  eine  Vorrichtung  (der  M.  stapedius)  vorhanden  ist,  den  Steig- 
bügel um  das  Ambosgelenkknöpfchen  willkürlich  zu  drehötl,  für  die 
darauf  senkrechte  aber  nicht,  so  darf  man  wohl  vermuthen,  dass  die 
letztere  Vorrichtung  eben  dadurch  überflüssig  gemacht  worden  ist,  dass 
das  Ambosgelenkknöpfchen  fortwährend  in  derselben  Höhe  erhalten  wird. 

VL  Dem  Zuge  der  Sehne  des  M.  tensor  tympani  wird  zum  Theil 
das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  Befestigung  des  Hammergriffs  im 
Paukenfell  und  des  Paukenfells  im  Sulcus  tympanicus.  Die  Anheftung 
des  Paukenfells  an  dem  Hammergriff  reicht  aber  (nach  v,  Tröltsch  und 
Gerlach)  nur  wenig  höher,  als  der  Insertionspunkt  der  Sehne,  und  ihr  End- 
punkt liegt  selbst  schon  höher  als  die  Endigungen  des  Sulcus  tympanicus. 

Offenbar  kann  also  die  Befestigung  des  Paukenfells  im  S.  t.  dem 
M.  tensor  tympani  allein  nicht  das  Gleichgewicht  halten.  Zum  Gleich- 
gewicht des  Hammers  ist  vielmehr  erforderlich,  dass  auf  den  oberhalb 
des  Insertionspunkts  gelegenen  Theils  ein  gleich  grosses  entgegengesetzt 
gerichtetes  Drehungsmoment  wirke,  wie  auf  den  unterhalb  gelegenen  Griff. 
Man  kann  diese  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  nöthige  Kraft  suchen 

1.)  entweder  in  der  Verbindung  des  Paukenfells  mit  den  ober- 
flächlichen Schichten  der  Haut  des  äusseren  Gehörgangs, 

2.)  oder  in  der  Wirkung  der  hinteren  Paukenfelltasche, 

3.)  oder  vielleicht  in  dem  Zusammenwirken  der  Anheftungen  des 
Hammerkopfes  an  die  Paukeuhöhlenwand  durch  den  Ambos  einerseits 
und  anderseits  durch  das  Lig.  superius  Arnoldi.  Diese  Anheftungen 
bilden  einen  etwa  gegen  die  Spitze  des  kurzen  Fortsatzes  gerichteten  Winkel 
und  drücken,  wenn  sie  gespannt  sind,  diese  Spitze  gegen  das  Paukenfell. 


Dritte  Abtlieilung. 


XIX. 

Versuch  einer  allgemeinen  Auffassung  der  Integration  und 

Differentiation.*) 

In  dem  folgenden  Aufsatze  ist  der  Versuch  gemacht,  ein  Ver- 
fahren aufzustellen,  mittelst  dessen  man  aus  einer  gegebenen  Function 
einer  Veränderlichen  eine  andere  Function  derselben  Veränderlichen 
ableiten  könne,  deren  Abhängigkeit  von  jener  ursprünglichen  sich  durch 
eine  Zahl  ausdrücken  lässt  und  die  für  den  Fall,  dass  diese  Zahl  eine 
ganze  positive,  negative  oder  null  ist,  bezüglich  mit  den  Differential- 
quotienten, Integralen  und  der  ursprünglichen  Function  übereinstimmt. 
Die  Resultate  der  Differential-  und  Integral-Rechnung  werden  zwar  als 
Grundlage  hier  vorausgesetzt,  aber  nicht  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
derselben,  die  für  alle  Differentiale  und  Integrale,  deren  Ordnung  durch 
eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  wird,  gelten,  auch  auf  die  gebrochenen 
Ordnungen  ausgedehnt  würden;  sondern  sie  sollen  nur  einerseits  zur 
Begründung  des  oben  angedeuteten  Verfahrens  benutzt  werden  und 
andrerseits  als  Wegweiser  dienen  dasselbe  zu  finden. 

Zu  diesem  letzteren  Zwecke  wollen  wir  einmal  die  Reihe  der 
DiffereiTtialquotienten  etwas  näher  betrachten.  Es  ist  klar  dass  man 
hiebei  nicht  von  der  gewöhnlichen  Definition  derselben  ausgehen  kann, 
die  sich  auf  ihr  recurrentes  Bildungsgesetz  gründet,  da  man  ja  durch 
dasselbe  unmöglich  auf  andere  Glieder  der  Reihe,  als  auf  solche,  die 
ganzen  Indices  entsprechen,  gelangen  kann;  man  muss  sich  also  nach 
einer  independenten  Bestimmung  derselben  umsehen.     Ein  Mittel  dazu 


*)  Diese  Abhandlung  trägt  im  Manuscript  das  Datum  14.  Jan.  1847.  und 
stammt  also  aus  Riemanns  Studienzeit,  ßiemann  dachte  ohne  Zweifel  nicht 
an  ihre  Veröifentlichung ,  auch  stützt  sich  die  Betrachtung  auf  Grundlagen,  deren 
Haltbarkeit  er  in  spateren  Jahren  nicht  mehr  anerkannt  haben  würde.  Immerhin 
ist  die  Arbeit  für  Riemanns  Entwicklungsgang  charakteristisch,  und  die  Resultate 
sind  bemerkenswerth  genug,  um  die  Aufnahme  in  diese  Sammlung  zu  recht- 
fertigen. 
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bietet  uns  die  Eutwickluug  der  Function,  welche  aus  der  ursprüng- 
lichen  durch  Vermehrung  der  Veränderlichen  um  einen  beliebigen  Zu- 
wachs entsteht,  nach  ganzen  positiven  Potenzen  dieses  Zuwachses  dar. 
Denn  da  die  bekannte  Entwicklung 


(1)  ^(^  +  ")  =  2t 


7/' 

a  z    TP 


2.  .P    dxP 


¥ 


(wo  Z!^x-\-h)  das  bedeutet,  was  aus  ^(,,)  wird,  wemi  man  darin  statt  x 
X  -\-  li  setzt)  für  jeden  behebigen  Werth  von  li  gültig  ist,  so  müssen 
die  Coefficienten  in  derselben  einen  ganz  bestimmten  Werth  haben; 
man  kann  dieselben  also  zur  Definition  der  Differentialquotienten  ver- 
wenden. Demgemäss  stellen  wir  folgende  Definition  auf:  der  wte 
Di£Ferentialc|uotient  der  Function  %>  ist  gleich  dem  Coefficienten  von 
/i"  in  der  Entwicklung  von  %  -1-  /,>  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  h,  multiplicirt  in  einen  nach  x  constanten,  nur  von  n  abhängigen 

Factor,  uemlich  in  1.2 n.    Diese  Betrachtungsweise  der  DifFerential- 

quotienten  führt  sehr  leicht  zur  Feststellung  einer  allgemeinen  Operation, 
in  welcher  die  Differentiation  und  Integration  enthalten  ist  und  welche 
wir  (da  die  Bezeichnung  und  Benennung  derselben  als  die  Grenze  des 
Quotienten  verschwindender  Grössen  b^i  dieser  Betrachtungsweise  keinen 
Sinn  hat)  durch  d*  bezeichnen  und  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange 
in  der  Benennung  „fonctious  derivees"  Ableitung  benennen  wollen. 

Wir  verstehen  nemlich  unter  d^' z  oder  unter  dem  Ausdruck  „vte 
Ableitung  von  %)  nach  x^^  den  Coefficienten  von  /i''  in  einer  nach  Po- 
tenzen von  h,  deren  Exponenten  um  eine  ganze  Zahl  von  einander 
abstehen,  rückwärts  und  vorwärts  in's  Unendliche  fortlaufenden  Ent- 
wicklung von  Z(^x-\-h),  multiplicirt  in  einen  nach  x  constanten,  nur  von 
V  abhängigen  Factor,  d.  h.  wir  definiren  d\z  durch  die  Gleichung 

J'  =  -|-OD 

(2)  Z(xJ^n)=^  kjj  ^'^' 

1'=  —  cc 

In  dieser  Definition  muss  nun  natürlich  der  von  v  allein  abhängige 
Factor  hv  so  bestimmt  werden,  dass  für  den  Fall,  dass  die  Exponenten 
von  h  ganze  Zahlen  sind,  die  Reihe  (2)  in  die  (1)  übergeht,  weil 
nur  dann  die  Difi'erentialquotienten  wirklich  als  besondere  Fälle  in  den 
Ableitungen  enthalten  sind-,  sollte  dies  nicht  möglich  sein,  so  wäre 
diese  Definition  unserm  Zwecke,  eine  Operation,  welche  die  Differen- 
tiation als  besonderen  Fall  in  sich  schliesst,  festzustellen,  nicht  ent- 
sprechend, und  wir  müssten  uns  also  nach  einem  anderen  Wege,  ihn 
zu  erreichen,  umsehen. 
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Bevor  wir  aber  diesen  Factor  zu  bestimmen  suchen,  wollen  wir 
erst  Einiges  über  die  Reihen  von  der  angegebenen  Form  vorausschicken, 
da  sie,  wie  man  sieht,  die  Grundlagen  dieses  ganzen  Versuchs  einer 
Theorie  der  Ableitungen  bilden. 

Man  hat  wohl  die  Behauptung  aufgestellt,  mau  könne  auf  die 
Reihen  im  Allgemeinen  gar  keine  sicheren  Schlüsse  gründen,  sondern 
nur  unter  der  Bedingung,  dass  man  den  darin  vorkommenden  Grössen 
solche  Zahlen werthe  beilege,  dass  die  Reihe  convergire,  d.  h.  dass  sich 
ihr  (wenigstens  genäherter)  Werth  durch  eine  wirkliche  Zififernaddition 
finden  lasse.  Nun  können  wir  aber,  wenn,  wie  hier  immer  voraus- 
gesetzt wird,  die  Coefficienten  einem  bestimmten  Gesetze  gehorchen, 
jeden  einzelnen  Theil  derselben  genau  angeben;  sie  ist  folglich  eine 
in  allen  ihren  Theilen  genau  begrenzte,  also  bestimmte  Grösse;  und 
ich  sehe  darin,  dass  der  Mechanismus  der  ZifFernaddition  nicht  aus- 
reicht, diesen  ihren  bestimmten  Werth  zu  finden,  keinen  Grund,  warum 
wir  nicht  die  Gesetze,  die  für  die  Zahlengrössen  als  solche  erwiesen 
sind,  auf  sie  anwenden  und  die  Resultate,  die  wir  dadurch  erhalten, 
als  richtig  ansehen  sollten. 

Um  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  dass  man  für  eine  Reihe  von 
der  Form  (2)  wirklich  einen  Werth  finden  kann,  wollen  wir  durch  ein 
Verfahren,  das  in  vielen  Fällen  für  diesen  Zweck  anwendbar  ist,  die 
Function  x^'^  in  eine  nach  gebrochnen  Potenzen  von  {x  —  &)  fortlaufende 
Reihe  entwickeln,  eine  Entwicklung,  deren  wir  ohnehin  im  Lauf  der 
Untersuchung  bedürfen. 

Die  Reihe,  die  ,7;"  gleich  sein  soll  und  die  wir  der  Kürze  wegen 
durch  z  bezeichnen,  sei 

'V  Ca  {x  —  hy. 


a^ 


Wenn  z  =  x^%  so  ist 
folglich 


dz        ^ 


dx 
es  muss  also  auch 

^  [(^  _  ß)  c„  —  &  (a  -f  1)  Ca  +  i]Xx  —  &)«  =  0 
sein.     Dieser  Bedingung  ist  offenbar  Genüge  geleistet,  sobald 

(jl  —   a)  Ca  &  (0:  -f   1)  Ca+1  =  0. 

Nun  sind  aber  alle  Ausdrücke,  welche  dieser  Differentialgleichung  ge» 
nügen    in    den    verschiedenen  Werthen    voi;   A\i^'    enthalten,    es    muss 
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also  die  Reihe  z,  in  der  das  Gesetz 

(^  —  a)Ca  —  'h{a  -\-  1)  c„  + 1  =  0 
stattfindet,    noth wendig    einem    derselben    gleich    sein;    um    diesen    zu 
finden,  machen  wir 

c«_i  (a;  —  &)«-  ^  +  c„  {x.  —  If  =  p, 

/  =  c„+i  {x  —  hy  +  '  +  C„  +  2  {x  —  bY  +  '' , 

also 

p  -\-  p  =  ^  =  J^X'"', 
folglich 

^-^  ~~  ^  sl  ^  ^^  ~  ^^  ^"  ^^'  ~  ^^"  ^  -^^  ^^'  ~^T^ 


-f- 
I 


Diese  Differentialgleichungen  haben  zum  allgemeinen  Integral 

Xx~^'~^  dx  -\-  \  =  px~'"  =  Ca  {x  —  by  x~^'- 

+  Ca-i  {X  —  ly-'^X-^' 

Xx-^'~'^  dx  +  7k,  =px-f'  =  Ca^i{x  —  hY  +  '^  x-^ 
+  c«  +  2  {x  —  />)«+- j;-'' 

Substituirt  man  hierin  für  X  seinen  Werth  und  —  für  x,    so   erhält 

y 
man 

px-^'  =  Ca  {{i  —  cc)  b"-'"  I  i/'-"~^  (1  —  yf  dy  +  \ 

=  Cab"~f'(l—yy''yf'~''  +  Ca-lb"-'^-'^'(l—yy~^y^'-''+^  +  •  • 

p'x-f'  =  —  Ca(^  —  a)&«-'"  j  y^'-"-^  (1  —  yY  dy  +  k^ 

=  c.,  +  1  6«+!-/'  (1  —  2/)"  +  ^  ^^'-«-1 

+  c«  +  2  &"+--^'  (1  —  y/)"  +  2  ^^-«-2  _!_.. 

In  dem  Falle,  dass  ([*  >  a  >  —  1,  verschwinden  nun  offenbar  die  Aus- 
drücke rechts  bezüglich  für  y  =  0  und  y  =  1,  und  die  beiden  Inte- 
grale werden  ihnen  also,  das  erste  von  0  bis  y,  das  zweite  von  1  bis  y 
genommen,  genau  gleich  sein,  wenn  dieselben  zwischen  diesen  Grenzen 
continuirlich  sind.  Es  köimte  scheinen,  als  ob  diese  Bedingung  ver- 
letzt wäre,  so  bald  einige  oder  alle  Glieder  einer  Reihe  in's  Positive 
oder  Negative  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen;  daraus  würde  aber, 
da  sich  dieselben  gegenseitig  aufheben  können,  nur  folgen,  dass  sich 
durch  eine  wirkliche  Addition  ein  bestimmter  Werth  für  die  Reihe 
nicht  finden  lässt.  Da  wir  nun  den  Schluss,  als  ob  die  Reihe  in  einem 
solchen  Falle  überhaupt  keinen  bestimmten  Werth  habe,  nach  dem 
Obigen  nicht  zugeben,  so  können  wir  die  Continuität  oder  Disconti- 
jiuität  der  Reihen  p.r~"   und  px~f'   nur    durch   die  Betrachtung  der 
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ihuen  gleichen  Integrale  erfahren.*)  Bekanntlich  kann  nun  aber  ein 
Ausdruck  nur  discontinuirlich  werden,  wenn  sein  Differential  unendlich 
wird;  der  Ausdruck  (1  —  t/)"~''~^  y"  hat  aber  für  alle  endlichen 
Werthe  von  y  einen  endlichen  Werth,  wenn  die  Exponenten  ^  —  a  —  1 
und  a  positiv  sind;  die  Integrale  ändern  sich  also  dann  stetig,  und 
aus  der  Betrachtung  der  singulären  Integrale  für  y  =  1  und  y  =  0 
ersieht  man,  dass  dies  auch  noch  stattfindet,  so  lange  beide  Exponen- 
ten   grösser    als    —  1    bleiben.     Es    ist    demnach    für    den    Fall,    dass 

ft  >  «  >  —  1  und  y  endlich  ist,?*) 

1 

]c  =  sx-'"  =px-^'  +  p'x—!'  =  (ft  —  «)c«  &"-''  /  (1  —  yY~"-'^  y"  dy 

-'"^  nX^) 

(wo  n  das  bekannte  bestimmte  Integral  bezeichnet).  Dies  Resultat 
gilt,  wie  bemerkt,  nur,  wenn  /x  >  a  >  —  1 ;  es  lässt  sich  aber  auf 
alle  Werthe  von  ju,  und  a  ausdehnen,  wenn  man  das  11  einer  negativen 
Zahl  (wie   im   Lauf  dieser  Untersuchung  immer  angenommen  werden 

soll)  als  durch  das  Gesetz  77(«)  =  — -j—  IK^n  +1)    aus    den   positiven 

abgeleitet  definirt.  Denn  erstens  muss  es  nach  dem  Gesetz,  welches 
angenommener  Massen  zwischen  den  Coefficienten  der  Reihe  stattfindet, 

für  jeden  Werth  von  a  gelten,  wenn  nur  einer  derselben  \  [^  j  ist;  "es 
ist  also,  wenn  ^  positiv  ist 


«=00 


oder 


•^      n{a)n{(i  —  a) 


or=  ao 


_^^    -^       bf'-"       {X  -  bf  , 

nfi~^n{(i  —  a)    n{a)   ' 

«  =  — » 

daraus  aber  erhält  man  durch  «malige  Differentiation  nach  x 

77(|u,  —  «)  ^  n{{i  —  or)     n{a  —  n]    ' 

wodurch  das  Gesetz  auch  für  negative  Werthe  von  ^  erwiesen  ist. 


*)  Behandelt  man  die  Integrale  vor  der  Substitution  von  —  statt  x,  so  wer- 

y 

den  sie  für  a;  =  0  discontinuirlich.  Man  erkennt  aber  auch  unter  dieser  Form 
leicht,  dass  die  ihnen  zugehörigen  Constanten  für  positive  und  negative  Werthe 
von  X  dieselben  Werthe  haben  müssen,  da  der  Werth  der  Integrale  bei  dem 
Uebergange  des  x  von  -}-  co  zu  —  co   sich  stetig  ändert. 

**)  Für  den  Fall,  dass  y  =  +  cr> ,  also  .r  =  0,  ist  der  Werth  beider  Inte- 
grale CO;  folglich  ]c  =  cc  —  CO,  d.  h.  beliebig,  was  offenbar  aus  der  blossen  Be- 
trachtung dieses  Falles  hervorgeht. 


336  XIX.     Versuch  einer  allgemeiDen  Auffassung 

Es  ist  also  ganz  allgemein. 

^'^^  JT(ft)         ^   n{(i  —  a)       J7(«) 

«^ CO 

Bemerkenswert!!  ist  es,  dass  man  durch  diese  Formel,  eine  Reihe  für 
x"  nicht  erhält,  wenn  fi  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  da  der  Ausdruck 
links  dann  0  wird,  worauf  wir  später  zurückkommen  werden.  Man 
sieht  auch  dass  es  Reihen  von  dieser  Form  giebt,  die  der  Null  oder 
einer  Constanten,  für  jeden  Werth  von  x,  gleich  sind. 

Nach  dieser  Protestation  gegen  das  Verdammungsurtheil,  welches 
man  den  divergirenden  Reihen  gesprochen  hat,  wollen  wir  jetzt  den 
eingeschlagenen  Weg  zur  Feststellung  des  Begriffs  der  Ableitungen 
weiter  verfolgen.  Man  sieht,  dass  der  Zweck,  den  wir  uns  gesetzt 
haben,  dass  nemlich  die  Differentiation  als  besonderer  Fall  in  der  Ab- 
leitung enthalten  sein  soll,  erfüllt  ist,  so  bald  nur  die  Function  A',.  für 

alle  ganzen  positiven  Werthe  von  v  =  - — ^ und  für   alle   ganzen 

negativen  Werthe  =0  ist;  denn  dann  geht  die  Reihe  (2)  in  die 
Reihe  (1)  über;  dieser  Bedingung  kann  aber  offenbar  durch  unendlich 
viele  verschiedene  Functionen  von  v  genügt  werden;  man  kann  ferner 
durchaus  nicht  annehmen,  dass  es  nur  Eine  Entwicklung  derselben 
Function  nach  denselben  Potenzen  von  Jb  gebe,  d.  h.  dass  nur  Ein 
System  von  Coefficienten  einer  Reihe  von  einer  bestimmten  Form 
einen  bestimmten  Werth  gebe;  mau  muss  vielmehr  unendlich  viele 
verschiedene  Systeme  als  möglich  voraussetzen;  wir  haben  also,  un- 
beschadet unseres  Zweckes,  sowohl  unter  den  verschiedenen  möglichen 
Functionen  von  v  für  hy  als  unter  verschiedenen  möglichen  Systemen 
von  Coefficienten  die  Wahl,  und  es  ist  offenbar  am  zweckmässigsten, 
diese  Wahl  womöglich  so  zu  treffen,  dass  die  Ableitungen  noch  meh- 
reren Gesetzen  gehorchen,  die  bei  einer  andern  Wahl  nur  für  Ab- 
leitungen mit  ganzen  Indices  gültig  sein  würden. 

Hierzu  dienen  folgende  Betrachtungen. 

Da  der  Ausdruck  ZJcy  dl^  h^  alle  in  dieser  Form  möglichen  Ent- 
wicklungen %4-Ä)  umfassen  soll,  so  muss 

alle  in  dieser  Form  möglichen  Entwicklungen  von  — "^'^^"^  '  umfassen, 
und  ebenso 


dh 


dx  dx 
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alle  Entwicklungen  dieser  Form  von  1l1^±J!L^  Bekanntlich  sind  nun 
— ^,         und  — ~ identisch;  beide  Ausdrücke  umfassen  also  genau 

dieselben    Reihen;    es    müssen    also    auch     JirJ^i(v-\-l)cl'^^£  und 

dclz 
Icv  —i —  genau  dieselben  Werthe  haben,  d.  h.  sie  sind  einander  gleich; 

setzt  man  nun  Z',.  _|_  i  (v  -j-  1)  ==  \.^  was  der  obigen  Hauptbedingung 
offenbar  nicht  widerspricht,  da  für  ganze  Werthe  von  v  vermöge  der- 
selben dies  Gesetz  stattfinden  muss,  so  erreicht  man  dadurch,  dass 
auch  für  die  Ableitungen  mit  gebrochenen  Indices 

Cx^    3 


da- 
ist und  folglich  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist, 

(4)  a;+%  =  f:^>. 

Aus  dem  angenommenen  Gesetze  für  }iv  folgt,  dass 

ist,es  hatalso  die  Function  77(v)7i:,.,  die  wir  durch  ?,  bezeichnen  wollen,  für  alle 
Werthe  von  v,  die  um  ganze  Zahlen  von  einander  abstehen,  stets  denselben 
Werth.  Wir  können  daher  für  die  zweckmässigste  Wahl  der  Function 
ly  nicht  mehr  aus  der  Betrachtung  einer  einzelnen  Entwicklungsform, 
sondern  nur  aus  der  Combination  verschiedener  Schlüsse  ziehen;  dem- 
gemäss  wollen  wir  versuchen,  ob  wir  sie  so  wählen  können,  dass 
d''xd^xZ  =  dl'^^'s  ist. 

Lässt  man  zu  diesem  Zwecke  x  in  der  Formel  (2)  noch  einmal 
wachsen,  und  bezeichnet  man  diesen  Zuwachs  durch  k,  so  ist 

(ß) . .  0(,.  +  ,  +  ,)  =  2      ^   1,,  l  d^  dls  j^^  -—^ 

fl  =  — OO     1'= CO 

und  dieser  Ausdruck  bezeichnet  alle  nach  denselben  Potenzen  von  h 
und  Je  möglichen  Entwicklungen  von  ^(^x  +  ft  +  k)-     Es  ist  aber  auch 

i« +  »■=—«> 
/'  =  »      r=»  ,,        j 

fl  = CO     1= CO 

Nun  bezeichnet  der  letzte  Ausdruck  (/3)  zwar  nicht  alle  möglichen 
Entwicklungen    dieser     Form    von    3(^x-\-h  +  i:)j    da     die    Gleichung    (3) 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I,  22 
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nur  Eine  Entwicklung  von  -  yJ"  V.    n     gielot,  ohne  dass  dies  die  einzig 

mögliche  zu  sein  brauchte;  es  müssen  aber  alle  in  ihm  enthaltenen 
Entwicklungen  auch  in  («)  enthalten  sein;  stellt  man  also  für  die 
Function  l  das  Gesetz  ?(,<,  +  ,)  =lf,lr  auf;  so  werden  alle  Werthe 
von  dx'^  auch  Werthe  von  Cxd'xZ  sein,  obgleich  der  letzte  Ausdruck 
auch  noch  andere  Werthe  haben  kann. 
Es  ist  also 

(5)  ai'a:^  =  a^'+^'^ 

unter  der  ausgesprochenen  Beschränkung. 

Aus  /(„-)-,)  =  ?(,<,)  ^c)   folgt  aber 

und  allgemein,  dass  das  Product  der  /  verschiedener  Zahle]i  gleich  ist 
dem  /  ihrer  Summe,  oder  wenn  man  die  einzelnen  Factoren  einander 
gleich  setzt  ?(,„,)  =  ^(v),  so  oft  m.  eine  ganze  Zahl  ist;  bezeichnet  man 
nun  —  durch  n,  so  ist 


11 


?(«M,  =^  knn)  =  ?',"  =  Tn     oder  h,u_\  =  h"  . 

Das  Gesetz  l^/^iv)  =  ?'■  ist  also  für  alle  rationalen  Werthe  von  ft,  und 
folglich  (nach  dem  bekannten  Gesetz  der  InteriDolation)  allgemein  gültig. 
Da  nun  für  ganze  Werthe  von  v  ?,=  1  sein  muss,  so  ist  Z,,  ==  V. 
Sollen  demnach  die  Gesetze  (4)  und  (5)  für  die  Ableitungen  im 
Allgemeinen  gelten,  und  die  Differentiation  in  der  Ableitung  als  be- 
sonderer Fall  enthalten  sein,  so  müssen  wir  die  Ableitungen  unter 
denjenigen  Functionen  von  cc  wählen,  die  der  Gleichung 

^l-r  +  A)  —  ^  jj^^)    cx:s  —  ^   JJ^^   <^x^ 

genügen.  Diese  Wahl  wird  am  zweckmässigsten  auf  diejenigen  unter 
ihnen  fallen,  welche  am  geschmeidigsten  für  die  Rechnung  sind;  ver- 
sucht man  aber  die  Entwicklung  einiger  Functionen  von  x  -\-  h  in 
Reihen,  die  nach  gebrochenen  Potenzen  von  li  fortlaufen,  so  wird  man 
sehen,  dass   am   leichtesten  und   einfachsten   Entwicklungen   in  solche 

h''  +  ^ 
Reihen  sind,  in  denen  der  Coefficient  von  -pfz — r— tt-  das  Differential  des 

n{v  -f  1)  ^ 

Coefficienten  von  jj^  ist:  wir  wollen  also  obige  Begrenzung  der  Ab- 
leitungen dahin  beschränken,  dass  das  Zeichen  dl-0  den  Coefficienten  von 
jjTx   nicht   in    allen    möglichen  Entwicklungen    von    ^(x+/,)   bezeichnen 
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soll,  sondern  nur  in  solchen,  in  denen  der  Coefficient  von  r=-. — p—    das 
'  '  n{v-j-i) 

Differential  des  Coefficienten  von  ^zr^-,  ist.  *) 

ll{v)  ^ 

Hieraus  folgt  zunächst^  dass  Ein  Wertli  von  o'^z  nur  einer  Ent- 
wicklung angehören  kann;  denn  gesetzt,  ein  Werth  von  d^xZ,  2),,  ge- 
hörte zwei  Entwicklungen,  a  und  h,  an,  so  müssten  diese  beiden  Ent- 
wicklungen in  allen  folgenden  Gliedern  übereinstimmen,  da  diese  durch 
Differentiation  aus  p^,  entstehen.  Bezeichnen  wir  nun  die  vorhergehen- 
den Glieder  in  «durch  Pr  —  i,  Pv—2-.-,  in  h  durch  g,_i,  g,.  —  2  •  ••,  so 
müssen  jo,— 1  und  g,_i  beide  zum  Differential  pr  haben;  sie  kön- 
nen also  nur  um  eine  Constante  verschieden  sein,  d.  h. 

ebenso  muss 

g,_2  =  pv-2  +  Ki^ ^'  +  ^2;    ^'—3  =  i^v- 3  +  Kl  j^)  +  K,  X  +  K.^ 
sein.    Die  Entwicklung  h  ist  also 

_  „  _L     V  Ä-     V  J^         h'-n-m       _  ,       ^  j.     Qy-f  /Q'— '».• 

—  «  -1-  ^  A,„^     ^^^^    2J(^  _„_„,)  —  «  -t-   ^  ^^>n     jj^^  _  „,)    , 
711  =  0:1  n  =  i)  in  =  cc 

nun  soll  aber  für  alle  Werthe  von  (x  -{-  li)  a  =  h  sein,  was  bekannt- 
lich nur  stattfinden  kauu,  wenn  alle  Constanten  null  sind;  dann  aber 
sind  beide  Entwicklungen  identisch. 

Ist  ]3v  ein  Werth  von  dl  0,  so  ist  p,.  -f-  K  jfri — iTo  (^^  *^  positiv 

und  ganz  und  K  eine  endliche  Constante  ist)  ebenfalls  ein  Werth  des- 
selben; denn  die  Reihe 

^  yPv  -rJ^n{-v-n))  n{v)  ~~  Zj^"  n{v)  "i" ^    n(-  n) 

und  es  findet  in  ihr  das  Gesetz  statt, 

d  ipr  -f-  K  — — 

y  n{v-n)) _i_  TT    ^~ — '^~ 

dx  — i^^+i  +^n(-».-i-n)  • 


*)  Aus  (4)  folgt  zwar,  dass  wenn    ^y  d  z eine  Entwicklung  von  z^x-\-h') 

ist,      >'  — - —  ebenfalls    eine   Entwicklung  von    S{x  +  fi)  ist,   aber   nicht 

X  /     dx     J7(r -(- 1) 

dass  diese  beiden  Entwicklungen  identisch  sind.     Durch  die    gemachte   Annahme 

erreicht  man  auch,  dass  die  Ableitungen  mit  ganzen   negativen  Indices,   die  nach 

dem  Bisherigen  noch  gar  keinen  Sinn  hatten^  mit  den  Integralen  zusammenfallen, 

wie  weiter  unten  bewiesen  werden  wird. 

22* 
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Den  Inbeg:riff  aller  Werthe  von  2'  z,  die  sicli  durch  Addition  von  Aus- 

X  —  *  —  ^ 

drücken  von  der  Form  K  t^. r  aus  einander  ableiten  lassen,  wol- 

71  ( — V  —  n)  ' 

len  wir  ein  System  von  Werthen  nennen;    es   sind  also   alle  Werthe 
von  'S"  z,  die  demselben  Systeme  angehören,  in  dem  Ausdruck 

(6)  i^,.+  Vir„   ^— 


^^^^  =  ^<^)  +  (ll),,,  (^"^■)+  (£i), 


^        "    n{—v-n)  ' 

n  =  CO 

enthalten  (wo  Kn  endliche  Constanten  bedeuten). 

Wir  wollen  nun  einen  Werth  von  ^'  z  zu  bestimmen  suchen. 
Bekanntlich  ist 

sobald  ^(^.)  zwischen  den  Grenzen  x  und  li  continuirlich  ist,  setzt  man 
hierin  x  +  li  für  Ä  und  entwickelt  die  Glieder  der  Reihe  mittels  (3) 
nach  Potenzen  von  h,  so  erhält  man 

'^W     -  Zj     77(f0  r^'     //(-ft)      "^  U-^Ai-)JI(-f^  +  l) 

Z"2\       {.t  —  li)-^-^-  \ 


,u^= —  X) 


+  (S) 


und  in  dieser  Reihe  ist  der  Coefficient  von  -p^  das    Differential    des 

n{fi) 

Coefficienteu  von  ^^^^ -r ;  er  ist  folglich  ein  Werth  von  c'"  z ,     den 

n{(i  —  1) '  "  ^    ' 

wir  durch  ^^j,  bezeichnen  wollen.  Difterentiirt  man  nach  Je,  so  er- 
hält man 

Nun  verschwinden  alle  Glieder  der  obigen  Reihe  für  l-=  X]  das  In- 
tegral wird  also  von  k  bis  x  genommen  =  Pju  sein,  wenn  es  zwischen 
den  Grenzen  continuirlich  ist;  dies  ist  aber,  da  z  zwischen  den  Gren- 
zen X  und  l-  continuirlich  sein  soll  und  —  ft  —  1  >  —  1,  offenbar  der 
Fall  und  es  ist  also 

^  X 

ein  Werth  von  d^z,  sobald  z  zwischen  den  Grenzen  x  und  h  continuirlich  und 
ft  negativ  ist.     Der  derselben  Entwicklung  angehörige  Werth  von 

X 
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Mau  sieht  leicht,  dass,  je  nachdem  man  dem  h  verschiedene  Werthe 
giebt,  verschiedene  Entwicklungen  von  %  +  /,)  daraus  hervorgehen, 
aber  alle  diese  Entvi^icklungen  gehören  demselben  Systeme  an.  Denn 
aus  dem  Werth 


geht   offenbar 


hervor  durch  Addition  von 


k 


da  nun  z  zwischen  x  und  Ti^  und  also  auch  zwischen  Ä;  und  \  con- 
tinuirlich  ist;  so  sind  alle  jene  Integrale  endliche  und  zwar  nach  x 
constante  Grössen.  Man  wird  demnach  durch  das  angewandte  Ver- 
fahren stets  auf  dasselbe  System  von  Wertheu  gelangen;  beschränken 
wir  also  den  Begriff  der  Ableitungen  auf  dies  System  von  Werthen, 
so  haben  wir  die  Bestimmung  derselben  auf  bekannte  Werthe  zurück- 
geführt mid  werden  mittels  dieser  Definition  die  Eigenschaften  der- 
selben und  ihre  Werthe  für  bestimmte  Functionen  ableiten  können. 
Es  ist  demnach 

»  =  i 

1.  C)'Z  =      i     (X—   t)-'-'  2in  ät    +     V/f, 


-iz=  ^(^■-^)-'-i.,,,?/+^. 


7T(—  n  —  v) 


wenn  Kn  endliche  willkürliche  Constanten  sind,*)  v  negativ,  und  z 
zwischen  den  Grenzen  x  und  k  continuirlich  ist;  für  einen  Werth  von 
V  aber  der  >  0  ist,  bezeichnet  c^z  dasjenige,  was  aus  ^'^"~'"  z  (wo  m  >  v) 
durch  m  malige  Differentiation  nach  x  hervorgeht,**)  ein  Werth,  wel- 
cher stets  auch  der  Gleichung; 


*)  Alle  diese  willkürlichen  Functionen  wollen  wir  durch  cpr  bezeichnen;  wir 
machen    zugleich    darauf    aufmerksam ,    dass    (wenn  n   positiv    und   ganz)    jede 
Function  qpv  auch  eine  Function  (pv—n  ist. 
**)  Die  Definition 

11  =  0 

welche  mit  der  gegebenen  identisch  ist,  würde  zwar  für  alle  Werthe  von  v  gel- 
ten; wir  haben  ihr  aber  die  gewählte  ihrer  grösseren  Geschmeidigkeit  wegen  vor- 
gezogen. 
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n::=  CK  ^  « ^  1 


genügen  muss.*)     Hieraus  folgt 


X—n-\-m 


/*  X.    ^  'T; —  n-\-in 

*-^  71  =  7». 


und 

t.  a; 


5. 
ferner 


d"'z 
c  z=- 


d£" 

6.  <^:.^    =^X      ^H-^',«- 

Jeder  Wertli   von  c''+'"  ^  ist  also  auch  ein  Werth  von  c''  c'  z. 

Das  Umgekehrte  ö^det  aber  nur  statt^  wenn  ja  eine  ganze  posi- 
tive oder  V  eine  ganze  negative  Zahl  ist.  In  diesem  Falle  sind  also 
beide  Ausdrücke  identisch.  Aus  der  Definition  folgt  noch  (wenn  c  eine 
Constante  bedeutet) 

7.  dl  {p  +  g)  =  dlp  -\-dlq 

8.  Cxicp)  ^  cdlp 

9.  dx+cZ  ==  dxZ 

10.  dlxZ  =  dlzc-\ 

Zwei  Werthe  von  d^z  und  c^z,  in  denen  die  Constanten  K,  K^,  etc. 
sämmtlich  einander  gleich  sind,  sollen  correspondirende  Werthe  heissen. 
Alle  derselben  Entwicklung  von  z^x  +  i,)  angehörigen  Werthe  sind  cor- 
respondirende. 

.  Wir  wollen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Ableitungen  bestimmter 
Functionen  von  x  übergehen.  Dabei  kann  es  natürlich  nur  darauf 
ankommen,  einen  Werth  Einer  Ableitung  zu  finden,  da  sich  aus 
diesem  ihr  allgemeiner  Werth  durch  Addition  der  Function  cp  sofort 
ergiebt,  und  zwar  wird  dieser  Werth,  wenn  die  Umformung  des  Aus- 
drucks 1.  überhaupt  etwas  nützen  soll,  ein  einfacherer,  als  dieser  Aus- 
druck,   also    eine    explicite    Function   von    x   in    endlicher    Form    sein 


*)  Ob  die  obige  Formel  1.  alle  Werthe  enthält  die  dieser  Gleichung  genügen, 
hängt  offenbar  davon  ab,  ob  die  Functionen  qpv  die  einzigen  sind,  welche,  statt 

dxS  substituirt,  die  Reihe  2.  zu  Null  machen.  Nun  lässt  sich  zwar  ohne  Schwie- 
rigkeit zeigen,  dass  keine  algebraische  Function  von  x,  die  nicht  in  qpr  enthalten 
ist  dies  leistet;  ob  aber  überhaupt  keine  Function  dieser  Bedingung  genügt,  dar- 
über konnte  ich  bis  jetzt  zu  keinem  Resultat  gelangen. 


der  Integration  und  Differentiation.  343 

müssen.  Diese  Umformung  wird  also  im  x4.11gemeinen  darin  bestehen, 
dass  man  das  x  aus  dem  Integralzeichen  herauszuschaffen  sucht. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  die  Function  a". 

Ist  {i  positiv,  so  ist  x"  für  alle  Werthe  von  x  continuirlich;  es 
wird  also 

X 

0 

immer  ein  Werth  von  dl{ä(/')  sein;  dies  Integral  ist  aber 


X' 
ö 


Da  das  wte  Differential  hiervon  -:=- ~ r  .r'""''""'"  =  c\"'(xi')hi, 

(4),  so  ist  für  jeden  Werth  von  v 

Ist  ft  negativ,  so  ist  x^  für  x  ^0  discontinuirlich,  für  alle  andern 
Werthe  aber  continuirlich;  in  dem  Ausdrucke  (1)  müssen  also  x  und  Ic 
stets  gleiches  Zeichen  haben.  Nun  erhält  man  aber  durch  m  malige 
partielle  Integration 


21  (—  y  _  1  —  m)  n{ii-\-  m) 

k 


k 

X 

fix  —  tyr-l-m  l,c  +  m  ^^  _|_   ^^^ 


SO  lange  —  v  —  w  >  0  ist,  wodurch  sich  also,  wenn  —  v  >  —  ^i  ist, 
diejenigen  Integrale  worin  ^  <  —  1  ist,  auf  solche  zurückführen  lassen, 
in  denen  der  Exponent  von  ^  >  —  1  ist;  ist  er  >  —  1,  so  gehört 

k 

{x  —  t)-^—'^-"'t/^+"'dt 

0 

zu  den  Functionen  cpr,  und  es  ist  also 


f 


n((^)  /V A_,_i_,n/«  +  m  .7/  _        n(]^L_  ^f. 


-j :      I    (X  —  #)-'— 1-«  tM  +  "'  dt  = 


n{—  V  —  1  —  m)  U{ii  -\-m)    j    ^  ^  Uifi  —  V 


ein  Werth  von  dKß/^),  wenn  —  v>  — fi,  welches  Resultat  nach  dem 

clx 
Ist  aber  fi  -{-  m  =  —  1,  so  ist 


Gesetze  dl      z  ==  -jt"  f^^**  jedes  v  gelten  muss. 
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\x-tf 


I  (x  —  t)-'-^-"'U'+"'dt^\ogxx^'-'''—log]ixf'-'-\-  j  - 


,.fi—v 

- — dt 


^        ^        ^ dt-\-   (p, 

Ü 

1 

=  ]ogx  xf'-'  +  ./•■"-"  fy'"~"-y  dt 

°  '  J         1  —  2/ 

ü 

=  log^  r?;"-''  —  {Wiji  —  v)  —  WiO)  )  rr''-" . 

Verallgemeinert  man  auch  das  hieraus  erhaltene  Resultat  durch  Diflferen- 

tiation,  so  hat  man  folgende  Werthe  für  dl(xf'), 

wenn  ^  nicht  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 

12.     c^(x")  =  j^  in^)  \^logxx'^--(Wi^-v)-W(0))x''-^'j^ 

wenn  ^  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  aus  der  Formel  12.  die  Formel  11.  her- 
vorgeht, sobald  man  nur  die  Constanten,  die  für  diesen  Fall  ~  werden, 
einer  geeigneten  Behandlung  unterwirft,  was  auch  in  dem  Fall  ge- 
schehen muss,  wo  ffi  —  v)  und  ^  beide  ganze  negative  Zahlen  sind. 
Man  übersieht  leicht,  dass  die  aus  diesen  Formeln  für  verschiedene 
Werthe  von  v  hervorgehenden  Werthe  correspondirende  sind;  dies  ist 
auch  der  Grund  warum  wir  in  12.  nicht,  wie  wir  es  für  den  Fall  ^  = 
einer  negativen  ganzen  Zahl  konnten,  den  blos  x^'-~'^  enthaltenden 
Theil  in  die  Function  cpy  einschlössen. 

Wendet  man  ein  ähnliches  Verfahren  auf  e'  an,  so  erhält  man 


13 


(>x  (e^)  =    fe'{x—t)-^'-'  dt  =  n(-l-i)  ß"  /  V^  y/-  -1  dy  =  e\ 

00  0 

Die  Ableitungen  von  loga;  ergeben  sich  durch  dieselbe  Methode, 
noch  leichter  aber  und  zwar  sogleich  für  alle  Werthe  von  v  aus  6. 
und  12. 

14.    rlGoga:)  ==dld-^  x-^  =  ^^^^i\ogxx-^-lW{~v)-->¥{^)'\x-y 

Durch  Anwendung  der  Regeln  7  bis  10  findet  man  aus  13.  und  14. 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  auch  die  Ableitungen  von  sina;,  cosj;,  tg.;c 
und  arc  (tg  ==  oc). 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  sich  die  aufgestellte  Theorie 
mit  derselben  Sicherheit  auch  auf  den  Fall  ausdehnen  lä^t,  wo  man 
den  in  Rede  stehenden  Grössen  imaginäre  Werthe  beilegt. 


XX. 

Neue  Theorie  des  Rückstandes  in  electrischen  Bindungs- 
apparaten. *) 

1. 
Vorbemerkung. 

Herrn  Professor  Kohl  rausch  ist  es  gehmgen,  die  Bildung  des 
Rückstandes  in  electrischen  Bindungsapparaten  scharfen  Messungen  zu 
unterwerfen  und  darauf  eine  den  Beobachtungen  genügende  Theorie 
dieser  Erscheinung  zu  gründen,  welche  in  Poggendorff's  Annalen**) 
veröffentlicht  worden  ist.  Die  Genauigkeit  dieser  Messungen  reizte 
mich,  ein  aus  andern  Gründen  wahrscheinliches  Gesetz  für  die  Be- 
wegungen der  Electricität  an  denselben  zu  prüfen;  in  der  Form,  welche 
ihm  für  diesen  Zweck  gegeben  wurde,  ist  es  auf  die  Bewegungen  der 
Electricität  in  allen  ponderabeln  Körpern  anwendbar,  jedoch  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  in  Betracht  kommenden  ponderabeln  Kör- 
per gegen  einander  ruhen  und  keine  merklichen  thermischen  und 
magnetischen  (oder  voltainductorischen)  Wirkungen  und  Einflüsse  statt- 
finden. Behuf  unbeschränkter  Anwendbarkeit  bedarf  es  noch  einer 
Umarbeitung  und  Ergänzung,  mit  welcher  ich  mich  an  einem  andern 
Orte  beschäftigen  werde. 

Im  folgenden  Aufsatze,  welcher  einem  Schreiben  an  Herrn  Professor 
Kohlrausch  entnommen  ist,  ist  diese  neue  Theorie  des  electrischen 
Rückstandes  indess  nicht  selbstständig,  sondern  im  Anschlüsse  an  Seine 
Theorie  entwickelt  worden;  ich  war  bestrebt,  jene  Theorie,  nicht  ge- 
radeswegs  die  Erscheinungen  auf  sie  zurückzuführen.  Ich  habe  daher 
die  von  Herrn  Professor  Kohlrausch  in  seiner  Abhandlung  gebrauchten 


*)  Die  hier  mitgetheilte  Abhandlung  stammt  aus  dem  Jahre  1854;  ihre  Ver- 
öffentlichung   unterblieb    wahrscheinlich,    weil   der  Verfasser  nicht  gern  auf  eine 
ihm  angerathene  Abänderung  derselben  eingehen  wollte. 
**)  Bd.  91.  pag.  56. 
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Beoriffe:  electrisclies  Moment  der  isolireiiden  Wand,  Spannung,  Ge- 
sammtladung,  disponible  Ladung,  Rückstand,  überall  durch  die  hier 
zu  Grunde  gelegten  Begriffe  ausgedrückt  und  auch  sonst  in  mancher 
Hinsicht  die  dortige  Betrachtungsweise  berücksichtigt. 

2. 

Das  der  Reclinung  zu  Grunde  gelegte  Gesetz. 

Es  bezeichne  t  die  Zeit,  x,  y,  s  rechtwinklige  Coordinaten,  q  die 
Dichtigkeit  der  Spannungselectricität  zur  Zeit  t  im  Punkte  {x.,  y,  z), 
n  den  4:tten  Theil  des  (Gauss'schen)  Potentials  aller  wirkenden 
electrischen  Massen  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t,  also  die  Grösse 


1      f*  Q  dx  dy  dz 

^J  V{x  -  x'Y  4-  (2/  -  y?  - 


+  (^  -  ^y 

wenn  q  dx'  dy  dz  die  Spannungselectricität  des  Elements  dx  dy  dz'  zar 
Zeit  t  bedeutet.     Man  hat  dann 

dx^    '    dy^        dz-  ^' 

Die  hier  anzuwendenden  Gesetze  für  die  Bewegungen  der  Electrici- 
tät  im  Innern  eines  homogenen  ponderabeln  Körpers  unter  den  er- 
wähnten Umständen  sind  nun  folgende: 

I.  Die  electromotorische  Kraft  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t 
setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Bestandtheilen,  aus  einem  dem  Coulomb'- 
schen  Gesetz  gemässen,  dessen  Componenten  proportional 

du  du  c  u 

dx'  d  y'  dz 

sind,  und  einem  andern,  dessen  Componenten  proportional  sind 

dg      dg  d^ 

dx'         dy  '         dz 

so  dass  ihre  Componenten  gleichgesetzt  werden  können 

^_fl^^^    ^  _  ßß^     ^ ßß^, 

dx        ^^  dx'  dy  dy'  dz        ^^dz 

wo  ßß  nur  von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängt. 

IL  Die  Stromintensität  ist  der  electromotorischen  Kraft  propor- 
tional, also 

du        o  o  dg  j.  du        o  o  dg  du        r,  a  ^Q  «. 

wenn  a  eine   von  der  Natur  des  ponderabeln  Körpers  abhängige  Con- 
stante  und  |,  yj,  ^  die  Componenten  der  Stromintensität  sind.     . 
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Mit  ZuziehuDg  der  phoronomischen  Gleichung 

dt   '''  dx'^  dy~^  dz 

erhält  man  daher  für  u  die  Gleichungen 

d^u    ,    d^u    ,    d^ 

^2-t- gp-r  ^^2—       9 

und 

oder,  wenn  man  die  Länge  ß  und  die  Zeit  a  zur  Einheit  nimmt, 

dt     '    ^        \dx^    '    (7J/-    '    CSV 

Dies  giebt  für  u  eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  in 
Bezug  auf  t  vom  ersten,  in  Bezug  auf  die  Raumcoordinaten  vom  vier- 
ten Grade  ist,  und  um  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  an  ii  allent- 
halben im  Innern  des  ponderabeln  Körpers  zu  bestimmen,  werden 
ausser  dieser  Gleichung  noch  eine  Bedingung  in  jedem  Punkte  des- 
selben für  die  Anfangszeit  und  für  die  Folge  in  jedem  Oberflächen- 
punkte zwei  Bedingungen  erforderlich  sein. 


*)  Hienacli  sind  die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  (in  einem  electrisirten 
isolirten  Leiter) 


oder 


dx       "^^  dx  dy  oy  dz       ^'^  dz 


für  die  Stromausgleichung  oder  das  bewegliche  Gleichgewicht  im  Schliessungs- 
bogen  constanter  Ketten 

oder 

^-^'^te  +  ap  +  äT^^J  -^- 

Wenn  die  Länge  ß  gegen  die  Dimensionen  des  Körpers  sehr  klein  ist,  so  nimmt 
u  —  const.  im  ersteren  Falle  ^  und  q  im  zweiten  von  der  Oberfläche  ab  sehr  schnell 
ab  und  ist  im  Innern  allenthalben  sehr  klein,  und  zwar  ändern  sich  die  Grössen 
mit  dem  Abstände  2^  von  der  Oberfläche,  so   lange  deren  Krümmungshalbmesser 

gegen  ß  sehr  gross  bleibt,  nahe  wie  e  ^ .  Dieser  Fall  wird  bei  den  metallischen 
Leitern  angenomen  werden  müssen. 
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Plausible  Auffassung  dieses  Gesetzes. 

Das  Bewegnngsgesetz  der  Electricität  ist  unter  voriger  Nummer  durch  Be- 
gritfe,  welche  jetzt  in  der  Lehre  von  der  Electricität  gebräuchlich  sind,  aus- 
gedrückt worden.  Diese  Auffassung  desselben  ist  jedoch  einer  Umarbeitung 
fähig,  durch  welche,  wie  es  scheint,  ein  etwas  treueres  und  vollständigeres 
Bild  des  wirklichen  Zusammenhangs  gewonnen  wird. 

Statt  eine  Ursache  anzunehmen,  welche  im  Punkte  (x,  y,  z)  die  positive 
Electricität  in  den  Richtungen  der  drei  Axen  mit  den  Kräften 

und  die  negative  mit  den  entgegengesetzten  treibt,  kann  man  auch  eine  Ur- 
sache annehmen,  welche  im  Punkte  {x,  y,  z)  die  positive  Electricität  mit  der 
Intensität  ^§q  zu  vermindern  und  die  negative  zu  vermehren  strebt,  und  diese 
Ursache  kann  man  in  einem  Widerstreben  des  Ponderabile  gegen  das  Ent- 
halten von  Spannungselectricität  oder  den  electrischen  Zustand  suchen. 

Ebenso  kann  man  auch  die  electromotorische  Kraft,  deren  Componenten 

du  du  du 

dx^         dy  ''         dz 

sind,  durch  eine  Ursache  von  der  Intensität  u  im  Punkte  {x ,  y,  z)  ersetzen, 
welche  die  Dichtigkeit  der  Electricität  gleichen  Zeichens  zu  vermindern  und 
die  der  entgegengesetzten  zu  vermehren  strebt. 

Es  ist  aber  dann,  um  der  Grösse  q  eine  reelle  Bedeutung  zu  geben,  nicht 
nöthig  zweierlei  Electricitäten  anzunfhmen  und  q  dx  dy  dz  als  den  Ueberschuss 
der  positiven  Electricität  des  Elements  dxdydz  über  die  negative  zu  betrach- 
ten, sondern  man  kann  im  Wesentlichen  zu  der  Franklin 'sehen  Auffassung 
der  electrischen  Erscheinungen  zurückkehren,  am  einfachsten  wohl  durch  fol- 
gende Annahme: 

Das  Ponderabile,  welches  Sitz  der  Electricität  ist,  erfüllt  den  Raum  stetig*) 
und  mit  gleichmässiger  electrischer  Capacität,  welche  seinem  Leitungs- 
widerstande umgekehrt  proportional  ist,  und  von  welcher  die  Dichtigkeit  der 
wirklich  in  ihm  enthaltenen  Electricität  immer  nur  um  einen  unmerklich  klei- 
nen Bruchtheil  abweicht.  Bei  überschüssiger  oder  fehlender  Electricität  (positiver 
oder  negativer  Spannungselectricität)  geräth  das  Ponderabile  in  einen  positiv 
oder  negativ  electrischen  Zustand,  vermöge  dessen  es  die  Dichtigkeit  der  in  ihm 
enthaltenen  Electricität  zu  vermindern  oder  zu  vermehren  strebt  und  zwar  mit 
einem  Drucke,  welcher  gleich  ist  der  Dichtigkeit  seiner  Spannungselectricität,  p, 
multiplicirt  in  einen  von  der  Natur  des  Ponderabile  abhängigen  Factor  (seine 
antelectrische  Kraft).     Ihrerseits  geräth  bei  auftretender  Spannungselectricität 


*)  Auf  einem  andern  Blatt  findet  sich  hierzu  foljiende  Bemerkung:  Insofern  dies 
Ponderabile  (Kupfer,  Glas)  als  Sitz  der  Electricität  betrachtet  und  ihm  eine  be- 
stimmte electrische  Capacität  und  ein  bestimmter  Leitungswiderstand  beigelegt 
wird,  muss  als  von  ihm  eingenommener  Raum  der  ganze  Raum,  in  welchem  sich 
die  specifische  Eigenthümlichkeit  desselben  geltend  macht,  nicht  etwa  der  Ort 
von  Kupfer-  oder  Glasnioleculen  angesehen  werden. 
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die  Electricität  in  einen  Zustand,  Spannung,  vermöge  dessen  sie  ihre  Dich- 
tigkeit zu  vermindern  (oder  bei  negativer  Spannung  zu  vermehren)  strebt  und 
dessen  Grösse  u  in  jedem  Augenblicke  abhängt  von  sämmtlichen  Massen  Span- 
nungselectricität  nach  der  Formel 

Qf'  dx  dy  dz 


inj  ] 


V{x-x'r-\-{y-yy  +  {z-zr 
oder  auch  vermittelst  des  Gesetzes 

und  der  Bedingung,  dass  ^(  in  unendlicher  Entfernung  von  Spannungselectricität 
unendlich  klein  bleibt.  Die  Electricität  bewegt  sich  gegen  die  ponderabeln  Kör- 
per mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  in  jedem  Augenblicke  der  aus  diesen 
Ursachen  hervorgehenden  electromotorischen  Kraft  gleich  ist. 

üebrigens  müssen  diese  Bewegungsgesetze  der  Electricität,  wenn  deren  Ver- 
hältniss  zu  Wärme  und  Magnetismus  in  Rechnung  gezogen  werden  soll,  vor- 
bemerktermassen  selbst  noch  abgeändert  und  umgeformt  werden,  und  dann 
wird  eine  veränderte  Auffassung  dieser  Erscheinungen  nöthig.*) 

4. 

Behandlung  des  Problems  der  Rückstandsbildung.     Ausdruck  der 

zu  bestimmenden  Grössen  durch,  das  Potential. 

Indem  ich  mich  nun  zur  Untersuchung  der  Rückstandsbildung 
wende,  beschäftige  icli  mich  zunächst  damit,  die  zu  bestimmenden 
Grössen  durch  das  Potential,  oder  vielmehr,  was  die  Rechnung  ver- 
einfacht, durch  die  ihm  proportionale  Function  u  auszudrücken.  Zu 
grösserer  Bequemlichkeit  für  die  an  abstracte  Grössenbetrachtung  min- 
der gewöhnten  Physiker  habe  ich  das  Potential  als  das  Mass  einer 
Ursache,  Spannung,  betrachtet,  welche  die  Dichtigkeit  der  Electricität 
im  Punkte  {x,  y,  2)  zu  vermindern  strebt,  und  diese  im  Punkte 
(x,  y,  z)  =  u,  also  die  Componenten  der  durch  sie  bewirkten  electro- 
motorischen Kraft 

du  du  du 

d x^  dy  ^         dz 

gesetzt.  Man  muss  dann  als  Spannungseinheit  die  im  Innern  einer 
Kugel  vom  Radius  1  durch  auf  der  Oberfläche  vertheilte  Electricität 
von  der  Dichtigkeit  1  entstehende  Spannung  annehmen  oder  als  Ein- 
heit der  electromotorischen  Kräfte   die  von  der  Masse  4;r  in  der  Ent- 


*)  Dieser  ganze  Artikel  ist  im  Manuscript  durchgestrichen,  wahrscheinlich 
nur  aus  dem  Grunde,  weil  der  Verfasser  durch  die  Eigenthümlichkeit  der  hier 
vorgetragenen  Auffassung ,  welche  auf  das  Innigste  mit  seinen  naturphilosophischen 
Principien  zusammenhängt,  bei  den  Physikern  damals  Anstoss  zu  erregen  be- 
fürchtete. 
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fernuiigseinlieit  erzeugte.     Zur  Vereinfachung   der  Rechnung  ist  ferner 

als  Zeiteinheit  a,  als  Längeneinheit  ß  eingeführt   worden;  macht  man 

die  Einheit   der   electromotorischen  Kräfte   auf  die    hier  angenommene 

Weise  von  der  electrischen  Masseneinheit  abhängig,  so  sind  a  und  ßß 

^.,  ..      ,      ./      electromotorische  Kraft\         , 

die  Maasse  tür  den  Leitungs widerstand  I  = -^ t-t t^ttt )  und 

°  \  fetrommtensitat        / 

.    -      „     -    /  Druck  des  Ponderabile  \    , 

die  antelectrische  Kralt  I  =  t^.  ,  ..  , — ^r-~^ 5 ^ — .  •  ■.:.,  I  des 

\       Dichtigkeit  der  opannungselectricitat/ 

ponderabeln  Sitzes. 

Zur  Discussion  der  vorliegenden  Beobachtungen  genügt  die  Lö- 
sung der  Aufgabe:  die  Aenderungen  der  Spannuugselectricität  im  In- 
nern einer  überall  gleich  dicken  homogenen  Wand  zu  bestimmen,  wenn 
die  Oberflächen  mit  vollkommenen  Leitern  belegt  sind,  gleiche  Mengen 
entgegengesetzter  Electricität  emijfangen  und  keine  electromotorische 
Kraft  besitzen  (keine  Contactwirkung  in  ihnen  stattfindet),  und  ihre 
Dimensionen  gegen  die  Dicke  der  Wand  als  unendlich  gross  betrachtet 
werden  dürfen  (d.  h.  der  Einfluss  des  Randes  und  der  Krümmung  ver- 
nachlässigt werden  darf). 

Legt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Mitte  der 
Wand,  die  x-Axe  auf  ihre  Oberflächen  senkrecht  und  bezeichnet  ihre 
halbe  Dicke  durch  a,  so  wird  der  Ausdruck  für  die  Wand  a  >  a?  >  —  a, 
u  eine  blosse  Function  von  x  und 

folglich 

x' 

Die  zwischen  zwei  Werthen  von  x  über  der  Flächeneinheit  enthaltene 
Electricitätsmenge  ist  also,  geometrisch  ausgedrückt,  gleich  der  Diffe- 
renz zwischen  den  Tangenten  der  Neigungen  der  Spanuungscurve,  d.  h. 
der  Curve,  deren  Ordinate  für  die  Abscisse  x  gleich  u  ist;  diese  Ourve 
ist  gerade,  wo  keine  Spannungselectricität  vorhanden  ist,  nach  oben 
(oder  für  Orte  mit  grösseren  Ordinaten)  convex,  wo  positive,  nach 
unten,  wo  negative  stetig  vertheilt  ist,  und  gebrochen  für  einen  Werth 
von  X,  bei  welchem  eine  endliche  Menge  angehäuft  ist. 

Die  durch  eine  Ladung  erzeugte  oder  durch  eine  Entladung  ver- 
nichtete Spannung  wird  daher  stets  dargestellt  durch  eine  Curve  von 
der  Form  Ä,  d.  h.  ist  sie  in  den  Belegungen  Ua,  U—a  uiad  folglich  in 
der  Mitte 

Ua  -f  U~a 
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so  ist  sie  im  Innern 


=  ^'o  +  -  (««  —  %) 


Durch  das  Eindringen  der  Electricität  in's  Innere  erliält  die  Spannungs- 
curve  die  Form  B.  Für  die  Flächeneinheit  ist  die  Gesammtmenge 
der  geschiedenen  Electrieitäten  gleich  der  Tangente  ihrer  Neigung  in 
der  Mitte 


\oxJq 


das  electrische  Moment 

+  « 

—  a 

also  gleich  der  Spaunungs"differenz  der  Oberflächen. 

Durch  eine  Entladung  wird  die  Spannung  in  den  Belegungen 
aufgehoben.  Die  vernichtete  Spannung  ist  daher  in  den  Belegungen 
=  Ua,  u-^a,  im  Innern 

=  «0  +  -f-  («««  —  "ö>; 

die  disponible  Ladung  für  die  Flächeneinheit 

^  Ti  ^^^«  ~  "^^o)  ; 
die  bleibende  Spannung  im  Innern 

=  u  —  Wo  —  -^  [Ua  —  Mo) , 
und  für  die  Flächeneinheit  der  verborgene  Rückstand 

('cu\  1    ,  . 

die  der  Oberfläche  {x  =  a)  durch  die  Entladung  mitgetheilte  Electrici- 
tätsmeugce 


K  —  «o)- 


A 

B 

- 

C 

\c 

1 

1 

B 


1)  Spanuungscurve  der  Gesammtladung 

2)  „  der  disponiblen  Ladung 

3)  „  des  Rückstandes. 

Gesammtladung:  =ac,  disponible  Ladung:  ah,  Rückstand: 


hc. 
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Lösung  der  Aufgabe  im  einfachsten  Falle,  wo  kein  Ab-  und  Zufluss 
durch  die  Oberflächen  stattfindet. 

Nach  dieser  Uebersicht  und  geometrischen  Darstellung  der  ge- 
suchten Grössen  gehe  ich  zu  ihrer  Bestimmung  durch  Rechnung  nach 
dem  angegebenen  Gesetze  über.  Ich  behandle  zunächst  den  Fall,  wo 
anfangs  im  Innern  keine  freie  Electricitüt  vorhanden  ist,  und  den 
Oberflächen  auf  der  Flächeneinheit  die  Masseneinheit  mitgetheilt  wird, 
später  aber  kein  Ab-  und  Zufluss  durch  die  Oberflächen  stattfindet. 

Die  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  u  sind: 


ür  if  >  0,  fl  >  X  >  — 

■  a 

dx--        Ö'    et  +^ 

^  =  0,  a  >  a;  >  — 

-  a 

du ^ 

dx 

^  >  0,  x  =  ^a 

du ^      du    .dq  _ 

dx           '    d x^'  d X 

0 

welche  letzteren  ausdrücken,  dass  in  den  Oberflächen  sowohl  die 
Electricitätsmengen,  als  der  Durchfluss,  und  folglich  die  electromotorische 
Kraft  =  0  sein  soll. 

Diesen  Bedingungen  genügen  zwei  Ausdrücke,  der  eine  für  kleine, 
der  andere  für  grosse  Werthe  von  t  brauchbar.    . 

Setzt  man  zur  Abkürzung 


/' 


so  genügt  erstens 


u  —  u 


zweitens 


1,00 


u  —  u=e-^  y  —T Tv^e  sm(«  — I)— -■ 

Die  hieraus  sich  ergebenden  Bestimmungen  sind: 
für  die  Vertheilung  der  Electricität*) 


*)  Veigl.  JacobiFuiidamenta  nova  tlieoriae  functionum  ellipticarum.  §§.  61,63. 
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d,  —t  /  (a{2n  —  r)  —  xT  (a(2»  — Ij  +  .r)''  s 


„ —  t .  ,  .  .  ,   71  Ä 


für  die  Gesammtladung 
für  die  disponible  Ladung 


K-ir-^2 -(^-ir^^ 


«  =  '^^^^"  =  .-.  (l  -  1^  (1  +  4  2(-  1).  ,(^))} 


2a 


■\n  —  \y- 

für  den  Rückstand 


nn 
aa 


t        \dx}o 


d  U\  Ua  —  U—  a 


2a 


e      ^         '■'     aa 


G. 
Zurückführling  der  allgemeinen  Aufgabe  auf  diesen  einfachsten  Fall. 

Um  auf  diesen  einfachsten  Fall  den  Fall  zurückzuführen,  wo  Ab- 
und  Zufluss  durch  die  Oberflächen  stattfindet,  bezeichne  y^ii)  den  Aus- 
druck für  die  Spannungsdifterenz  u  —  u^  zur  Zeit  t  in  diesem  ein- 
fachsten Falle;  für  negative  Werthe  von  t  sei  i{Pj  =  0. 

Soll  nun  die  Spannung  bestimmt  werden,  welche  entsteht,  wenn 
den  Oberflächen  {x  =  +  a)  zur  Zeit  0  die  Mengen  +  ^,  darauf  zur 
Zeit  t'  die  Mengen  +  ^',  zur  Zeit  t"  die  Mengen  +  [i",  . . .  mitgetheilt 
werden,  so  hat  mau 

u  —  u^  =  ^i(t)  -f  ^'x{t  —  t')  -f  ^"x{t  —  t")  -\ ; 

denn    dieser   Werth    genügt    sämmtlichen   zu   seiner   Bestimmung   ge- 
gebenen Bedingungen. 

Findet  ein  stetiger  Ab-  und  Zufluss  von  Electricität  statt,  so  wird 

t 

'0=    /  XC^--^)^^^; 


U  —  Uc 


0 
Kiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  23 
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wenn  +  ^  rfr  die  im  Zeitelement  dr  durch  die  Oberfläche  (a;  =  +  a) 

—  dr 
nach  Innen  strömende  Electricitätsmenge  bezeichnet. 

Beide  Ausdrücke  kann  man  zusammenfassen  in  dem  Ausdruck 

t 


—  i'o=    I  Z(^  — '^)'^^) 


wenn  man  durch  +  d{i  die  im  Zeitelement  dt  auf  der  Oberfläche 
(^x  = -\- a)  hinzukommende  Electricitätsmenge  bezeichnet,  wo  diese 
dann  einen  endlichen  Werth  hat  oder  dt  proportional  ist,  je  nachdem 
eine  plötzliche  Ladung  oder  Entladung,  oder  ein  stetiger  Ab-  oder 
Zufluss  stattfindet. 

Aus  diesem  Ausdrucke  für  die  Spannung  folgt 


du 


In  diesen  Formeln  sind  die  Zeiten  in  Theilen  von  a,  die  Längen 
in  Theilen  von  ß  ausgedrückt;  um  bekannte  Maasse  einzuführen,  hat 
mau  nur  a  und  x  durch    ,7  ^  ;  t  und  r  durch  — ;  ~  zu  ersetzen. 

p       ß  '  cc       a 

7. 
Vergleichung  der  Rechnung  mit  den  Beobaclitungen. 

Um  nun  die  erhalteneu  Formeln  mit  dem  wirklichen  Verlaufe  der 
Rückstandsbildung  zu  vergleichen,  wie  er  durch  die  in  Poggendorff's 
Annalen  veröffentlichten  Messungen  des  Herrn  Professor  Kohlrausch 
mit  so  grosser  Genauigkeit  festo-estellt  worden  ist,  geht  man  wohl  am 
zweckmässigsten  von  der  Thatsache  aus,  dass  die  Ladungscurve  einer 
Parabel  nahe  kommt  mit   allmählich   abnehmendem  Parameter,    d.  h. 

dass  die  Grösse  — °  ,^        langsam  abnimmt. 

yt  ° 

Zufolge  der  für  Lt  abgeleiteten  Formel  ist  Z/^  —  Li  für  sehr  kleine 
Werthe  von  f  proportional  yt  und  zwar 

Lq-Lc    ^j^    J_'l/ll_. 
yt  ^  yn  y  aaa 

Zufolge  der  Messungen  muss  man  annehmen,  dass  diese  Proportionalität 
näherungs weise  noch  während  der  Beobachtungen  stattfindet. 

Man  wird  daher  die  Zeit  ^ct  in  roher  Annäherung  aus  den  Be- 
obachtungen bestimmen  können,  und  dann  ist  in  der  That 

t 

Lt-e"Ll  ^ 

^«•;^l/^0  -  **'(l/p  +  '^Ww)  -  **(3|/p+' 
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eine  Function,  welche  "mit  wachsendem  t  langsam  abnimmt.  Nichts- 
destoweniger würde  — ^—7 mit  wachsendem  t  zunehmen,  wenn  man 

—  einen  merklichen  Werth  beilegte.  Dasselbe  scheint  sich  auch  zu 
a  ° 

ergeben,  wenn  man  einen  beträchtlichen  Verlust  durch  die  Luft  an- 
nimmt, wenigstens  wenn  man  dafür  das  Coulomb'sche  Gesetz  zu 
Grunde  legt. 

Man  wird  daher  für  die  erste  Bearbeitung  der  Beobachtungen  die 
Zeit  a  (d.  h.  den  Leitungswiderstand  des  Glases  für  die  dem  Coulomb'- 
schen  Gesetz  gemässen  electromotorischen  Kräfte)  unendlich  gross  an- 
nehmen, den  Verlust  durch  die  Luft  vernachlässigen  und  sich  zunächst 
darauf  beschränken  müssen,   zu  untersuchen,  in  wie   weit  sich  durch 

gehörige  Bestimmung  von  j^a  den  Beobachtungen  genügen  lässt. 

Sobald  man  sich  überzeugt  hat,  dass  die  Voraussetzungen  der 
Rechnung  näherungsweise  richtig  sind,  ist  eine  schärfere  Vergleichung 
der  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  verlorene  Arbeit,  wenn  mau 
nicht  die  Gelegenheit  hat,  die  Quellen  der  Differenzen  zwischen  Rech- 
nung vmd  Beobachtung  au  der  Hand  der  Erfahrung  aufzusuchen,  um 
die  wegen  der  Abweichungen  von  den  Voraussetzungen  der  Rechnung 
nöthigen  Correctionen  anzubringen.  Da  mir  nun  zu  einem  experi- 
mentellen Studium  des  Gegenstandes  die  Mittel  fehlen,  so  musste  ich 
von  einer  weiteren  Verfolgung  desselben  vorläufig  abstehen, 

8. 

Verhältniss  dieses  Problems  zur  Electrometrie  und  zur  Theorie 

verwandter  Erscheinungen. 

Die  Grösse  -^  ,  bei  der  Flasche  h  etwa  — — ,  giebt  den  Quotieu- 
aaa'  '2000'   '=' 

autelectrische  Kraft    ,^i  i-mi-       r.      ^    t        t\t 

ten  -=—. n r    cles  Glases   der  Flasche  m  absolutem  Mass, 

Leitungswiderstand 

wenn  als  Längeneinheit  die  Flaschendicke,  als  Zeiteinheit  die  Secunde 
angenommen  wird.  Für  diese  Bestimmung  ist  es  gleichgültig,  wie 
man  die  Einheit  der  electromotorischen  Kräfte  von  der  Einheit  der 
electrischen  Massen  abhängig  macht;  die  Constanten  a  und  ßß  wür- 
den aber  den  Leitungswiderstand  und  die  autelectrische  Kraft  in  einem 
andern  Masse  als  dem  Weber'schen  geben,  wo  die  Einheit  der  electro- 
motorischen Kräfte  durch  die  dem  Ampere'schen  Gesetz  gemässen 
Wirkungen  der  Masseneinheit  festgesetzt  wird. 

Zur  Vergleichung  des  hier  untersuchten  Falles  mit  den  Erschei- 
nungen an  guten  Leitern  kann  die  Betrachtung  des  Beharrungszustandes 

23* 
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bei  constant  erhaltener  Spannungsdifferenz  der  Oberflächen  (oder  con- 
stantem  Zufluss)  dienen.     Für  diesen  ist 

die  Dichtigkeit  im  Innern:  ^  =  —  ^-75  =  ^'"^  —  6~% 
die  Spannung:  u  =  Mq  —  e-*  -\-  e~''^  -\-  x{&^  -j-  c~~''), 
die  Spannungsdifferenz  der  Überflächen: 

Ua  —  u-a  =  2(a{e  +  e-«)  —  (e«  —  e-«))  , 
die  Gesammtladung:  (o~)    =  e"  -|-  e~"  —  2, 

der  Kuckstand:  l^--l    —  — = 2, 

die  in  der  Zeiteinheit  durchfliessende  Menge: 

/du      ,      dQ\  r  1  \ 

oder  gleich  proportionalen  Grössen,  wobei  zur  Vereinfachung,  wie  oben, 
als  Zeiteinheit  a,  als  Längeneinheit  /3,  als  Spannungseinheit  die  Span- 
nung im  Innern  einer  Kugel  vom  Radius  1  bei  auf  der  Oberfläche 
vertheilter  Electricität  von  der  Dichtigkeit  1  angenommen  ist. 

Besonders  wichtig  scheint  mir  die  Prüfung  des  vermutheten  Ge- 
setzes und  eventualiter  die  Bestimmung  der  Constanten  a  und  /3  bei 
den  Gasen  zu  sein.  Die  Beobachtungen  von  Riess*)  und  Kohlrausch**), 
nach  welchen  für  den  Electricitätsverlust  an  die  Luft  in  einem  ge- 
schlossenen Räume  das  Gesetz  Coulomb's  nicht  gilt,  können  vielleicht 
als  Ausgangspunkt  für  diese  Untersuchung  dienen  und  es  wäre  für 
dieselben  wohl  zunächst  ein  System  von  Messungen  über  den  Electri- 
citätsverlust im  Innern  eines  einigermassen  regelmässigen  geschlossenen 
Raumes  zu  wünschen. 


*)  Pogg.  Ann.  Bd.  71.  pag.  359, 
**)  Pogg.  Ann.  Bd.  72.  pag.  374. 


XXL 

Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Difierentialgleichungen 
mit  algebraischen  Coefficienten. 

(20.  Febr.  1857.) 

Bekanntlich  lässt  sich  jede  Lösung  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  wter  Ordnung  in  n  von  einander  unabhängige 
particulare  Lösungen  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausdrücken. 
Sind  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  rationale  Functionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  so  wird  jeder  Zweig  der,  allgemein 
zu  reden,  vielwerthigen  Functionen,  welche  ihr  genügen,  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  in  n  für  jeden  Werth  von  x  eindeutig 
bestimmte  Functionen  ausdrücken  lassen,  welche  freilich  dann  länss 
eines  gewissen  Liniensystems  unstetig  sein  müssen.  Sind  die  Coef- 
ficienten aber  algebraische  Functionen  von  x,  welche  sich  rational  in 
X  und  eine  |u,-werthige  algebraische  Function  von  x  ausdrücken  lassen, 
so  gehört  zu  jedem  Zweig  dieser  fi.-werthigen  Function  eine  Gruppe 
von  n  von  einander  unabhängigen  particularen  Lösungen,  so  dass  in 
diesem  Falle  jeder  Zweig  einer  Lösung  der  Differentialgleichung  als 
ein  linearer  Ausdruck  von  höchstens  ^n  eindeutigen  Functionen  sich 
darstellen  lässt,  welcher  aber  von  ihnen  immer  nur  n  einer  Gruppe 
angehörige  enthalten  wird.  Aus  diesen  Vorbemerkungen  wird  man, 
da  sich  jede  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung  leicht  in  eine 
homogene  von  der  nächst  höhern  Ordnung  verwandeln  lässt,  ersehen 
dass  die  folgenden  Sätze  alle  linearen  Differentialgleichungen  mit  al- 
gebraischen Coefficienten  umfassen. 

Es  seien  y^,  y.2j---,ya  Functionen  von  x,  welche  für  alle  com- 
plexen  V^erthe  dieser  Grösse  einändrig  und  endlich  sind,  ausser  für 
a,h,  c,  ..,  g,  und  welche  durch  einen  Umlauf  des  x  um  einen  flieser 
Verzweigungswerthe  in  lineare  Functionen  mit  constanten  Coefficienten 
von  ihren  früheren  Werthen  übergehen. 

Zu  ihrer  näheren  Bestimmung  scheide  mau  die  Gesammtheit  der 
complexen  Werthe  in   zwei  Gebiete  durch  eine  in  sich  zurücklaufende 
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Linie,  die  der  Reihe  nach  durch  sämmtliche  Verzweigungswerthe 
(g,  ..,  c,  h,  a)  geht,  so  dass  in  jedem  dieser  Gebiete  die  Functionen 
völlig  gesondert  und  stetig  verlaufen,  und  betrachte  die  Werthe  der 
Functionen  in  dem  auf  der  positiven  Seite  dieser  Linie  liegenden  Ge- 
biete  als   gegeben.     Durch   einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a  gehe 

nun  1/^  in  2^  J.[^'y,-;  1/2  ^^  ^^f V' >  •••5  Vi  ^^  UÄ^!"  tji  über  und  ähn- 
lieh  durch  einen  positiven  Umlauf  um  b  y,  in  EBp  iji,  etc.,  durch 
einen  positiven  Umlauf  um  g  g,.  in  2?6r/  -yi. 

Bezeichnet    man   nun    zur   Abkürzung   das    System   der   m  Werthe 
(i/u  y-D'-fV'i)  durch  (y)  das  System  der  ww  Coefficienten 

12  n 


1  2       *  '  '        n 


durch  (Ä),   das  System  der  B  durch  (B),  .  .  .,   der  G  durch  ((r),  und 
die  aus   (y)   mittelst    des   Coefficientensystems   (Ä)  gebildeten  Werthe 
UAf^M,  2JÄf'y^,  ...,  ZA^y^  durch  {A){y,,  y,,..,  y„)  =  {A)(y),  so 
findet  zwischen  diesen  Coefficientensystemen  die  Gleichung 
(1)  (G)(F)...{B){A)  =  {0) 

statt,  wenn  man  durch  (0)  ein  Coefficientensystem  bezeichnet,  das 
nichts  ändert,  oder  in  welchem  die  Coefficienten  der  abwärts  nach 
rechts  gehenden  Diagonale  =  1  und  alle  übrigen  =  0  sind.  In  der 
That,  durchläuft  x  die  ganze  Grenzlinie  so,  dass  es  sich  von  einem 
Verzweigungswerth  zum  folgenden  auf  der  positiven  Seite  bewegt,  dann 
aber  jedesmal  um  diesen  Verzweigungswerth  positiv  herum,  so  gehen 
die  Functionen  (y)  nach  und  nach  in  (G)(^g),  {G)(F)(y),  schliesslich  in 
(G)(F)  ..{B)(A)(^y)  über.  Es  hat  aber  denselben  Erfolg,  wenn  x  die 
negative  Seite  der  Grenzlinie  oder  die  ganze  Begrenzung  des  negativer- 
seits  liegenden  Gebiets  durchläuft,  wobei  (?/^,  y2,  ..,  yn)  ihre  früheren 
Werthe  wieder  annehmen  müssen,  da  sie  in  diesem  Gebiet  allenthalben 
einändrig  sind. 

Ein  System  von  n  Functionen,  welches  die  eben  angegebenen  Eigen- 
schaf^n  hat,  werde  durch 

'a    b    c  g 


q{ 


AB  C"  G^. 


bezeichnet. 

Man  betrachte  nun  als  zu  einer  Klasse  gehörig  sämmtliche  Systeme, 
für    welche    die    Yerzweigungswerthe    und    die    um    sie    stattfindenden 
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Substitutionen  gegebene  der  Gleichung  (Ij  genügende  Werthe  haben, 
was,  wie  sich  bald  ergeben  wird,  für  unendlich  viele  Systeme  der  Fall 
ist.  Nach  einem  leicht  zu  beweisenden,  von  Jacobi  vielfach  ansce- 
wandten  Satze  lässt  sich  jede  Substitution,  allgemein  zu  reden,  in  drei 
Substitutionen  zerlegen,  von  denen  die  letzte  die  inverse  der  ersten  ist, 
und  in  der  mittleren  die  Coefficienten  ausser  der  Diagonale  sämmtlich 
=  0  sind,  so  dass  durch  sie  jede  von  den  Grössen,  auf  welche  sie 
angewandt  wird,  nur  einen  Factor  erhält.     Es  lässt  sich  also  z.  B. 

'  Ai ,  0  .  .  0  ■ 
0 ,   X,..  0 


(Ä)  =  (a) 


(«)- 


.0,0..  /l„ ) 

setzen,  wenn  (cc)~^  die  inverse  Substitution  von  {a)  bezeichnet.  Die 
Grössen  A  werden  dabei  die  ?^ Wurzeln  einer  durch  (Ä)  völlig  bestimm- 
ten Gleichung  nten  Grades.  Für  den  Fall,  c|ass  diese  Gleichung  gleiche 
Wurzeln  hätte,  müsste  man  der  mittleren  Substitution  eine  etwas  ab- 
geänderte Form  geben;  wir  wollen  aber  zur  Vereinfachung  diesen  Fall 
vorläufig  ausschliessen  und  annehmen,  dass  er  bei  der  Zerlegung  der  Sub- 
stitutionen (J.),  (B),  . .  . ,  ((r)  nicht  eintritt.    Die  Substitution  (a)  kann  in 

^,,0,  ..0 
(,^,0,^„..0 

.0,  0,..hj 

durch  Hinzufügung  einer  nur  multiplicirenden  Substitution  verwandelt 
werden;  in  dieser  Form  aber  sind,  wie  die  Gleichungen,  durch  welche 
sie  bestimmt  wird,  zeigen,  alle  möglichen  Werthe  derselben  enthalten. 
Durch  einen  positiven  Umlauf  des  x  um  «  gehen  die  Werthe  der 
Functionen  y  aus  {Pi,  2h}  ■  •}  Pn)  in  i^)(jp)  über.  Die  Werthe  der  durch 
die  Substitution  (a)~^  aus  (y)  gebildeten  Functionen 

gehen  daher  aus  (ß)~Hi')  i^ 

■  /ii,o, . .0  ■ 

0,  A„  .  .  0 


ia)-^(Ä)(p)  = 


(a)~^(p) 


0,0,  ..A„ 
über,  oder  (2^,  z^,  .  .,  ^„)  in  (l^z^,  L^z.,,  .  .,  l„^n)- 

Wenn  eine  Function  z  durch  einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a 
den  Constanten  Factor  A  erhält,  so  kann  sie  durch  Multiplication  mit 
einer  Potenz  von  (x  —  a)  in  eine  Function  verwandelt  werden,  die  in 
der  Umgebung  von  a  einändrig  ist.    In  der  That  erhält  (x  —  «)<"  durch 


360        XXI.     Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  Differentialgleichungen 

einen   positiven  Umlauf  des  x  um  a  den  Factor  e"-'^';    bestimmt  man 

also  /x  so  dass  c"^'^'  =  l,  oder  setzt  man  ft  =  -— ^,  so  wird  z{x  —  rt)~" 

eine  für  x  =  a  einändrige  Function,  Diese  Function  lässt  sich  also 
nach  ganzen  Potenzen  von  (oc  —  a)  entwickeln,  und  z  selbst  nach  Po- 
tenzen, die  sich  von  ft  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

Demnach   sind  z■^^,  z^,..,  z„  nach  Potenzen   von  x  —  a  entwickel- 
bar, deren  Exponenten  in  der  Form 

2111       '  '     27ri       '  '  '     2  7ri      ' 

enthalten  sind,  wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  wollen  nun 
annehmen,  dass  die  Functionen  y  nirgends  unendlich  von  unendlich 
grosser  Ordnung  werden,  so  dass  diese  Reihen  auf  der  Seite  der  fallen- 
den Potenzen  abbrechen  müssen,  und  bezeichnen  durch  f^^,  ^2:  •  •?  f-» 
die  niedrigsten  Potenzen  in  diesen  Reihen,  so  dass 

Z^{X  «)"■"';    •  .  .;    Zn{x  —  d)-l'n 

endliche  von  0  verschiedene  Werthe  haben.  Offenbar  kann  die  Diffe- 
renz zweier  von  den  Grössen  ju-j,  ^9?  •  •  ■>  ^n  nie  eine  ganze  Zahl  sein, 
da  die  Werthe  der  Grössen  A^,  Ag,  •  .,  A^j  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind;  dagegen  werden  die  Werthe  der  entsprechenden  Ex- 
ponenten bei  zwei  zu  derselben  Klasse  gehörigen  Systemen  sich  nur 
um  ganze  Zahlen  unterscheiden  können,  da  die  Grössen  Aj,,  A^,  .  .,  A„ 
durch  (Ä)  völlig  bestimmt  sind.  Diese  Exponenten  können  dazu  die- 
nen, die  verschiedenen  Functionensysteme  derselben  Klasse  von  einan- 
der zu  unterscheiden,  oder  doch  sie  zu  gruppiren,  und  es  genügt,  wenn 
sie  bekannt  sind,  statt  (^4)  die  Substitution  (a)  anzugeben,  da  die 
Grössen  A^,  ^2>--}  ^'>  schon  durch  sie  bestimmt  sind:  wir  werden  uns 
daher  zur  genaueren  Charakteristik  des  Systems  (//^,  ?/.,,  .  .,  y„)  des  Aus- 
drucks 

a     h    ...  g 
(a)(/3)...(^) 


lln     Vn    ■..    Qn 

bedienen,  in  welchem  die  Grössen  der  übrigen  Yerticalreihen  für  die 
Verzweigungswerthe  h,..,g  die  analoge  Bedeutung  haben  sollen,  wie 
die  der  ersten  für  a.  Es  liegt  dabei  auf  der  Hand,  dass  jedes  System 
als  ein  specieller  Fall  eines  andern  betrachtet  werden  kann,  in  welchem 
die  entsprechenden  Exponenten  zum  Theil  oder  sämmtlich  niedriger  sind. 
Es  ist  nun  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  zwischen  je  w  -(-  1  Sy- 
stemen,  die   derselben  Klasse   angehören,   eine  lineare  homogene  Glei- 
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clinng  mit  ganzen  Functionen  von  x  als  Coefficienten  stattfindet.  Wir 
unterscheiden  die  entsprechenden  Grössen  in  diesen  n  -\-  1  Systemen 
durch  obere  Indices.  Nehmen  wir  an,  dass  zwischen  ihnen  die  ??  Glei- 
chungen stattfinden: 

«o!/i  +  «1^1    -{ h  ««2/i    =0 

(2)  «o2/2  +  «1^/2    -i h  ««2/2    =0 

so  müssen  die  Grössen  a^,  <"'i?  •  •;  ««  proportional  sein  den  Determinanten 
der  Systeme,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  dem  Systeme  der 
n(n  -j-  1)  Grössen  y  der  Reihe  nach  die  Ite,  2te,  .  .,n  -{-  Ite  Vertical- 
reihe  weglässt.  Eine  solche  Determinante  U  +  ij^^  //f '  .  .  y^  erhält 
durch  einen  positiven  Umlauf  des  x  um  a  den  Factor  Det.  {Ä)  und 
kann  für  x  ==  a  nicht  unendlich  von  unendlich  grosser  Ordnung  wer- 
den; sie  lässt  sich  also  nach  um  1  steigenden  Potenzen  von  x  —  a 
entwickeln.  Um  den  niedrigsten  Exponenten  in  dieser  Entwicklung  zu 
bestimmen  kann  diese  Determinante  in  die  Form  gesetzt  werden 

Det.(a)2;-f /''4'^  .  . /'\ 

In  letzterer  Determinante  ist  das  erste  Glied 

multiplicirt  in  eine  Function,  die  für  x  =  0  einen  endlichen  und  von  0 
verschiedenen  Werth  hat.  Der  niedrigste  Exponent  in  der  Entwick- 
lung dieses  Gliedes  nach  Potenzen  von  [x  —  a)  ist  daher 

(l)      I         (2)      I  ,         ('*) 

und  hieraus  erhält  man  durch  Permutation  der  oberen  Indices  die  nie- 
drigsten Exponenten  in  den  Entwicklungen  der  übrigen  Glieder.  Offenbar 
ist  der  gesuchte  Exponent  allgemein  zu  reden  gleich  dem  kleinsten  von 
diesen  Werthen  und  jedenfalls  nicht  kleiner.  Bezeichnen  wir  den  klein- 
sten dieser  Werthe  durch  fi,  den  ähnlichen  Werth  für  den  zweiten 
Verzweigungswerth    durch  v,...,  für  den  letzten  durch  p,  so  ist 

^  +  V?  ■ .  y?  y':' .  •  (^-  -  «)-^  (^  -  Z')-^ . .  (^  -  9)-'^ 

eine  Function  von  x,  welche  für  alle  endlichen  complexen  Werthe  ein- 
ändrig  und  endlich  bleibt  und  für  x  ■■=  00  unendlich  gross  höchstens 
von  der  Ordnung  —  {}i  -\-  v  -\ —  -\-  Q)  wird,  folglich  eine  ganze  Function 
höchstens  vom  Grade  —  (^i  -\-  v  -\-  •  •  -\-  q).     Diese  Grösse  muss  daher, 
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wenn  die  Function  nicht  identisch  verschwindet^  eine  ganze,  nicht 
negative  Zahl  sein. 

Die  partiellen  Determinanten,  welchen  die  Grössen  a^,  a^,  .  .,  «„  pro- 
portional sind ,  verhalten  sich  demnach  wie  ganze  Functionen,  multipli- 
cirt  mit  Potenzen  von  x  —  a,  x  —  h,  .  .,  x  —  (/,  deren  Exponenten  in 
den  verschiedenen  Determinanten  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
Die  Grössen  a^,  a^,  ..,  o,^  verhalten  sich  daher  selbst  wie  ganze 
Functionen  und  können  in  den  Gleichungen  (2)  durch  diese  ersetzt 
werden,  wodurch  man  den  zu  beweisenden  Satz  erhält. 

Die  Derivirten  der  Functionen  y^jVoj  •  • )  Vn  nach  x  bilden  ojffenbar 
ein  derselben  Klasse  angehöriges  System,  denn  die  Differentialc|uotienten 
der  Functionen  {ä){})^,  ij.^,  .  .,  y^),  in  welche  {y^,  ij.^,  .  .,  y,,)  durch  einen 
positiven  Umlauf  des  x  um  a  übergehen,  sind 


^    ^  \(lx  ^  dx  ^      '   dx / 


da  die   Coefficienteu  in   (Ä)   constant  sind.     Durch   diese   Bemerkung 
erhält  man  aus  dem  eben  bewiesenen  Satz  die  beiden  Corollare: 
„Die  Functionen   y   eines  Systems  geniigen  einer  Differentialgleiclmng 
nter  Ordnung,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind." 
und: 

„Jedes  derselben  Klasse  angeJiörige  System  lässt  sich  in  diese  Functionen 
und  ihre  n  —  1  ersten  DifferentiaJquotienten  linear  mit  rationalen 
Coefficienten  ausdrüclcen." 

Mit  Hülfe  des  letzteren  lässt  sich  ein  allgemeiner  Ausdruck  für 
sämmtliche  Systeme  einer  Klasse  bilden,  aus  welchen  man  sofort  sehen 
würde,  dass  die  Anzahl  sämmtlicher  Systeme,  wie  oben  behauptet, 
unendlich  ist;  es  soll  indess  hier  nur  angewandt  werden  zur  Aufsuchung 
aller  Systeme,  in  welchen  nicht  bloss  die  Substitutionen,  sondern  auch 
die  Exponenten  dieselben  sind.  Für  ein  beliebiges  System  1\,  Y2,  ...,  Yn 
mit  denselben  Substitutionen  und  denselben  Exponenten  wie  y^,  y^,  . .,  ?/„ 
hat  man  nach  demselben,  wenn  man  die  Derivirten  nach  Lagrange 
bezeichnet,  w lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

Co  i'i  =  ^o:?/i  +  ^'i y\  H h  ^«  - 1  i/^  ~  " 

Co ^2  =  Ky^  +  hy'2  H h  K-iyt~^^ 


Co  Yn  =  \yn  +  i),  v/1  H 1-^.-1 !/!"    '^ 

wobei  die  Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind.  Die  Function 
C|,  hängt  nur  von  den  Functionen  y  ab ,  und  für  den  Grad  der 
Functionen  h  ergiebt  sich  ein  endliches  Maximum,  so  dass  sie  nur  eine 
endliche   Anzahl   von   Coefficienten  haben.     Damit  umgekehrt  die  aus 
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diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Functionen  1\,  ¥.2,  ..,  Yn  die  ver- 
langten Eigenschaften  haben,  müssen  diese  Coefficienten  so  beschaffen 
sein,  dass  für  die  Verzweigungswerthe  ihre  Exponenten  nicht  niedriger 
sind  als  die  der  Functionen  y  und  dass  sie  für  alle  anderen  Werthe 
von  X  endlich  bleiben.  Diese  Bedingungen  liefern  für  die  Coefficienten 
der  Potenzen  von  x  in  den  Functionen  &  ein  System  linearer  hompgener 
Gleichungen.  Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ergiebt,  wenn  sie  zur 
Bestimmung  der  Coefficienten  hinreichen,  als  allgemeinsten  Werth  der 
Functionen  {Y)  den  Werth  const. (?/),  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist, 
aber  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


mit  den  willkürlichen  Constanten  /r,  A'i,  ...,Am.  Von  diesen  willkür- 
lichen Constanten  kann  man  eine  nach  der  andern  als  Function  der 
übrigen  so  bestimmen,  dass  das  Anfangsglied  in  der  Entwicklung  einer 
der  Functionen  {a)-^{Y),  {ß)-^{Y),  ..  .,  (^)-i(r)  Null  wird,  wodurch 
die  Exponentensumme  jedesmal  wenigstens  um  eine  Einheit  erhöht 
wird,  so  dass  schliesslich  die  Exponentensumme  wenigstens  um  m  er- 
höht und  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  um  ebenso  viel  ver- 
mindert ist.  Auf  diese  Weise  kann  man  aus  jedem  Systeme  von 
«Functionen  ein  anderes  mit  höhereu  Exponenten  ableiten,  welches 
durch  die  Substitutionen  und  die  Exj)onenten  in  seiner  Charakteristik 
bis  auf  einen  allen  Functionen  gemeinschaftlichen  constanten  Factor 
völlig  bestimmt  ist.  Es  werde  nun  auch  dieser  Factor  dadurch  be- 
stimmt, dass  man  den  Coefficienten  der  niedrigsten  Potenz  von  x  —  a 
in  der  Entwicklung  der  ersten  von  den  Functionen  (ß:)~^(^)  gleich  1 
setzt,  so  dass  die  Functionen  y  eindeutig  bestimmt  sind.*) 

Man  hat  dann  nur  nöthig  scharf  aufzufassen,  wie  sich  der  Verhxuf  dieser 
Functionen  mit  der  Lage  eines  der  Verzweigungswerthe,  z.  B.  a  ändert,  um 
zu  dem  Satz  zu  gelangen,  dass  die  Grössen  ij  ein  ähnliches  System  von 
Functionen  wie  von  x  auch  von  a  bilden  mit  den  Verzweigungswerthen 
b,  c,  d,  .  .  . ,  g,  X  und  Substitutionen  die  aus  (A),  (B), . . .,  (F)  zusammengesetzt 
sind;     Für  den  Fall,   dass   es  unmöglich  ist,   die  Functionen  mit  a  so  zu  äu- 


*)  Bis  hierher  reicht  ein  vollständig  ausgearbeitetes  Manuscript  Riemann's. 
Da  wo  die  kleingedruckten  Worte  beginnen,  steht  am  Rande  die  Bemerkung  „von 
hier  an  nicht  richtig".  Ich  glaubte  aber  trotzdem  nicht,  diese  Stelle  ganz  unter- 
drücken zu  dürfen,  weil  sie  doch  die  Keime  zu  einer  Weiterentwicklung  der  darin 
angedeuteten  wichtigen  Theorie  enthält.  —  Auf  einigen  Blättern,  welche  Entwürfe 
zu  der  vorstehenden  Abhandlung  enthalten,  finden  sich  die  Grundzüge  zu  einer 
Weiterführung  der  vorstehenden  Untersuchungen,  die  ich  im  Nachfolgenden  in  mög- 
lichst unveränderter  Form  mittheile.  W. 
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dern,  class  sämratliclie  Substitutionen  constant  bleiben,  —  weil  die  Anzahl  der 
in  ihnen  enthaltenen  willküi'lichen  Constanten  geringer  ist  als  die  Anzahl  der 
hierfür  zu  erfüllenden  Bedingungen  — ■,  kann  man  das  System  als  einen  be- 
sonderen Fall  eines  Systems  mit  niedrigeren  Exponenten  betrachten,  in  welchem 
für  diese  specieilen  Werthe  von  a,  b,  .  .  .,  g  die  Coefficienten  einiger  Anfangs- 
glieder in  den  Reihen  für  (a)—'^(y),  (ß)— i (?/),... ,  i'^)~'^iy)  verschwinden. 

In  Folge  dieses  Satzes  bilden  die  Grössen  Vn  y^  ■,■•■,  Vn  Functionen  von 
p  Veränderlichen  a,  b,  . .,  g,  x,  welche,  wenn  sämmtliche  veränderliche  Grössen 
wieder  ihre  früheren  Werthe  annehmen,  entweder  die  früheren  Werthe  wieder 
erhalten,  oder  in  lineare  Ausdrücke  ihrer  früheren  Werthe  übergehen,  mit 
einem  constanten  Coefficientensystem,  das  aus  den  p  —  2  beliebig  gegebenen 
Systemen  (A),  (B),  (C),  . . . ,  {F)  irgendwie  zusammengesetzt  ist. 

Auf  eine  weitere  Untersuchung  dieser  Functionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen und  der  Hülfsmittel,  welche  der  letzte  Satz  für  die  Integration  linearer 
Differentialgleichungen  bietet,  muss  ich  für  jetzt  verzichten  und  bemerke  nur 
noch,  dass  ein  Integral  einer  algebraischen  Function  als  ein  specieller  Fall  der 
hier  behandelten  Functionen  betrachtet  werden  kann,  und  dass  man  durch  An- 
wendung dieser  Principien  auf  ein  solches  Integral  auf  Functionen  geführt 
wird,  welche  die  allgemeinen  -ö'-Reihen  mit  beliebigen  Periodicitätsmoduln  dar- 
stellen. 

Bestimmung  der  Form  der  Differentialgleichung. 

Es  wird  die  nächste  Aufgabe  der  auf  diese  Principien  zu  gründen- 
den Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  sein,  die  einfachsten 
Systeme  jeder  Klasse  aufzusuchen,  und  zu  diesen  Ende  zunächst  die 
Form  der  Differentialgleichung  näher  zu  bestimmen.  Verstehen  v^^ir 
unter  den  obigen  Functionen  ij^\  i/^\  ...,  ?/")  jetzt,  wie  Lagrange,  die 
successiven  Derivirten  der  Function  y  so  werden  die  Gleichungen  (2) 
die  Differentialgleichung,  welcher  sie  genügen,  darstellen.  Der  Grad 
der  ganzen  Functionen,  welche  für  die  Coefficienten  gesetzt  werden 
können,  bestimmt  sich  folgendermassen :  durch  jede  Differentiation  nach 
X  werden  sämmtliche  Exponenten  der  Charakteristik,  vorausgesetzt  dass 
keiner  eine  ganze  Zahl  ist,  um  die  Einheit  erniedrigt.    Es  bleibt  daher: 

2  +  (yd'' '  ■  •  ?/:  ~ ')  (^  -  ^<)-'  (^  -  ^^r- . . .  (^  -  ^)-^  =  Xo 

allenthalben  endlich  und  einändrig,  wenn  man 

—  „  n  .n  —  1  —  _-,  n  .n  —  1  —  ^  n.ti  — ■  1 
^  =  Z;  ^i ;    V  =^  2Ji  Vi ; . .;  p  =  2JiQi 

setzt.  Für  .r  =  oo  wird,  da  die  Functionen  ij  endhch  und  einändrig 
bleiben,  2J  +  Vi  j/'^^  ■  •  2/1"" ^'  unendlich  klein  von  der  Ordnung:  n .  (n —  1). 
Der  Grad  der  ganzen  Function  X^  ist  daher 

r  =  [m  —  2) ^ s 

wenn  m  die  Anzahl  der  Verzweigungswerthe  und  s  die  Summe  der 
Exponenten  in  der  Charakteristik  bezeichnet. 
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Wenn  in  dem  System  der  n  .  n  -\-  1  Grössen  y  statt  der  letzten 
Verticalreihe  die  n  -{-  1  —  ^te  weggelassen  wird,  so  muss  die  aus  ihnen 
gebildete  Determinante  allgemein  zu  reden  mit  um  t  höheren  Potenzen 
von  X  —  o>,  X  —  hy  .  .  .;  X  —  g  multiplicirt  werden  und  wird  dadurch 
eine  ganze  Function  vom  Grade  r  -{-  {m  —  1)^  [nur  für  t  =^n  ist  dieser 
Grad  r  -{-  (m  —  2)«]. 

Die  Differentialgleichung  lässt  sich  daher,  wenn  man  das  Product 
{x  —  a)  (x  —  h)  ...  (x  —  g)  durch  ta  bezeichnet  in  die  Form: 

X,,y  +  aX>,-tV'  H «"Xo^«)  =  0 

setzen,  so  dass  die  Grössen  Xt  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade 
r  -{-  (in  —  1)^  sind.     [X„  vom  Grade  r  -f-  (ju  —  2)w]. 

Man  untersuche  jetzt,  welchen  Bedingungen  die  Coefficienten  die- 
ser Functionen  genügen  müssen,  damit  nur  für  die  Werthe  a,  l),...,g 
eine  Verzweigung  eintritt  und  die  Unstetigkeitsexponenten  für  sie  die 
gegebenen  Werthe  haben.  Eine  Verzweigung  findet  so  lange  und  nur 
so  lange  nicht  statt,  als  sich  alle  Lösungen  der  Differentialgleichung 
nach  ganzen  Potenzen  der  Aenderung  von  x  entwickeln  lassen,  oder 
so  lange  die  Entwicklung  von  y  nach  dem  Mac-Laurin 'sehen  Satz 
n  willkürliche  Constanten  enthält.  Dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  a„ 
von  0  verschieden  ist.  Man  hat  daher  nur  den  Fall  a^  =  0  zu  unter- 
suchen.    Setzt  man  die  Differentialgleichung  in  die  Form: 

\y  +  \  (^  —  ^) V  +  h  {x  —  afy"  -{ h  ^n  (.r  —  rt)".v^"'  =  0 

so  müssen,  damit  um  x  =  a  die  Function  y  den  vorgeschriebenen 
Charakter  hat,  /i,^,  ^i.,,  .  .,  ^„  sämmtlich  Wurzeln  der  Gleichung 

^0   +   ^1   ^   H h   ^n   ,(l  (^  —   1)   .   .   .   (^   —  W   -|-    1)   =  0 

sein.  Dieses  liefert  n  Bedingungen  für  die  Functionen  X  und  erfor- 
dert überdies,  da  alle  Grössen  fx.  endlich  und  unter  einander  ungleich 
sind,  dass  &,,  für  x  =  a  nicht  0  sei.  Aehnliches  gilt  für  die  übrigen 
Wurzeln  h,  c,  .  .,  g  von  co  =  0.  Es  kann  sonach  Xq  =  0  mit  03  =  0 
keine  Wurzel  gemeinschaftlich  haben. 

Ist  nun  (für  eine  Wurzel  von  X^  =  0)  a„  =  0,  a«_i  aber  von  0 
verschieden,  so  können  (für  diese)  y,  y', .  .  .,  y^'^~^1  willkürlich  ange- 
nommen  werden,   dann  aber  ist  ?/("~i)  durch   die  Differentialgleichung 

a„ :?/(«)  -f  a„,  - 1  //(« -  ^'  -1 h  «0  y  =  0 

bestimmt,  so  dass  n  —  1  willkürliche  Constanten  in  den  n  —  1  ersten 
Gliedern  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  auftreten,  die  letzte  Constante 
aber  frühestens  im  n  -\-  Iten.  Man  nehme  an,  dass  sie  zuerst  im 
n  -{-  hien  erscheine. 


3G6        XXI.     Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare  DifFerentialgleicliuDgen 

Eliminirt  man  dann  aber  in  der  hten  Derivirten  der  Differential- 
gleichung: 

««!/^"  +  ">  +   ßdn  +  «„_i)2/("  +  "-l)   H =0 

die  Grössen  ^("  +  ''  —  2)^  ....,  ?/(«  — i)  mittelst  der  vorhergehenden  Deri- 
virten und  der  Differentialgleichung  selbst,  so  müssen  die  Coefficienten 
von  7/(n  +  A  — 1)^  y^"~^^,  V''"~^\  ■  •)  y  sämmtlich  verschwinden,  da  diese 
Grössen  von  einander  unabhängig  sind.    Man  erhält  also 

/m'„  +  ttn-l  =  0, 

also  a'n  von  0  verschieden  und  ausserdem  noch  n  —  1  Gleichungen, 
und  es  ergeben  sich  n  Bediugungsgleichungen  für  die  Coefficienten  der 
Functionen  X. 

Man  setze  nun  zweitens  voraus,  dass  «„  und  rt„_i  gleichzeitig 
verschwinden,  a„_2  aber  endlich  bleibt,  so  dass  die  n  —  2  ersten 
Gheder  der  Mac-Laurin'sche  Reihe  n  —  2  willkürliche  Constanten 
enthalten,  und  nehme  an,  dass  die  folgende  im  n  -\-  h  —  Iten,  die 
letzte, im  n  -\-  li —  Iten  zuerst  auftrete.  Alsdann  ergeben  sich,  damit 
^(»  +  A  — 2)  ^jj(j  y(n-\-h'  —  2)  yQQ  (]gjj  Werthen  der  niedrigeren  Differential- 
quotienten unabhängig  werden,  die  Gleichungen: 


0,    ^^^-^ a'n  +  h  du _  1  +  a„ _ 2  =  0 , 

dn  +  Jidn  _  1  +  a„  _  2  =  0, 


h  .  h 
2 
h' .  Ji  —  1 


2 

also  dn  und  dn  —  i  von  Null  verschieden,  und  ausserdem  2w  —  3  Glei- 
chungen. Es  werden  also  zwei  Linearfactoren  von  a„  =  0  und  man 
erhält  2n  Bedingungen  für  die  Functionen  X 

Auf  ähnliche  Art  findet  man  für  den  Fall  wenn  a„,  ««_i,  an  — 2 
gleichzeitig  verschwinden,  «„  —  3  aber  endlich  bleibt,  und  die  drei  letzten 
willkürlichen  Constauten  zuerst  im  n  -\-  h  —  2ten,  n  +  ^*'  —  2ten, 
n  -\-  h" —  2ten  Gliede  auftreten,  die  Bedingungen: 

dn  =  0 ,    di  =  0 ,    a'„  _  1  =  0 , 
h  Ji  —  1  .  /t  —  2    ,„    .    7i .  7(  —  \    'r  17'  r  A 

— rT~3 — ^"  "• — 1.2    ^^ ~ ^  "f"  '^^«-2  +  ^'"-3  =  ö 

für  h,  h',  h"  und  ausserdem  noch  3n  —  6  Gleichungen,  so  dass  a„  drei 
und  nur  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  und  3m  Bedingungen  erfüllt  wer- 
den müssen.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Schlüsse  ergiebt  sich 
offenbar,  dass  jeder  Linearfactor  von  Xq  n  Bedingungen  zwischen  den 
Functionen  X  zur  Folge  hat.*) 


*)  Ueber  das  Verhalten  der  Differentialgleichung  für  unendliche  Werthe  von 
X  findet  sich  im  Riemann'schen  Manuscript  nichts;  die  Abzahlung  der  Constanten 
ist  nur  angedeutet;   das  Folgende, ist  daher  so  gut  als  möglich  vom  Herausgeber 
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Für  unendlich  grosse  Wertlie  von  x  sind  die  Functionen  y  endlich 
und  stetig  vorausgesetzt;  um  die  hieraus  fliessenden  Bedingungen  zu 
erhalten,  transformire  man  die  Differentialgleichung  durch  Einführung 

einer  neuen  Variablen  y  für  x.     Dadurch  erhält  man: 


o-x  K«-i)i:2<-2  ^'  'y 


+  (^_l)(^_2)-^r-^^^^^  + 


und  die  Differentialgleichung  erhält  die  Form: 

««r»  ^1  +  0^  -  1  .>^.««r"-^  -  ««-1-^"-^)  -f^  + 
rt  I  «  s 

Nun  ist  «.„  vom  Grade  r  +  ww,  a<  vom  Grade  r  -{-  mn  —  w  +  ^, 
«Q  vom  Grade  r  -|-  mn  —  2w  in  a;.  Wenn  man  also  die  vorstehende 
Gleichung  mit  |'-l-"'«-2«  multiplicirt,  so  bleiben  der  erste  und  der 
letzte  Coefficient  für  |  =  0  endlich  und  dieselbe  erhält  die  Form: 

worin  a,,,  ««_ i,  .  .  .,  «o  Functionen  sind,  welche  für  |  =  0  endlich 
bleiben.  Nun  lässt  sich  aber,  wenigstens  unter  der  Voraussetzung 
dass  Xy  nur  ungleiche  Factoren,  und  die  oben  mit  h  bezeichnete  ganze 
Zahl  den  Werth  1  hat,  nachweisen,  dass  dn  —  x  durch  |  theilbar  ist. 
Dies  ist  bewiesen,  wenn  man  gezeigt  hat,  dass  in  dem  Ausdruck 

{n  —  1)  nun  —  xan  —  i 
sich  die  (r  +  mn)i%  Potenz  von  x  forthebt.     Zu  diesem  Zweck  zerlege 
man  die  echt  gebrochene  Function    "~    =  — h-  in  Partialbrüche : 

o  an  CO  Xq 

an-l  ^^     X^     ^_    ST]      A  .      ST] 


+ 


an  (a  X^  X  r  X  —  a  -^'  x  —  a 

worin  sich  die  erste  Summe  auf  alle  Wurzeln  «,  h,  .  .  der  Gleichung 
ö  =  0,  die  zweite  auf  alle  Wurzeln  a,  ß,  .  .  von  X^  =  0  erstreckt. 
Nun  muss  in  Folge  der  oben  für  den  Punkt  a  aufgestellten  Bedingungs- 
gleichung für  X  =  a 

ergänzt.  Ich  bemerke  noch,  dass  man  etwas  einfacher  und  allgemeiner  zum  Ziel 
gelangt,  wenn  man  von  vorn  herein  einen  der.  gegebenen  Verzweigungswerthe  ins 
Unendliche  verlegt.  W, 
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«„  _  1  (x  —  ä)          n  .  n  —  1  - , 
= —  2^a 

an  2  ^ 

sein ,    woraus    sich    für    Ä    der    Werth    Ä  ==  ~^—^ 2J^    ergiebt. 

Ebenso  folgt  aus  der  für  den  Punkt  a  gültigen  Bedingung: 

a„-\-  an-i  =  0  :  A  =  —  1 , 
woraus  man  erhält: 

n  .n  —  1 

an  —  1  ^^   S^         2 [_  -«^       1        ^ 

an  X   ;  X  —  a  ^^  X  —  a 

Lässt  man  nun  in  — "~     x  unendlich  werden,  so  ergiabt  sich,  wenn 

an  ;  O  -T-  ; 

man  die   Coefficienten   der  höchsten  Potenzen  von  x  in  «„  und  a^  _  x 

durch  An,  An  —  \  bezeichnet: 

An  —  \  n.n  —  1  ,  ^  >, 

— j —  ==  m .  — —  s  —  r  =  n(n  —  1) 

An  'i  ^  -' 

womit  der  Nachweis  der  obigen  Behauptung  geführt  ist. 

Damit  also  für  unendliche  Werthe  von  x  die  Functionen  y  end- 
lich und  stetig  bleiben,  müssen  wir  noch  die  Bedingungen  stellen, 
dass    a„  —  2   durch    h,^,  .  . ,  cc^    durch   |"~^    theilbar    seien,    deren    Zahl 

n.n  —  1         11.... 
1   betragt. 

Hiernach  müssen  die  Coefficienten  der  Functionen  X  im  Ganzen 

(i)i  -f-  r)  n  -\ '—^ 1   Bedingungen   erfüllen.     Die   Anzahl  dieser 

Coefficienten  beträgt,  wenn  man,  was  freisteht,  einen  derselben  =  1 
annimmt : 

2;V  +  C'«  -  2)  ^ + 1)  +  ^^'  - 1  • 

=  (r  +  1)(^  +  1)  +  (,,,  -  2)^-^-1  -f  ^^^^  -  1. 

Es  bleiben  also,  wenn  man  für  r  seinen  Werth  setzt, 

(^m  —  2)  n^  —  s  —  n .{in  —  1)  +  1 

von  ihnen  willkürlich.  Nun  iuvolviren  die  Functionen  y,  als  Integrale 
einer  DiflFerentialgleichung  wter  Ordnung  n .  n  Integrationsconstanten. 
Von  diesen  kann,  da  ein  gemeinschaftlicher  constanter  Factor  aller 
Functionen  y  unbestimmt  bleiben  muss,  eine  =  1  gesetzt  werden,  so 
dass  im  Ganzen  in  dem  Functionensystem  (y)  {m  —  l)n{n  —  1)  —  s 
willkürliche  Constanten  bleiben,  die  Verzweigungswerthe  und  die  Un- 
stetigkeitsexponenten ,  die  als  gegeben  betrachtet  werden,  nicht  mit- 
gerechnet. 
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Um  nun  die  Frage  zu  entscheiden,  in  wie  weit  das  Functionen- 
system  (y)  durch  die  in  seiner  Charakteristik  enthaltenen  Grössen  be- 
stimmt ist,  müssen  wir  die  Anzahl  der  dadurch  gestellten  Bedingungen 
bestimmen  und  diese  mit  der  Anzahl  der  verfügbaren  Constanteu  ver- 
gleichen. Diese  Bedingungen  bestehen,  nachdem  die  Verzweigungs- 
punkte und  die  Unstetigkeitsexponenten  gegeben  sind,  nur  noch  darin, 
dass  um  die  Verzweigungspunkte  herum  die  gegebenen  Substitutionen 
(a),  (/3),  . .  .,  (d-)  stattfinden.  Jede  dieser  Substitutionen  enthält  aber,  da 
man  in  jeder  Horizontalreihe  Einen  Coefficienten  beliebig  wählen  kann, 
oi.n —  1  unbestimmte  Coefficienten,  zwischen  denen  in  Folge  der  Re- 
lation (1)  tr  Bedingungsgleichungen  bestehen.  Von  diesen  letzteren  ist 
Eine  eine  identische  Folge  der  Annahme,  dass  s  eine  ganze  Zahl  sei, 
(vgl.  die  Abhandlung  „Beiträge  zur  Theorie  etc."  Art.  3.  S.  67)  und 
demnach  haben  die  in  dem  Functionensystem  {y)  enthaltenen  Con- 
stanten ni.n.(^n  —  1)  —  n  -{-  1  Bedingungen  zu  befriedigen.  Diese 
Zahl  darf  also  nicht  grösser  sein  als  {m  —  l).n.(n  —  1)  —  s,  woraus 
sich  ergiebt,  dass  s  im  Allgemeinen  nicht  grösser  sein  darf  als  n  —  1. 
Für  den  Fall  s  =  n  — ^  1  ist  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen 
ebenso  gross  als  die  Anzahl  der  verfügbaren  Constanten. 


Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     I.  24 


XXII. 

Commentatio  mathematica,  qua  respondere  tentatur  quaestioni 
ab  111"^^  Academia  Parisiensi  propositae: 

„Trouver  quel  doit  etre  l'etat  calorifique  d'un  corps  solide  homo- 
gene indefini  pour  qu'un  Systeme  de  courbes  isothermes,  ä  un  instant 
donne,  restent  isothermes  apres  un  temps  quelconque,  de  teile  sorte 
que  la  temperature  d'un  point  puisse  s'exprimer  en  fonetion  du  temps 
et  de  deux  autres  variables  independantes."*) 

Et  bis  principiis  via  sternitur  ad  majora. 
1. 
Quaestionem    ab    ill'"^  Academia   propositam    ita    tractabimus,    ut 
primum  quaestionem  generaliorem  solvamus : 

quales  esse  debeant  proprietates  corporis   motum  caloris  determi- 
nantes  et  distributio  caloris,  ut  detur  systema  linearum  quae  sem- 
per  isothermae  maneant, 
deinde 

ex  solutione   generali  hujus  problematis   eos   casus   seligamus,  in 
quibus   proprietates   illae   evadant   ubique   eaedem,   sive  corpus  sit 
'    homogeneum. 

Pars  prima. 

2. 

Priorem  quaestionem  ut  aggrediamur,  considerandus  est  motus 
caloris    in    corpore   qualicuuque.     Si  u  denotat  temperaturam  tempore 

*)  Diese  Beantwortung  der  von  der  Pariser  Akademie  im  Jahr  1858  gestell- 
ten und  1868  zurückgezogenen  Preisaufgabe  wurde  von  Riemann  am  1.  Juli 
1861  der  Akademie  eingereicht.  Der  Preis  wurde  derselben  nicht  zuerkannt,  weil 
die  Wege,  auf  denen  die  Resultate  gefunden  wurden,  nicht  vollständig  angegeben 
sind.  Von  der  Ausführung  einer  beabsichtigten  ausführlicheren  Bearbeitung  des 
Gegenstandes  wurde  Riemann  durch  seinen  Gesundheitszustand  abgehalten. 
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t  in  puncto  (x^,  x^y  x^  aequationem   generalem,  secundum  quam  haec 
functio  n  variatur,  hujus  esse  formae  constat, 

r,  I         du     .  du     ,  du\ 


dx^ 
1             du     ^            du\ 

dx^ 
,            du     ^            du\ 

"^  ^3,2  g.^^   -t-  «3,3   ^^J 

(I)  + 

„  /         du    ^^  du     ^^  du\ 

^  r3,i  g^  -t-  «3,2  g;^  +  %.3  g^;  ^  ^^g^ 

'"  dx^  dt 

Qua  in  aequatione  quantitates  a  conductibilitates  resultantes,  %  calorem 
specificum  pro  unitate  voluminis,  sive  productum  ex  calore  specifico 
in  densitatem  designant  et  tauquam  functiones  pro  lubitu  datae  ipsa- 
rum  x^,  x^,  x^  spectantur.  Disquisitionem  nostram  ad  eum  casum 
restringimus,  in  quo  conductibilitas  eadem  est  in  binis  directionibus 
oppositis  ideoque  inter  quantitates  a  relatio 

intercedit.  Praeterea  quum  calor  a  loco  calidiore  in  frigidiorem  migret 
necesse  est  ut  forma  secundi  gradus 

/«l,l;    «2,2>    «3,3\ 
\«2,3?    «3,1'    «1,2/ 

sit  positiva. 

3. 

lam  in  aequatione  (I)  in  locos  coordinatorum  rectangularium  rr^,  x^,  x^ 
tres   variabiles    independentes   quaslibet  novas  s^,  s.,,  s^  introducamus. 

Haec  transformatio  aequationis  (I)  faeillime  inde  peti  potest  quod 
haec  aequatio  conditio  est  necessaria  et  sufficiens,  ut,  designante  du 
Variationen!  quamcunque  infinite  parvam  ipsius  u,  integrale 

(^)  ^  f  j  f  2 "'' ''  I7  £;  ^^^1  ^^^2  dx.,  +  r  r  r2/i  ^  du  dx,  dx.^  dx^ 

per  corpus  extensum,  sölum  a  valore  variationis  Öu  in  superficie  pen- 
deat.     Introductis  novis  variabilibus  haec  expressio  (^A)  transibit  in 

{B)     ö  j  f  j^  h -'  1^  1^  ds^  ds^  ds,  +  r  r  hjc^  du  ds,  ds.,  ds., 
posito  brevitatis  causa 

^yT   I    ds^  ds^  ds^  '"'^■'      ^n   I    ds^  ds^  ds^ 

^ I  —  cxi  dx^  dx^  y^i  — dx^  dx.^  0X3 

24* 
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Quodsi  formarum  secundi  gradus 

\^2j3>    %>1>    ^1>2/  \^2>3?    ^3>1>    "1,2/ 

determinantes  sunt  ^,  1?  et  l'orinae  adjunctae 

\«2,3;    «3.U    «1,2/  \^2,3;    /^s.i;    /^1,2/ 


iuvenietur 
et 

ideoque 

et 


A  =  B  y  +  l^l^l^ 

^   a,, ,'  dXi  dxi  =  ^  /3,,  ,■  ^s,  (Zs/ 


A  _  A 
A  ~  B 


Unde    facile    perspicitur    transformationem    aequationis    (I)   reduci 

posse  ad  transformationem  expressionis  E  a,,  «■  dXi  dXi- . 

<, «' 

Quae  quum  ita  sint,  problema  nostrum  generale  lioc  modo  solvere 

possumus,  ut  primum  quaeramus,  quales  esse  debeant  funetiones  ?;,,(■  et 

h   ipsarum   Sj,  s.,,  S3,  ut  u    ab    una    harum    quantitatum    non    pendere 

possit.     Qua   quaestione   soluta   expressio  Z"  /8<,  ^  dSi  dSi'  formari  poterit. 

Tum  ut,   datis  valoribus  quantitatum  a,^i  et  quantitatis  /t,  inveniamus, 

num  u  functio   temporis   et   duarum  tantum  variabilium  fieri  possit  et 

quibusnam  in  easibus,  quaerendum  est,  an  expressio   illa  2^ ßi^i'  ds,dSt- 

in  formam  datani  transformari  possit;  et  hanc  quaestionem  infra  vide- 

bimus    eadem    fere    metliodo    tractari    posse,    qua    Gauss    in   theoria 

superficierum  curvarum  usus  est. 


Primum  igitur  quaeramus,  quales  esse  debeant  funetiones  6,,  ^et  Je 
ipsarum  s^,  s.^,  S3,  ut  u  ab  una  harum  quantitatum  non  pendere  possit. 
Ut  denotationem  simplicioremreddamus,  quantitates  s^,  s.^,  s^  per  a,  /3,  y 
designemus  et  formam  (2)  per 

'ü,  h,  c 

si  ?i  a  y  non  pendet,  aequatio  differentialis  erit  formae 
/T■r^      ^o^u    ,    „  ,    d'^u      .    -.d^u    ,       du    .    J.CU         jdu         7-, 
^     '  Oa^     '  oaoß     '        Cß^    '        da     '    '  öß  dt 
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posito 

da  ^.    de  j^  db'  db     ^^  de     ^^  da  ^ 

d^^  Fß^  dy  ~^^       cß  ~^  J^'^  Ji^'' 

Tribuendo  ipsi  y  valores  determiiiatos  diversos  ex  aequatione  (II) 
inter  sex  quotientes  differentiales  ipsius  u  obtinebuntur  aequationes 
diversae,  quarum  coefficientes  a  y  iion  pendeut.  Quodsi  ex  bis  aequa- 
tionibus  m  sunt  a  se  independentes 

F  =  0     F  =  0  F    =  0 

ita  ut  caeterae  omiies  ex  iis  sequantur,  aequatio  jP  =  0  necesse  est  pro 
quovis  ipsius  y  valore  ex  liis  m  aequationibus  fluat  unde  F  formae 
esse  debet 

^'\  ^  \  "r  ^2-^2    I    '  °  '    I    ^"«  -^ '« 
qua  in  expressione  solae  quantitates  c  a  ;^  pendent. 

lam  casus  singulos,  quando  m  est  1,  2,  3,  4  paulo  accuratius  exa- 
minemus  simulque  aequationes  a  y  independentes,  in  quas  aequatio 
i^  =  0  dissolvitui'j  in  forraas  simpliciores  redigere  curemus. 

Casus  primus,  m  =  1. 

Si  m  =  \,  in  aequatione  (II)  rationes  coefficientium  a  y  non  pen- 
debunt. At  introducendo  in  locum  ipsius  y  novam  variabilem  fl'dy 
semper  effici  potest,  ut  k  tiat  =  1,  quo  pacto  coefficientes  omnes  a  y 
evadeut  independentes.  Porro  introducendo  in  locos  ipsarum  a,  ß  nova? 
variabiles  semper  effici  potest,  ut  a  et  &  evanescant.  Hoc  enim  eve- 
niet,  si  expressio  h  da^  —  2  c'  dadß  -\-  a  dß^  (quae  quadratum  expressionis 
differentialis  linearis  esse  nequit,  si  (2)  est  forma  positiva)  in  formam 
m  da  dß'  redigitur  et  quantitates  a,  ß'  tanquam  variabiles  indepen- 
dentes sumuntur. 

Aequatio  igitur  differentialis  (II)  hoc  in  casu  in  formam 

„  /    d'^u    j^     du  j^  j.du du 

redigi  potest  et  in  forma  (2)  a,  h  tum  erunt  =  0,  a  et  V  functiones 
lineares  ipsius  y,  ei  c  a.  y  independens.  Caeterum  patet,  temperaturam 
in  hoc  casu  semper  a  y  independentem  manere,  si  temperatura  initialis 
sit  functio  quaelibet  solarum  a  et  ß. 

Casus  secundus,  m  =  2. 

Si  aequatio  (II)  in  duas  aequationes  a  y  independentes  discinditur, 

ope  alterius  -öj  ex   altera   ejici  potest.     Brevitatis   causa   haec  ita  ex- 

hibeatur 

(1)  /lu  =  0 

illa 
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(2)  .  ^^  =  Tt 

deuotantibus  zJ  et  A  expressiones  cliaracteristicas  ex  ?„  et  ry^  conflatas. 
Aequatioueni  priorem  facile   perspicitur  rautatis  variabilibus  inde- 
pendentibus  ita  transformari  posse  ut  sit  z/ 

vel  =  8a  C;i  -\-  cca  -\-  fd^-i 
vel  =^dl-\-  eda-\-  fd^i 
vel  =  da 
valoribus  e  =  0,  f=0  non  exclusis. 
Quoniam  sit 

0  =  dt  z/m  =  zJ  ctU  =  J  Au 

ex  bis  duabus  aequationibus  (1)  et  (2)  sequitur 

(3)  /lAu  =  0. 

lara  duo  distinguendi  sunt  casus,  prout  haec  aequatio  (3)  vel  ex 
aequatione  (1)  fluat,  (a),  sive  sit 

AA  =  &A 

deuotante  ®  novam  expressionem  characteristicam,  vel  non  fluat,  (/?), 
novamque  aequationem  a  /lu  independentem  .sistat. 

Casum  priorem   (a)   ut   saltem   pro   una  forma   ipsius  /i  perscru- 
temur,  supponamus 

/j  =  dadfi-\-  e  da  -f  fdfi . 

Tum  zl Au  ope  aequationis  z/h  =  0  ad  expressionem  reduci  potest, 
quae  solas  derivationes  secundura  alteram  utram  variabilem  contineat 
et  coeffieientes  omnes  cifrae  aequales  habere  debeat.  Ponamus,  quum 
terminus  da  dß  continens  ope  aequationis  ^u  =  0  ejici  possit, 

A  =  af  +  &a'lH-  cd  +  dd^ 

formemusque  expressionem 

z/^  —  AJ. 

In  bac  expressione  quum  coeffieientes  ipsarum  d^,  d  ^  evanescere  debeant 
invenitur  ö~ö  ==  0,  k—  =  0,  nnde  si  casus  speciales  a  =  0,  ft  =  0  ex- 
cluduntur,  mutatis  variabilibus  independentibus  effici  potest,  ut  sit 
a  =T=  ])  =  1.  Tum  autem  invenitur  ponendo  coeffieientes  ipsarum  d^,  d  . 
in  expressione  reducta  ^A  cifrae  aequales 


unde  poni  potest 


de  o^e       dd n  df 

Fß~      d^'     d^~      Jß 
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.        ^.      .    dm  ^      .    dn  ^ 

denotantibus  tn,  n  functioues  ipsarnm  a,  ß  quae  jam  duabus  aequa- 
tionibus  differentialibus  sufficere  debent,  ut  coefficientes  ipsarum  da,  d,i 
in  expressione  reducta  zi  A  evanescant. 

Prorsus  simili  modo  in  reliquis  casibus  specialibus  formae  sim- 
plicissimae  ipsarum  ^  ei  j1  inveniimtur  conditioui 

^A  =  &zl 

satisfacientes.  Sed  huic  disquisitioni  prolixiori  quam  difficiliori  hie  nou 
immoramur. 

Caeteium  patet  in  hoc  casu  temperaturam  semper  a  y  independen- 
tem  mauere,  si  temperatura  initialis  est  functio  quaelibet  ipsarum 
a  et  /3  aequationi  ^u  =  0  satisfaciens ;  sequitur  enim  ex  aequationibus 

,  du 

Au   =    -^-r 

et 
0  =  ®zlu  =  zJ All  =  zJttU  =    o.      et    proiu    aequatio    Au  =  0    sub- 
sistere    pergit,    si    initio    valet    et   functio    u    secundum    aequationem 
Ati  =  3—  variatur.     Tum  autem  satisfit  legi  motus  caloris  sive  aequa- 
tioni F=0. 

5. 

Restat  casus  specialis  alter  (ß)  quando  AAu  =  0  a  Au  =  0  est 
independens.  Ut  simul  et  casus  sequentes  m  =  3,  w  =  4  amplectemur, 
suppositionem  generaliorem  examinemus,  praeter  aequationem  Au  =  0 
haberi  aequationem  differeutialem   quamlibet  linearem  &u  =  0,  ipsum 

^  non  continentem  et  a  Au  =  0  independeutem. 

Si  A  est  formae  dadi^  -{-  eda  -\-  fdjj,  ope  aequationis  ziu  =  0  ex- 
pressio  &  a  derivationibus   secundum   ambas   variabiles  liberari  potest. 

lam  duo  distinguendi  sunt  casus. 

Si  ex  expressione  &  omnes  quotientes  differentiales  secundum 
alteram  utram  variabilem  ex.  gr.  secundum  ß  simul  excidunt,  obtinetur 
aequatio  differentialis  solos  quotientes  differentiales  secundum  a  con- 
tinens  formae 

(1)  ya/^  =  o, 

V 

sin  minus,  semper  elici  poterit  aequatio  differentialis  formae 


376  XXII.     Commentatio  mathematica,  qua  respondere  tentatur 

V 

sive  solos  quotientes  differentiales  secuudum  t  continens. 

Nam  in  hoc  casu  expressiones  Au,  A^u,  A^u,  .  . ,  quibus  quotientes 
differentiales  ipsius  u  secundum  t  aequales  sunt,  ope  aequationum 
/Jii  =  0,  (du  =  0  semper  ita  transformari  possunt,  ut  solos  quotientes 
differentiales  secundum  alteram  utram  variabilem  contineant  eosque  non 
altiores  quam  @u.  Quorum  numerus  quum  sit  finitus,  eliminando  ae- 
quationem  formae  (2)  obtineri  posse  manifestum  est.  Coefficientes  a,. 
utriusque  aequationis  sunt  functiones  ipsarum  «,  /3. 

Observare  conveniet,  alteram  utram  harum  aequationum  semper 
valere  etiamsi  A  non  sit  formae  r«  c^i  -|-  e  ?«  -f-  fc^.  Casus  specialis, 
quando  /i  ='^  A^  eda-\-  f^^  ad  utrumque  casum  referri  potest,  quum 
ope  aequationis  Au  =  0  tum  ex  ®u,  tum  ex  Au  omnes  derivationes 
secundum  ß  ejici  possint,  quo  facto  aequatio  utriusque  formae  facile 
obtinetur.  Si  /"  =  0,  hie  casus  sicuti  casus  A  =  da  ad  casum  priorem 
referendus  est. 

lam  casum  posteriorem  accuratius  perscrutemur. 

Solutionem  generalem  aequationis 

>  a,,  —  =  0 

V 

e  terminis  formae  f(t)e^*  conflatam  esse  constat,  denotante  f(t)  functio- 
nem  integram  ipsius  ^  et  A  quantitatem  a  t  non  pendentem,  facileque 
perspicitur,  hos  terminos  singulos  aequationi  (I)  satisfacere  debere. 
lam  demonstrabimus,  fieri  non  posse  ut  sit  X  functio  ipsarum  x^,  x^,  Xy 

Sit   lif"  terminus    summus    functionis   f{f)    distinguanturque    duo 
casus. 

1**.    Quando  A  aut  realis  est  aut  formae  \ji  -\-  vi  ^i  yi,v  functiones 
unius   variabilis   realis   a  ipsarum   x^,  x^,  ^rg,  substituendo   u  =  f{f)€^'' 
in  parte  laeva  aequationis  (I)  coefficiens  ipsius  ^"  +  ^6'*'  invenitur 
_  lu/^y  -^  gc    da 

Sed  haec  quantitas  evanescere  nequit,  nisi 

da  da  da  „ 

dx^         dx^        dxg 

sive  a  =  const.,  quum  forma 

\^2.37    ^.l?    ^1.2/ 

ut  supra  monuimus,  sit  forma  positiva. 
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2'\  Quando  X  est  formae  ^  -\-  vi  et  (tt,  v  sunt  functiones  iude- 
pendentes  ipsarum  X-^,  x^,  x^,  quantitates  ^  -\-  vi  et  ^  —  vi  pro  varia- 
bilibus  independentibus  a  ei  ß  sumi  poterunt  continebitque  ipsum  u 
praeter  terminum  f{t)e"^  etiam  terminum  complexum  conjugatum 
(p(t)e!^'.     Quodsi 

d'^u    ,    7    c'^u      ,       d^u    ,       du    1     _^dii 
f^a^    '        dccdß    '        dß^    '        ccc    *    '  cß 

est,  ex  aequatione  zJu  =  0  substituendo  u  =  f{t)e"'-  et  aequando 
coefficientem  ipsius  t'^-^^e"''  cifrae,  obtinetur  a  ==  0  et  perinde  c  =  0 
substituendo   u  =  (p{t)e^* .     Unde    ope    aequationis   z/m  =  0   aequatio 

All  =  ^  ita    transformari    potest,    ut    solos    quotientes    differentiales 

secundum  alteram  utram  variabilem  contineat.     Sed  substituendo 

coefficiens  summi  cujusque  horum  quotientium  differentialium  invenitur 
=  0,  unde  et  hi  quotientes  differentiales  ex  aequatione  Au  =  ^ 
omnes  excidere  debent,  q.  e.  a.,  quum  u  ex  hyp.  non  sit  constans. 

In  casu  igitur  posteriori  funetio  n  coraponitur  e  numero  finito 
terminorum  formae  f{t)e^^ ,  in  quibus  A  est  constans  et  fi^t)  funetio 
integra  ipsius  t. 

In  casu  priori  quando  habetur  aequatio  formae 

(1)  ya.^  =  Q, 

funetio  u  erit  formae 

V 

denotantibus  p^,  p^^  ••  •  solutiones  particulares  aequationis  (1)  et  5', ,  ^2?  •  • 

constantes    arbitrarias    sive    functiones    solarum    ß   et   t.      Quodsi   haec 

expressio  in  aequatione  -  ^ 

.du 

Au  =  ^T 

ct 

substituitur,  obtinetur  aequatio  formae 

in  qua  quantitates  Q  sunt  quotientes  dijBFerentiales  ipsarum  ci  ideoque 
functiones  solarum  ß  et  t,  quantitates  P  autem  functiones  solarum 
a  et  ß.  At  tali  aequationi  supra  vidimus,  si  ex  n  terminis  compona- 
tur,  subjacere  ft  aequationes  lineares  inter  functiones  Q  et  n  —  ^  ae- 
quationes  inter  functiones  P,  quarum  coefficientes  sint  functiones  solius 
ß,  denotante   ft    quempiam    numerorum   0,  1,  2,  .  .,  n.     Obtinebuntur 
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igitur  expressiones  ipsarum  ^  per  quotientes   differentiales  ipsarum  q 

secundum  ß  ab  ipsa  a  liberae. 

lam  casus  singulos  problematis  nostri  ad  huiic  casum  pertinentes 
perlustremus. 

Quando  m  =  2  et  zJ  est  formae  r„  d^^  -\-  cca  -{-  fd^  aequatio  re- 
ducta  zJ Au  =  0 ,  si  a  quotientibus  differentialibus  secundum  ß  libera 
evadit,  formam  induet: 

d^u    1^     d'^u    ^^     du ^ 

da^  da'^     '        da 

unde  u  erit  formae 

ap  -\-  hq-\-  c 

denotantibus  a,  b,  c  functiones  solarum  ß  et  t,  p  et  q  autem  functiones 
solarum  a  et  ß.  lam  in  locum  ipsius  k  variabilis  independeus  q  in- 
troduci  potest.     Quo  pacto  obtinetur 

u  =  ap  -\-  ha  -\-  c 
ubi  jam  sola  p  est  functio  ambarum  variabilium  «  et  ß.     Substituendo 
hanc  expressionem  in  aequationibus 

zJu  =  0 ,       Au  =  -7^ 
et 

coefficientium  formae  facile  eruuntur. 

Restat  casus  quando  jam  una  aequationum,  in  quas  aequatio  F  =  0 

discinditur,  formam  (1)  habet,  ideoque  formam 

d'^u    ,       du        ^ 
^  ^'^  +  5  ^-  =  0 

Od'     '  Cd 

Tum  erit  u  =  ap  -f-  h  denotantibus  a  et  &  functiones  solarum  ß  et  t, 
et  p  functionem  solarum  «  et  ß.  Si  in  locum  ipsius  a  variabilis  in- 
dependens  p  introducitur,  prodibit 

u  =  a  cc  -4-  0,         >r  „  =  n . 

—  Invenimus  igitur,   si  w^  sit  =  2   sive    aequatio  i^  =  0  in   duas  ae- 

quationes 

Au  =  0 

4  ^W 

dissolvatur,  esse  aut  A  A  =  @  A ,  aut  functionem  u  compositam  esse  e 
numero  finito  terminorum  formae  f{t)e^\  in  quibus  l  constans  et  f{t) 
functio  integra  ipsius  t  est,  aut  formam  induere 

<p{ß,  t)  i{a,  ß)  +  aq>,  (ß,  t)  +  ^>,{ß,  t), 
si  m  =  3,  functionem  u  aut  esse   e  numero   finito  terminorum  f{t)e^' 

conflatam  aut  formae 

g>{ß,t)a-{-^,{ß,t). 
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Casus  denique  m  =  4  nullo  negotio  penitus  absolvi  potest. 

Si  eniin  praeter   aequationem  Au  =^  ^  habentur  tres  aequationes 

inter 

d^u       d^u       c^u     du     du 
dä^'  d^Jß'  Fp'  ä^'  äß' 

aut  prodibit  aequatio  formae 

du    ,       du  ■       ri 

''d^  +  'dj=='^ 

et  proin  variabiles  independentes   ita   eligere  licebit,  ut  ii  fiat  functio 
unius  tau  tum  variabilis,  aut 

d^u       d^u       d'^u 
dä>'   ä^Täß'   df' 

ideoque  etiam  An,  A^u,  Ahi  per  ö— ^  ö^  exprimi  poteruut.     Tum  au- 

tem  emerget  aequatio  formae 

d^u    ,    -jd^u    ,       du        ^ 

uiide  H  liabebit  formam 

pe'^^  -\-  qci^'  -f-  r  vel  {p  -\-  qt)e^*  -f~  ^ 

constatque  per  praecedentia  A  et  /u-  esse  constantes. 

lam   sumta  p  pro   variabili  independente  a  et  substitutis  bis  ex- 

pressionibus  in  aequatione  Au  =  ^  invenitur  fieri  non  posse  ut  q  sit 

functio   ipsius   a,   siquidem  A   et  /n   sint  inaequales.     Ergo  p  et  q  vice 
variabilium    independentium    fungi    possunt.     Praeterea    ex    aequatione 

Ali  =  -ö-r  invenitur  r  =  const. 

et 

In  hoc  igitur  casu  u  aut  est  fuuctio  ipsius  t  et  unius  tantum 
variabilis,  aut  alteram  utram  formarum 

ae^^-\-  ßef^*  +  const.     («  +  ßt)e^''  -{-  const. 
induet,  valore  ^  =  0  non  excluso. 

Postquam  formae  quas  functio  u  induere  potest  inventae  sunt, 
aequationes  F,  =  0,  quas  brevitati  consulentes  perscribere  noluimus, 
facilliraae  sunt  formatu.     Unde  in  singulis  quibusque  casibus  et  forma 

et  forma  adjuncta 

/^i.i;  k-2,  ß,,z\ 

innotescet.     Si  jam    in    expressionibus    U  ß,^i'  dSidSi'   in    locos    quanti- 
tatum  Si,  «2,  §3  functiones   quaelibet  ipsarum  x^,  x^,  Xj^  substituuntur, 
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manifesto   obtinebuntur   casus   omnes,   in  quibus  u  fuuctio  temporis  et 
duarum  tantum  variabiliura  fieri  possit.    Unde  quaestio  prior  soluta  erit. 
Superest  ut  quaeramus,  quando  expressio  2J  ß,,i  dSi  ds^   in  formaiu 
datam  27«,,,'  dXi  dxc  transformari  possit. 

Pars  secunda. 

De   transformatione   expressionis  Eh,^i  dSidSi    in   formam 

datam  Z^  a,^i-  dx^dXi-. 

1,1 

Quum  quaestio  ab  111"^  Academia  ad  corpora  liomogenea  restricta 
sit,  in  quibus  conductibilitates  resultantes  sint  constantes,  evolvamus 
primum  conditiones,  ut   expressio  -S^,.,'  dSids,',  aequando  quantitates  s 

functionibus  ipsarum  x,  in  formam  2J  a,,^'  dXi  dXi ,   constantibus  eoef'fi- 

'.  i 

eientibus  «,,<    affectam  transformari  possit.     Deinde  de  transformatione 
in  formam  quamlibet  datam  pauca  adjiciemus. 

Expressionem   2J  a,,i'  dXi  dXi,   si  est,  id  quod   supponimus,  forma 

positiva   ipsarum  dx,  semper  in  formam   Z  dx^   redigi  posse   constat. 

Unde   si    Z  ht,i  ds,  ds^'    in    formam    Z  a,,i'  dXi  dxi   transformari  potest, 
t.i'  i,t' 

redigi  etiam  potest  in  formam  2J  dx^   et  vice  versa.     Quaeramus  igitur, 

quando  in  formam  27  dx^  transformari  possit. 

Sit  determinans  2J  Azb^  \,^  .  .  .'b„,n  =  J^  et  determinantes  par- 
tiales  =  ßi,i\,  quo  pacto  erit  27  /3,.,'  &,,,■  =  i?  et  27  /3,,t'  h,,,-  =  0,  si  i'^l"  . 

Si  27  Iji  i'  dSi  dsi'  =  27  dx    pro    valoribus    quibuslibet    ipsarum    dx, 

substituendo  d  -\-  ö    pro  d   invenitur    etiam   27  ?>,.,■  ds^  ösi  =  E  dxi  ÖXi 

1,1  i 

pro  valoribus  quibuslibet  ipsarum  dx  et  öx. 

Hinc  si  quantitates  dSi  per  dXi  et  quantitates  Öx^  per  quantitates 

ÖSi  exprimuntur,  sequitur 

(1)  '-^-y.  "..''■ 


et  proinde 

(2)  ifL^xi^gilf^, 

V 

ünde  porro  deducitur,  quoniam  sit 

.^-i   ds^      dx^.  .^-^   ds^     dx^,  .      ^    , 

>  -^ 5 —  =  1  et    >  -3 5 —  ==  0 ,  si  i^t  , 

^^    cx^     cs^  ^^    cx^,    ds^.  '  <.     ' 
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(3)    V|^^  =  6„,,     (4)    y^^  =  %: 


et  differentiando  formulam  (3) 

•«^     c'^x 

lam  ex  liis  ipsarum 


•«^     c'^x       dx  ^^   -s^     d'^x       dx  dht,i 

■^1  ds^cs^.,   ds^,    '    j^  ds^.  ds^„    ds^  ds^., 


^\.'     ^Kr     ^^',." 

;    — ^5 > 


expressionibus  eruitur 


dh.,     ,     g  &,_,,.         a?v,«" 


(5)  2  V     ^'^     ^  =  lllill  + 

et  si  haec  quantitas  per  Pi,i,i'  designatur 

Quantitatibus  ^>,,  ,■, ,'  iterum  differentiatis  obtinetur 

unde  tandera  prodit,  substitutis  valoribus  modo  iuventis  (6)  et  (4) 


ds^.ds^,,,  ~^  ds^ds^.,  ds^.'ös^,.          ds^ds^.,, 


+  i  2  (i'»', «',  <"'  i'»', «, « Py, ', '"  l'»'', «', '") 


B 


Hujus  modi  igitur  aequationibus  functiones  h  satisfaciant  necesse 
est,  quando  2Jh,^,'  ds^ds,'  in  formam  U  du\  traiisformari  potest:  partes 

laevas  harum  aequationum  designabimus  per 

(tt'j  i"fc"'). 

Ut  indoles  barum   aequationum  melius  perspiciatur,  formetur  ex- 
pressio 

öö  V&,,,'  ds.  ds,'  —  2d8^h,,c  ds.  ds,'  +  ddy^h,,,  Ös,  ds,' 
determinatis  variationibus  seeundi  ordinis  d'^,  dd,  d^  ita,  ut  sit 
Ö'  ^  bt^i  dsi  ÖS,'  —  <^y^6,,«'  dst  d's,'  —  d^bt^c-  ös,  ö's,-  =  0 
ö' Vi,,,,  ds,  ds,'  —  2fZV ?>,,,■  ds,  d's,'  =  0 
d' Vft,,,.  ds,  ds,'  —  2(3  V ?>,,,■  ds,  d's,'  =  0, 
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denotante  Ö'  variationem  quamcunque.  Quo  pacto  haec  expressio  in- 
venietur 

(II)      =  ^  (it',  i" l")  (ds,  dsr  —  dSt'  ds,)  {dsr  ds,-  —  ds,-'  (Js,"). 

lam  ex  hac  formatione  hujus  expressionis  sponte  patet,  mutatis 
variabilibus  independentibus  transmutari  eam  in  expressionem  a  nova 
forma  ipsius  E  &,,  ^  dSi  dSt'  eadem  lege  dependentem.  At  si  quantitates 
h  sunt  constantes,  omnes  coefficientes  expressionis  (II)  cifrae  aequales 
evadunt.  Unde  si  U  &,,  ,■  dSi  dSi'  in  expressionem  similem  constantibus 
eoefficientibus  affectam  transformari  potest  expressio  (II)  identice  eva- 
nescat  necesse  est. 

Perinde  patet,  si  expressio  (II)  non  evanescat,  expressionem 

2Ui,  i"  l")  (ds,  8s  .  —  ds,  ds)  (ds.,  Ss...  —  ds,,,  8s,,) 

mutatis  variabilibus  independentibus  non  mutari,  insuperque  immutatam 
mauere  si  in  locos  variationum  dSi,  ds,  expressiones  ipsarum  lineares 
quaelibet  independentes  ads,  -f-  ßdSt,  yds,  -\-  ÖÖs,  substituantur.  Va- 
lores  autera  maximi  et  minimi  hujus  functionis  (HI)  ipsarum  ds,,  ds, 
neque  a  forma  expressionis  2J  b,^  ,•  ds,  ds,'  neque  a  valoribus  variationum 
ds,,  ÖS,  pendebunt,  unde  ex  bis  valoribus  dignosei  poterit,  an  duae 
hujusmodi  expressiones  in  se  transformari  possint. 

Disquisitiones  haece  interpretatione  quadam  geometrica  illustrari 
jDOSsunt,  quae  quamquam  conceptibus  inusitatis  nitatur,  tamen  obiter 
eam  addigitavisse  juvabit. 

Expressio  YU  b,^  ^  ds,  ds,'  spectari  potest  tanquam  elementum  line- 
are in  spatio  generaliore  n  dimensionum  nostrum  intuitum  transcen- 
dente.  Quodsi  in  hoc  spatio  a  puncto  (s^,  s^,  .  .  5„ )  ducantur  omnes 
lineae  brevissimae,  in  quarum  elementis  initialibus  variationes  ipsarum 
s  sunt  ni  a  ds^  -\-  ß  d Si  :  a  ds.2  -{-  ß  d S2  :  .  .  .  :  cc  ds,,  +  ßds,,^  denotantibus 
a  et  ß  quantitates  quaslibet,  hae  lineae  superficiem  constituent,  quam 
in  spatium  vulgare  nostro  intuitui  subjectum  evolvere  licet.  Quo  pacto 
expressio  (III)  erit  mensura  curvaturae  hujus  superficiei  in  puncto 
(S,,  So,  ..,  s„){'). 

Si  jam  ad  casum  n  =  3  redimus,  expressio  (II)  est  forma  secundi 
gradus  ipsarum 

ds2  ö'Sg  —  ds.^  ds.^,  ds.,  ds^  —  dSy  Ös.^,  ds^^  Ös.^  —  ds.^  ds^ 

unde  in  hoc  casu  sex  obtinemus  aequationes ,  quibus  functiones  6 
satisfacere  debent,   ut  2J  b,,  ,■  ds,  ds,'  in  formam  constantibus  coefficien- 
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tibus  gaudentem  transformari  possit.  Nee  difficile,  ope  notionum  modo 
traditarum,  est  demonstratu,  has  sex  conditiones,  ut  hoc  fieri  possit, 
sufficere.  Observandum  tarnen  est  ternas  tantum  esse  a  se  indepen- 
dentes. 


Tarn  ut  quaestionem  ab  111™''  Academia  propositam  persolvamus, 
in  bis  sex  aequationibus  formae  functionum  h,  methodo  supra  exposita 
inventae,  sunt  substituendae,  quo  pacto  omnes  casus  invenientur,  in 
quibus  temperatura  u  in  corporibus  homogeneis  functio  teraporis  et 
duarum  tantum  variabilium  fieri  possit. 

Sed  angustia  temporis  non  permisit  hos  calculos  perscribere. 
Contenti  igitur  esse  debemus,  postquam  methodos  quibus  usi  sumus 
exposuimus,  solutiones  singulas  quaestionis  propositae  enumerasse. 

Si  brevitatis  causa  casum  simplicissimum,  quando  temperatura  u 
secundum  legem 

,.^.  c'^u' j.     d^u  _,     2^1*  du 

^^■>  J^f  "^  Jscl  "f"  "ä^  ~~  ^^'  Ji 

variatur,  solum  respicimus,  ad  quem  casus  reliquas  facile  reduci  posse 
constat:  casus  ni  =  1  tum  tantum  evenire  potest,  quando  u  est  con- 
stans  aut  in  hneis  rectis  par-allelis,  aut  in  circulis  helicibusve,  ita  ut 
coordinatis  rectangularibus  0,  rcos(p,  rsingo  rite  electis,  poni  possit 
a  ==  r,  ß  =  z  -\-  (p  .  const, 

Casus  tn  =  2  locum  inveniet  si  u  =  f{a)  -j-  (p{ß),  casus  m  =  3, 
si  u  =  a(^-^  -\-  f{ß),  denotante  X  constantem  realem,  casus  denique 
m  =^  4:,  ut  jam  supra  invenimus,  si  u  est  aut  =  ae'-^  -\-  ße^''  -\-  const.^ 
aut  =  (0:  -f-  ßt)e^-''  -{-  const.,  aut  =  /"(«). 

lam  ut  formae  functionis  u  penitus  innotescant,  annotari  tantum 
opus  est,  temperaturam  u,  nisi  sit  formae  ae'^' ,  tum  tantum  functionem 
temporis  et  unius  variabilis  esse  posse,  quando  sit  constans  aut  in 
planis  parallelis,  aut  in  cylindris  eadem  axi  gaudentibus,  aut  in  sphae- 
ris  concentricis.  Si  u  est  formae  ae^^ ,  ex  aequatione  differentiali  (I) 
sequitur 

+  -^r^  -T  '^r-T  =^  Xaaa 


et  perinde  in  casu  quarto  substituendo  valores  ipsius  «  in  aequatione 
differentiali  (I),  functiones  a  ei  ß  facile  determinantur,  dummodo  ani- 
madvertas,  in  hoc  casu  ae/^  et  ße^'*  esse  posse  quantitates  complexas 
conjugatas.(-) 


Anmerkungen. 

1)  (Seite  382).  Diese  Untersuchungen  hängen  aufs  Innigste  zusammen  mit  der 
Abhandlung  „Ueber  die  Hypothesen  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen" 
(S.  254).  Die  folgende  Ausführung  Riemann 'scher  Vorschriften,  welche  einen 
Auszug  aus  einer  (umgedruckten)  Untersuchung  R.  Dedekind  über  diesen 
Gegenstand  bildet,  wird  zur  Erleichterung  des  Verständnisses  des  Textes  bei- 
tragen. 

Es  sei  das  Quadrat  des  Linienelements  im  Räume  von  «Dimensionen 

t,  i 

Dann   ergeben    sich   zur  Bestimmung  der  kürzesten  Linien  die  Differential- 
gleichungen 

^^  .^    ''f'dr        -       ^    cs^    dr    dr 

i  t,  i  " 

und 

.r--,  ds,  ds  , 

^    '''  dr    dr 


-JyZb,,,'ds,ds,. 


die  Länge  der  kürzesten  Linie   selbst  von  einem  willkürlichen  festen  Punkt  0 
bis  zu  einen  variablen  Punkt  bedeutet. 

Man  führe  nun  ein  System  neuer  Variablen  ein  vermittelst  der  Substitution 

-'"i  =rc,,  x.,  =  rc.,,  .  .  .,  x^^  =  rc„, 
worin  die  Grössen  c,   die  Bedeutung  haben: 


''"  W)o 


so  dass  zwischen  denselben  die  Relation  besteht: 

i,  i' 
und  dass    dieselben  längs  einer  jeden,    vom   Punkt  0   auslaufenden  kürzesten 
Linie  coustant  sind. 

Ist   nun,    in    den    neuen    Variablen   ausgedrückt,    das  Quadrat    des  Linien- 
elemeuts 

ds*  =^  ^,  a^  j.  dx^  dx^, 
t,  i' 
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so   folgt  leicht,  indem   mau   längs   einer  von   0   auslaufenden   kürzesten   Linie 
fortschreitet 

(2)  ^%iC,c,==^af}c^c,  =  l. 

l,  L  l,  i 

Drückt    man    die   Differentialgleichungen    der    kürzesten  Linien    in   den  neuen 
Variablen  aus ,  so  ergiebt  sich 

woraus  folgt 

(3)  ^i',«,,,.'^,^.'  =  0, 

i,  i' 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

■^/'•'''  dx^.  dx^  dx^^ 

die  Gleichung  (3)  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(3  )  >     „        XX,,  =  27     „   ^  XX,.. 

^J    dx„     '    '  jLU    dx,.     '   ' 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 
so  lilsst  sich  die  Gleichung  (3')  schreiben: 


J„  -I-     j>    r X,  =  2      y    rr-^  X, 

^'  .^   CX„      '  .liiJ   CX,       ' 


Setzt  man  ferner 


2(0  =    y    (o,x-,     2  T.— 

= 

so  folgt  hieraus : 

d(0      _      \.l^^fi                      0^(0 

== 

^«,£                   ^         ^''»'^ 

cx^^        ^  cx^  ^"    dx^dx^ 

und  hieraus: 

^^"^u      ^«.    ,    srr  ^    / 

^a. 

»u            ^"rX 

«£. 


^^V  (^^/.l  -^^     ^^l     \^^V  ^^fl/ 

woraus  hervorgeht,   dass  die  t^ —  —  - —  homogene  Functionen  der  ( —  l)ten 
Ordnung  sind.     Bezeichnen  wir  eine  solche  mit  f{x■^^  x^,  .  .  Xn),   so   hat  man 

fitXi,  tx.,,  .  .  txj  =  t~^  f{x,,  x^,  .  .  xj. 
Setzt  man  daher  voraus,   dass  die  Coefficienten  a^  ^-  und  ihre  Ableitungen  im 
Punkte  0  bestimmte  endliche  Werthe  haben,   so  folgt,  wenn  man  ^  ^  0  setzt, 

dass  die  Function  f  identisch  verschwinden  muss,   dass  also  jr~r  =  k- —  ist. 

c  x^,         0  x,^ 

Kiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  25 
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Es  ist  also  auch 

und  daraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (3'): 

7    -^ —  X,  X.  =      >   -^ X,  X.  =  0 

^^    ex.      '    '        jLj    dx„      '    ' 

(,  l  l,  l  f- 

uud  durch  Integration  der  Differentialgleichungen  der  kürzesten  Linie: 

l  '  t 

Bedeuten  nun  t^  ^.  =  t^,  ^  irgend  welche  Functionen  von  x\ ,  x.^,  .  .,x^^,  welche 
mit  ihren  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  einschliesslich  im  Punkt  0  be- 
stimmte endliche  Werthe  haben,  und  besteht  die  identische  Gleichung 

(,  t' 

SO  folgen  daraus,  wenn  man  dreimal  differentiirt,  uud  nach  der  Differentiation 
x^  ==i  0  setzt,  die  für  den  Punkt  0  gültigen  Gleichungen: 

t  r  =  0;       7^-^ — \-  -^ h  ^r^  =  0  . 

'''  cx^„  cx^  cx^. 

Setzt  man  hierin  t^  ^.  =  «    ^  ^, ,  so  ergiebt  sich  für  den  Punkt  0 

Aus  der  ersten  derselben  erh'ält  man  durch  Addition  von  p^.  ,  ,■  =  ^ 

da    , 
(5)  '       =  0,       im  Punkte, 

C  X  .ft 

aus  der  zweiten 

\dx^.,  dx^.„        dx^.„dx^.        dx^,dx^.,J        dx^dx^,        cx^cx^,.        dx^dx^.,, 
Vertauscht  man  hierin   i  und  i',  .addirt  und  bezeichnet  mit  S  die  Summe  der 

sechs  Derivirten   von  der  Form ^^ ,  so  folgt 

ex,,  ex,,.. 


\ex^dx^,        dx^..  dx^.,.  J 


und  da  S  sich  nicht  ändert,  wenn  man  i",  t,'"  mit  i,  i'  vertauscht: 

^  ■'  dx^dx^,        dx^„dx^„,  ' 

g^a,  ,,  c'-a,  ,„  d'^a,  ,,„  d^a,„  .,.,        d^a,„  ,,         d'^a,,  ,„ 

dx^„dx^,.,        dx^.„  dx^,        dx^,dx^„        cx^dx^,         ex^dx^,,        dx^dx^,,,         ' 

im  Punkt  0. 
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Nun  ist  das  Quadrat  eines  vom  Punkt  0  aufgellenden  Linienelementes 

i,  i 

Für  ein  vom  Punkt  8x^,  Sx^,  .  .,  Sxn,   der  dem  Punkt  0  unendlicli  nahe  ist, 
ausgehendes  Linienelement  haben  wir 

ds'^  =  ^o^;^\.dx^dx,  -{-^(^^^^   öx,.dx^dx, 
i,  i'  i,  (',  (" 

+  i    /       (ö ^- — )   Sx,..dx,,ndxdx.. 

'     ^  ^  ^^\dx^.,  $x^.„J^      tili 

Hierin  verschv?indet  nach  (5)  das   zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite,  und  das 
dritte  Glied  lässt  sich  nach  (6)  so  schreiben: 

\dd^a^^^,8x^8x^.  =  \8d^a^^^,dx^dx^., 
i,  i'  i,  i 

wenn  die   Variationen   zweiter   Ordnung    ddx^,  d8x^,  8dx^,  88x^  gleich  Null 
sind.     Unter  derselben  Voraussetzung  erhält  man  leicht  aus  (7) 

dd'^  a^^^,  dx^8x^,  -\-  2d8  ^  a^^^.  dx^8x^.  =  0, 
(,  i'  t,  i' 

wodurch  sich  ergiebt: 

d  d  ^  a^  j.  8  x^8  x^, 

i,  i 

=  \  \dd  ^^  a^  ^.  8x^  Sx^.  —  2dS  ^  a^  ^.  dx^  8x^,  -\-  8  8  ^  a^  ^,  dx^  dx^,  \  , 
t,  i  (,  ('  (,  (' 

weiches  wieder  in  die  Form  gebracht  vwerden  kann : 

■\     ^    ö A (dx8x,;  —  8x,dx,,)  (dx,,  Sx...  —  8x.dx,„), 

1,1";  i',  i'" 

wenn  die  Summe  nur  auf  die  von  einander  verschiedenen  Paare  der  Indices  i,  i" 
und  der  Indices  i',  i'"  ausgedehnt  wird.     Hieraus  folgt  endlich: 

ds"^  =  ds^^ 
(8)  -sTl        C'a^    . 

t,  i";  i ,  i" 

Werden  nun  an  Stelle  der  Variablen  x^  beliebige  andere  eingeführt,  so 
bleiben  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  nicht  bestehen,  noch  werden  die  Variationen 
zweiter  Ordnung  ddx^,  d8x^,  Sdx^,  88x^  verschwinden.  Wir  müssen  daher  darauf 
ausgehen,  die  Bedingungen,  auf  denen  die  Bildung  des  Ausdrucks  (8)  beruht  in 
eine  Form  zu  bringen,  welche  bei  Einführung  beliebiger  Variableu  ungeändert 
bleibt.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  an  Stelle  der  Gleichungen  (5),  (6),  (7)  die 
folgenden  setzen: 

dd  ^^  «j  j.  8x^  Sx^,  =  88  ^^  a^  ^,  dx^  dx^<  =  —  2d8  ^  a^  ^.  dx^8x^. , 

l,  t'  l,  !■'  l,  C' 

woraus  hervorgeht: 

25* 
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(9)  ~  '.''       ' 

=  i   [dd'^a^,8x^8.r,  -  2  dö  ^a^,  dx^S ,-,  +  ä  S  ^a,  ,  dx^dx^.^  , 

t,  i'  '-.  i'  t,  i 

und  wenn  wir  die  Variationen   zweiter  Ordnung   so   bestimmen,   dass  für  eine 
beliebige  Variation  d'  die  Gleichungen  erfüllt  sind: 

8'^a^   .dx^Sx^.  ==  ^a^  ^.dS'x^dx^,  +    "^a^  ^.  dxj  8'x^. , 

i.  i  t,  i  i,  i 

d^a^^.S'xJx,  =  ^a,^,dS\8x,, 
t.  i  i,  i' 

^^««,:'  dx^S'x^.  =  ^a^^.  dxJ8'x., 

i,  i'  i,  i 

woraus  folgt: 

(10)     8'  ^a^   .  dxjx^.  —  d^a^  ^.  8'x^Sx,.  —  8  ^a,  ,-  dx^8'x^.  =  0. 

t,  t'  t,  L  t,  i 

und  wenn  man  d=  8  setzt: 

8'  ^a,    .  dx,dx.  —  2  d  ^  a,    .  dxS'x.  =  0 

(11) 

i,  C  i.  i' 

Die  Bedingungen  (9),  (10),  (11)  sind  für  beliebige  Variable  x^  nach  demselben 
Gesetz  gebildet. 

Aus  (10),  (11)  folgen  noch  für  die  Variationen  zweiter  Ordnung  die  Glei- 
chungen : 

2^«,,,  ddx^  =  -  ^Pr.cc-  dx^dx\. 
i  (,  t' 

2^a,.,88x,  =  -  ^P,.,,,,  Sxjx, 
i  i,  i' 

woraus  man  leicht  den  Ausdruck  erhält: 

dd^a^,^.  dx^8x^.  —  2d8  ^a^  ^,  dxjx^,  +  88  ^a^^.  dx^dx^. 
i,  i'  t,  i  I,  i 

=   ^   (Li,  l'i")  (dx^8x^.  —  8x^dx^-)  {dx^.,  öa^,/  —  8x^;  dx^,„), 

i  i,  i"  i" 

wenn  das  Summenzeichen  ebenso  verstanden  wird  wie  oben,  und  (ii',  i" i")  die- 
selbe Bedeutung  hat,  wie  im  Ei  e  mann 'sehen  Text. 

Aus   diesem  Ausdruck  erhalten  wir  nun  das  Krümmungsmaass  unseres  all- 
gemeinen Raumes.     Es  seien  nemUch 

ds  =  y~2:,ci,,'dx^dx^.,     8s  =  y~^^~^8xjx^. 
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zwei  Linienelemcute  in  demselben,  und 


^  «,.,rf.'-,  d\iv 


cos  d- 


ds  ÖS 
der  Cosinus  des  Winkels  den  sie  einschliessen. 

Der  Flächeninhalt  des  von  denselben  gebildeten  unendlich  kleinen  Dreiecks 
ist  dann 

A  =  ^  dsds  sin'S' 
und  es  ergiebt  sich 

4  A2  =  2 «,, ,•  '■i-^c  dx.  2  «,    ■  Sx^  Sx^.  -    (2^  «/. i'  dx^Sx^.y 
I,  i'  i,  t  i,  c 

=  ^  K,.'  ^r,r  —  «v..'«,,r')  {clx^8x..  -  8x^äx..)  {dx.8x.,.  —  dx^.dx...), 

i  i",  i  i" 

was  für  das  Krümmungsmaass  den  Ausdruck  giebt: 

dd"^  a^  ^.  8x,dx^. 


dd^a^^.öxjx,  -  2d8^a,,dxjx,  +  d<3^  ^«,  ,,  ,Zx-,  d.r^. 


i 


t) « 


^«,   ,,  fZ.r,fZ,r,,  ^\,.  ^.r^5.)?,,.  -   (^o,,,'  f^ ■>',.?. ^y 
I,  i  i,  i  t,  t 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  dieser  Ausdruck  mit  dem  übereinstimmt, 
den  Gauss  für  das  Krümmungsmaass  einer  Fläche  aufstellt,  wenn  wir  eine 
Fläche  betrachten,  welche  von  solchen  kürzesten  Linien  gebildet  wird,  in  deren 
Anfangselementen  die  Variationen  der  x  sich  verhalten  wie 

K  dXi  -\-  ß  8x^  :  a  dx.^  +  ß  ^-^2  ■•■•'•  ol  dx^^  -\-  ß  Sx^^, 
wenn  cc  und  ß  beliebige  Grössen  bedeuten. 

Wir  setzen  wie  oben  x^  =  rc^,  so  dass  die  c^  in  jeder  vom  Punkt  0  aus- 
laufenden kürzesten  Linie  constant  sind,  und  r  die  Länge  dieser  kürzesten  Linie 
bis  zu  einem  unbestimmten  Punkt  bedeutet.     Dann  ist,  wie  oben  gezeigt, 

^   a    ,  c  c  ■  =     /   a*  '.  c  c  .  ==  1 

^^J  1,1         II  ^^1  1,1         IL 

t,   l  l,  l 

Legen  wir  nun  zwei  feste  Systeme  der  Grössen  c^  zu  Grunde,  c^*^'   und  c-    und 
betrachten  ein  veränderliches  System 

(12)  c,  =  acf>  +  ßc[, 

so  haben  wir  hiernach: 

«2  +  2o;ß  cos(r^°\  r')  -f  ß'^  =  1 
wodurch  die  Grössen  c^  in  Functionen  einer  einzigen  Variablen  übergehen,  für 
welche  wir  den  Winkel  q>  nehmen  können,  den  das  Anfangselement  von  r  mit 
dem  Anfangselement  von  r^  bildet,  und  der  sich  aus  dem  Ausdruck  ergiebt 

cos,,=^<>,c,c(?. 
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Wenn  sicli  uun  die  Grössen  r,  c^  um  die  unendlich  kleinen  Grössen  dr,  dc^ 
ändern,  welche  der  Bedingung  genügen: 

^c^\.c,dc,  =  0, 
i,  t' 
so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4) 

^^',.,<^c^K'  =  ^<\'C^äc,  =  0. 
' •  '■'  '> '' 

Ferner  haben  wir 

dx^  =  r  dc^  +  Cj  dr , 
also : 

ds'^  =    '/«((•  dx^  dx^.  =  dr'^  -\-  r-   ^  a^^.  dc^dc^.  =  dr^  -\-  r^fidq)"^, 
i,  i'  i,i' 

wenn  zur  Abkürzung 

^   o^  j.  dc^dc^,  =  fiCiqp^ 
t,  i' 
gesetzt  wird. 

Nun  haben  wir  aber: 

cosg.  =^a^^,c^c%    -  .m^dcp  =^afy^Uc,, 
t,  i  i,  i 

und  aus  (12)  folgt  ein  Ausdruck  von  der  Form  * 

also  : 

—  sin  9  cZ  qp  =  a  -[-  fc  cosqp  , 

0  =  0  cosqp  -|-  ^• 
Hieraus  durch  Elimination  von  a  und  h: 

sinqo  dc^  =  dcp(c^  cosqp  —  cj"^)  • 

Daraus  folgt  weiter 

d^-^^c^^\.dc^dc, 


und  mithin 


^  «,,.'  f?c,fZe, 


(13)  (^  = 


i,  i 


^a^!^\.dc^dc^. 


Bezeichnen  wir   diesen  Ausdruck  durch  — g-,  so  erhalten  wir  die  Form,  welche 
Gauss  dem  Linienelemeut  auf  einer  beliebigen  Fläche  gegeben  hat,  nämlich: 

ds^  =  dr^  4"  tn-dq)^ 

(Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas  art.  19)  und  für  das  Krümmungs- 
m.aass  ergiebt  sich 
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Ist  nun  die  Obtjrflächc  im  Punkt  r  =  0  stetig  gekrümmt,  so  ist  in  diesem 
Tunkt 

dr  cr^ 

und  daher  in  diesem  Punkt 

d^m 

Für  die  Function  fi  ergiebt  sich  hieraus  für  denselben  Punkt 

Die  beiden  ersten  dieser   Gleichungen   sind  in  Folge  von  (13),  (5)  befriedigt; 
aus  der  dritten  ergiebt  sich 


^ 


l-  =  -  4 


was  mit  dem  oben  gefundenen  Ausdruck  übereinstimmt. 

2)  (Zu  Seite  383).  Die  vollständige  Verification  der  hier  aufgestellten  Schluss- 
resultate scheint  noch  verwickelte  Rechnungen  zu  erfordern,  die  ich  aus  den 
sehr  unvollständigen  vorhandenen  Bruchstücken  nur  zum  Theil  herstellen  konnte. 
Was  sich  daraus  entziffern  liess,  theile  ich  hier  mit  in  der  Hoffnung,  dass  es 
bei  einem  erneuten  Versuch,  die  Resultate  vollständig  herzuleiten,  als  Grund- 
lage dienen  könne. 

Wir  beantworten  zunächst  die  Frage,  in  welchen  Fällen  die  Temperatur 
ausser  von  der  Zeit  nur  von  Einer  Veränderlichen  abhängt.  In  diesen  Fällen 
hat  die  Differentialgleichung,  nach  welcher  die  Bewegung  der  Wärme  geschieht, 
die  Form 

,^,  d^u    ,    ,  du       du 

^  '  da^  Cd        dt 

Wenn   nun   die  Coefficieuten   «,  h  nicht  Functionen   der   einzigen  Variablen 
a  sind,  so  zerfällt  diese  Differentialgleichung  in  die  beiden  folgenden: 
,d'^u,^,du       du  ,,d'^u,j,,du 

da^  da         dt  da-  Ca 

worin  «',  h\  a",  h"  nur  von  a  abhängen. 

Durch   Einführung    einer   neuen  Variablen  an   Stelle  von   a  lässt  sich  die 

zweite  dieser  Gleichungen  in  die  Form  ~, — :,  =  0  bringen,  so  dass  u  die  Form 

Od' 

erhält  u^a  -\-  u^^  wenn  ^f, ,  u.,  Functionen  der  Zeit  allein  sind.     Die  erste  der 
obigen  Gleichungen  nimmt  dann  die  Gestalt  an 

-  du       du 

worin  c,  q  Constanten  sind.     Daraus  folgt  nun  weiter 

dui  d  U.2 

also  hat  u  die  Form  ae'"  +  const. 
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Wenn  aber  in  der  Differentialgleichung  (1)  die  Coefficienten  a,  h  schon 
Functionen  von  a  allein  sind,  so  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
&  =  0  annehmen  (durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  für  cc),  und  da  die 
Diff'erentialgleichung  (1)  durch  Transformation  aus  der  Gleichung 

c^u       c^u       8^u c  u 

hervorgegangen  sein  muss,  so  kommt  unsere  Aufgabe  auf  die  folgende  zurück: 
Es  sollen  alle  Functionen  a  der  Coordinaten  x,  y,  z  gefunden  werden,  die 
den  beiden  Differentialgleichungen 

^  =  ä^^  +  ä?  +  äF  =  ''    ^  =  If:^) +y +fej  ==^(") 

zugleich  genügen. 

AVir  setzen  zur  Abkürzung: 

c a  c  a  da  ■,,;,'> 

Wx=^'^   ^  =  «'   ä7  =  '-'  i>-  +  r  +  ^-  =  »^ 

und  haben  nun  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.     Wenn  p,   q,  r  von  einander   unabhängige  Functionen  der  Coordinaten 
cc,  ;/ ,  z  sind,  so  ist  a  eine  Function  von  )»,  (p{m),  und  wir  können  2^,  2,  r  als 
unabhängige  Variable  an  Stelle  von  x,  y,  z  einführen.     Setzen  wir 
s  =  u  —  2^^  —  22/  —  ''■^  >    ds  =  —  X  dii  —  y  dq  —  z  dr  , 
so  folgt: 

ds  CS  ds 

^~'~  dp'  ^         Fi'   ^  ~~dV' 

ds  CS  CS  ,   . 

dp  cq  er 

Setzt  man 

S  =  1p{}li)  -j-  t 
und  bestimmt  die  Function  t/)(»()  aus  der  Diff'erentialgleichung 

T/)()H.)  —  2mi/)'(w)  =  cp{m), 
so  ergiebt  sich  für  t  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dt  dt  dt 

^   dp  dq  dr 

deren  allgemeine  Lösung  ist:  , 

i=Px{j^  j)  =PX{ß,v) 

wenn  x  ß"i6  willkürliche  Function  bedeutet  und  zur  Abkürzung 

r 
^  "  P 


P 

gesetzt  wird. 

Wir  haben  also 

ds 

—  X  =  j-=  2p^'{m)  +  x~  ßX  iß)  —  YX  (y) 

(2)  _  y  =  1^  =  2q,p'0n)  +  x'iß) 

ds 

—  ^  =  ä^  =  2r-i/.'0/0  +  x'iy)- 

er 
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Nun  folgt  aus  der  Gleichung 

gp  ■    gg    ■    dr 

dx  dy       d  2 

durch  Einführung  von  p,  q,  r  als  unabhängige  Variable 

dy  dz       d  z  dy    .dz  dx       dx  d  z    .dx  dy        dy  dx 

dq  dr        dq_drdrd'ß        dr  dp        dp  dq        dp  dq  ' 

oder  durch  Substitution  von  (2) 

m  f  12  ip' (in)^  -{-  16  in ip'{m)'ip"{m)) 

+  i^  +  ^'  +  rr($i/0-{^))-o, 

und  da  vi,  ß,  y  von  einander  unabhängige  Variable  sind,  so  spaltet  sich  diese 
Gleichung  in  die  drei  folgenden: 

^^^  dß'dy'     [dßdvl      (i  +  (3^  +  r^r' 

d' Y  d^  V  c^  Y  Je, 

(4)  iß'  +  1)  ^J  +  2ßY-^i-  +  (y-  +  1)  ^  =     ,  J 
^^     '     '  dß-    '      '^'^dßdy                    '  dy-       -|/i  4.  jja -j_  y^ 

(5)  m  (12 1^'  ()«)2  +  16  m. ^'{m)  i/>"()»))  +  l\  Vvi  (iip'(m)  +  4m i/)"()m))  +  ä;  ==  0  , 

worin    ä:,   ä'j    unbestimmte    Constanten    bedeuten.      Führt    man    an    Stelle    der 
Function  %  eine  neue  Function  Xi   ein  durch  die  Gleichung 


so  gehen  die  Gleichungen  (3),  (4)  in  folgende  über: 

^^  dß^    dy''        Xdßdy/         (l -\- ß' -\- v'Y ' 

(7)  r  +  1)  ^  +  2ßy^  +  (y^  +  1)  1^  =  0. 

Diese  Gleichungen  können  aber  nur  dann  zusammen   bestehen,  wenn   Xi  eine 
lineare  Function  von  ß,  y,  und  folglich  k'  ^  0  ist;  denn  betrachten  wir 

^'        P  aß        ^ay'     3(3'     dy 
als  rechtwinklige  Coordinaten,  so  ist  (6)  die  Differentialgleichung  einer  Fläche 
mit    constantem  Krüramungsmass,    (7)  die    einer    Minimalfläche,    zwei    Eigen- 
schaften ,  die  bekanntlich  nur  bei  der  Ebene  zusammentreffen. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  a,  b,  c  Constanten  bedeuten,  für  x  ein  Ausdruck 
von  der  Form : 

z  =  (t  +  bß  +  oy  + 1 Ä-,  yYT~FT¥, 

und  die  Gleichungen  (2)  gehen  in  folgende  über: 

/,;,  +  2y''»ti/)'0") 


X  -{-  a  =  — 


Vi-hß'  +  v' 
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z   -\-   C  = _— ■ , 

yi  +  ß^  +  y^ 

(x  +  a)'  +  (^  +  h)''  +  {s-\-  ef  =  {\K  +  2ym,p'{m))\ 

woraus    folgt ,    dass    die    Flächen    a  ==  const.    oder    )ii  =  const.    coiiceutrische 
Kugeln  sind. 

2.     Wenn  zwischen  den  Variablen  p,  q.,  r  eine  von  den  Coordinaten  ;c,  i/,  z 
freie  Gleichung  besteht,   so  kann   r  als  Function  von  p,  q  angesehen  werden, 

und  wir  haben 

dr  =  a  dp  -j-  h  dq, 
wenn 

dr       ,  dr       da  cb 

dp'             dq'     dq  dp    . 
gesetzt  wird.     Hieraus  folgt: 

dp          dp    ,    ,dp       dq  dq    .    .dq  dr           er    ,    ,dr 

dz          dx   '  dy      dz  dx   '      dy  dz          dx         dy 

Wenn  nun  nicht 

(8)  pj'^  -\-  q^  -\-  r'^  =  const. 

ist,    so   wird  k  von   denselben  beiden   Variablen  abhängen    wie  jj,  q,  r,    und 

daraus  geht  hervor: 

r  =  ap  -\-  bq 

und  durch  Differentiation: 

da    ,      ob        ^         da  ob 

^  dp  dp  cq  cq 

d  a  cb        d  a  db 

(9)  ^-7^ ^  ^  =  0. 

^  ^  dp  cq        cq  rp 

Setzen  wir  nun,  wie  vorhin,   auch  in  dem  Fall,   wo  die  Gleichung  (8)  be- 
steht, 

s  =  a  —  xj)  —  yq  —  2r , 

ds  =  —  X  dp  —  y  dq  —  z  dr  =  —  (x  +  az)  dp  —  (y  +  bz)dq, 
so  folgt,  dass  auch  s  nur  von  p,  q  abhängt,  und  es  ergiebt  sich 

ds  .      ,        .        ds  /      I    1    \ 

(10)  _=_(a;  +  «..),       -^^-{y-^bz). 

Führt  man  nun  in  der  Gleichung 

dx       cy       dz 


p,  q,  z  als  unabhängige  Variable  ein,  so  folgt 

dx       d 

dp'^d 
und  daraus  mit  Hülfe  von  (10) 


^q       "xdq  dz       dq  dz)  \cp  dz       dp  dz)  ' 


U^  (1  4-  &-)  —  oft  I ^ h  ä— I  +  ä~  (1  +  "  ) 

\cp  \dq        öp)        dq  J 


+  5-4  (1  +  &'')  -  2  ab  S^  +  ^  (1  +  «^)  =  0. 
'    dp^  cpcq        dq^ 

Da  nun  a,  b,  s  von  z  unabhängig  sind,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in  die  bei- 
den folgenden: 
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(")  0(>  +  '')-^''»äfli  +  l7' "  +  "''  =  " 

(12)  i?  (1  +  !,=)  -  ab  (!A  +  y)  +  -  (1  +  «')  -  0. 

Betrachten  wir  nun  p,  q,  r  als  rechtwinklige  Coordinaten,  so  ist  (12)  die 
Differentialgleichung  einer  Minimalfläche,  welche  nach  (8)  oder  (9)  zugleich 
eine  Kugel  oder  eine  in  die  Ebene  abwickelbare  Fläche  sein  müsste.  Dies 
kann  nur  vereinigt  sein,  wenn  die  Fläche  eine  Ebene  ist,  und  daher  a,  b  Con- 
stanten sind,  die  man  bei  passender  Bestimmung  der  Richtung  der  s-Axe 
gleich  Null  annehmen  kann.     Demnach  ergiebt  sich  aus  (11) 

und  ferner  wie  im  ersten  Fall 

s  =  t/;(»0  +px(jj  } 
m  =  p'^  +  2^,     r  =  0, 
-x  =  ^  =  jp'im)2p  +  xiß)  -  ßx'iß), 

"~2/  =  ö^  =  f  (J«)  2q-\-  x'iß), 
c  q 

q 

wenn  ß  =  —  gesetzt  wird. 

Aus  (13)  folgt  daher 

s 

y'm  {4.^'{m)  +  4  mxl>"{m))  +  (1  +  ß-'f  x\ß)  =  0, 

eine  Gleichung,  die  in  die  beiden  folgenden  zerfällt: 

j/m  ^4 1/;'  («0  +  4  m  tp"  {m)j  =  Je , 

^•■<»  =  vTTW  • 

worin  k  constant  ist.  Die  Integration  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt,  wenn 
a,  h  willkürliche  Constanten  sind, 


Demnach  haben  wir 

2  Tp'  (w)  Ym  -\-  k 


X  -\-  a  =  — 


Vl+ß' 
(2i/>'(m)yw  4-  k)ß 


yr+ß' 

{X  +  ay-  +  (2/  +  by  =  (2  ip'  im)  ]/^  +  Ä;)'. 

Die  isothermen  Flächen  sind  daher  in  diesem  Fall  Cylinder  mit  kreisförmigem 
Querschnitt  und  gemeinschaftlicher  Axe. 

Der,  dritte  Fall,  in  dem  jj,  q,  r  Functionen  einer  und  derselben  Variablen 
sind,  kann  nicht  vorkommen.     Ist  nemlich 

P  =  i/»!  (fi) .    q  =  %  (fi) ,    r  =  Tp^  (fi) , 
so  folgt  aus  den  Gleichungen 
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dci  _dr 

dr        dp 

dp       er 

dz       dy 

dx       dz 

cy  ~  dx 

,,,        ,,.         ,.,       d  II    du.    da 
und  die  Gleichung  A  =  0  liefert 

"was  sich  offenbar  widerspricht. 

Es  bleibt  also  nur  der  vierte  Fall,  in  dem  p,  g,  r  constant  sind,  und  daher 
die  Schaar  der  isothermen  Flächen  aus  parallelen  Ebenen  besteht. 


Von  der  allgemeineren  Frage,  wann  die  Temperatur  ausser  von  der  Zeit 
nur  von  zwei  Variablen  abhängig  ist,  lässt  sich  der  erste  Fall,  der  im  Text 
durch  »t  =  1  charakteri&lrt  ist,  in  folgender  Weise  beantworten. 

Wir  haben  in  diesem  Fall  die  quadratische  Form 


/O,    0,    c\ 
\a,    b\    c  / 


0, 

c, 

h' 

c, 

0, 

a 

&', 

a, 

c 

in  der  a',  h'  lineare  Functionen  von  y  sind ,  während  c    von  y  unabhängig  ist. 
Ferner  ist  die  Determinante 


ia'b'  G    —  c  c  c 


constant.     Die  adjungirte  Form  zu  dieser  ist 

—  {a  da.  -\-  h'dß  —  cdy)"  +  2{2ab'  —  cc)dadß , 
in  der  2 ab'  —  cc    von  y  unabhängig  ist. 

Nun  können  wir  durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  an  Stelle  von  y, 
welche  eine  lineare  Function  von  y  ist,  diese  Form  in  die  einfachere  trans- 
f ormiien : 

{ada  +  cdy)'  +  2mdcidß, 

in  der  a  eine  lineare  Function  von  y,  c  und  m  von  y  unabhängig  sind.  Es 
sind  nun  die  Fälle  aufzufinden,  in  welchen  diese  Form  in  eine  andere  mit  con- 
stanten  Coefficienten ,  oder  speciell  in  die  Form  dx'^  -\-  dy-  -j-  dz'^  transformir- 
bar  ist. 

Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Gleichungen  (tt',  t"t"')  =  0  (S.  381),  welche 
in  diesem  Fall  die  Gestalt  annehmen: 

n  .X  d'^c        CC  cm 

(2.2)  mc  (S,  -  -fiPj  +  il^  -  1^)   (c  ^  +  >n  1^)  =  0  , 

^  \ccc^        dacyf        \dy        dal   \   ca  dy/ 

(3.3)  2mc  (-^  -  2  ^^j  +  40-^  (^  -  «^j  _  _  ^_ j    =  0 , 
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/  d^a^  d^ac\    ,    ,     de  {   de  da    ,      d  a\ 

Xdßdy         dadß/  dß\   da  dy  dal 

.„  „,  10/^«  de\  (dm  d  a\       ^     de  dae 

<2,3)  +  2c(c-  -  «^)  (^  -  «^j  -  2,«^  ^ 

Aus  (1,2)  folgt,  dass  Ct^  —  "^'    ^^^^  ^^*^^  "^^  von  y  unabhängig  ist;  setzt 

man  daher  u  ==  Oj  +7^21    so  folgt  dass  a.,  von  der  Form  ist  ef{a),  und  /"(a) 
von  ß  unabhängig. 
Wir  haben  daher 

{ada  +  edy)-  +  2m  dadß  =  (rtj  (Za  +  c  (/"(«)  fZa4-  (^y))^  +  2m  dadß; 

führt  man  also  statt  y  eine  neue  Variable  y  +  /*/"(«)  (?«  ein,  so  geht  die 
quadratische  Form  in  eine  andere  von  derselben  Gestalt  über,  in  der  nur  a 
von  y  unabhängig  ist.  Bei  dieser  Annahme  erhält  die  Gleichung  (2,2)  die 
Form 


d'^ e       de  dm 
w?  7^^  —  TT-  -7=—  =  0 
ca^        Ca   ca 

woraus  in  Verbindung  mit 

(1,1)  hervorgeht: 

^  1      ^^ 

da 
und  daraus 

glo    — 
d  logm.                   d  ß        c  \ogm 

da     ^          dß      ~     dß 

^  =  W«p(ß),        ^  =  «(-(/,(«). 

Es  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)    wenn    qp  ((3)  =  ip  {a)  =*  0    ist ,    so    ist    c  =  const.    und    aus    (1,2)    folgt 

K-3  =  0.     Führt  man   also  an   Stelle  von  y  eine  neue  Variable  cy  -{-  Ca  da 
d  ß  ^ 

ein,  so  erreicht  man,  dass  in  der  quadratischen  Form  a  =  0,  c  =  1  wird,  und 

aus  (3,3)  folgt  dann 

Führt  man   daher  an  Stelle   von  a,  ß  die  Variablen    1  xia)da,    j&{ß)dß   ein, 
so  erhält  man  die  quadratische  Form 

dy^  -j-  da  dß, 
welche  durch  die  Substitution  a  =  ic-f-*2/>  ß  =  x  —  iy ,  y  =  z  übergeht  in 

dx'^  -\-  dy^  -\-  dz^. 

Die  isothermen  Curven  a  =  const.,  ß  =  const.  sind  also  in  diesem  Fall  parallele 
gerade  Linien. 
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2)  Wenn   (p{ß)  =  0,  ip{a)   nicht  =  0  ist,   so  ist  c  von   a  unabhängig,  und 
aus  (1,2)  folgt,  dass  —  von  ß  unabhängig  ist.     Auf  ähnliche  Weise,  wie  oben 

erreicht  man  nun,  dass  a  verschwindet,  und  ferner  ergiebt  sich 

1      cc  

ipia)  dß  ~      ' 
wodurch  die  Gleichungen  (1,1) . .  .  (1,2)  sämmtlich  befriedigt  sind.     Führt  man 

c  als  neue  Variable  an  Stelle  von  a,  ß  ein,  so  erhält  man  die  quadi-ati- 

sehe  Form  ß^dy-  +  daclß,  welche  in  dx'^  +  dy-  +  dz-  übergeht  durch   die 

Substitution 

X  -\-  iij  =  ß^    X  —  iy  =  a  —  |3y-,    z  =  ßy. 

Hieraus  kann  man  aber  mittelst  der  Gleichungen  a  =  const.,  (3  =  const.  keine 
reellen  Curven  erhalten.  Der  Fall  i/)(k)  =  0,  cp{ß)  nicht  =  0  ist  von  diesen 
nicht  wesentlich  verschieden. 

3}  Wenn  weder  i/;(o;)  noch  qp(/3)  verschwindet,    so  führe  man  für  a,  ß  die 


J 


r  da  ^    r_d 


neuen  Variablen     /  -^^ '      /  — ~r  ein,  wodurch  man  erreicht,  dass 


cc  cc  cc        c^  _  (^ 

ccc  ^     '      c  ß  ~      '     ccc       c  ß  ~     ' 


also  c  =  f{cc  -\-  ß) ,  m  =  /"(«  +  ß)  '^i^d 
Nun  folgt  aus  (1,3) 

glog 


dß         c  logcm 


dß  cß 

und  daraus  durch  Integration 

ac  =  f^tf){a.)  -\-  xp{cc) 
durch    Einführung    der   Variabein    y  -^  Jcp{a)da    statt    y    erreicht    man    dass 
(p(a)  =  0  und  mithin  ac  =  'xpia)  wird.     Dann  folgt  aus  (1,2): 

Da  nun  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nur  von  a,  die  andere  nur  von 
u  -{-  ß  abhängt,  so  muss  jede  derselben  einer  Constanten  Ä:^  gleich  sein,  woraus 
sich  für  die  Function  f  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ergiebt: 

wonach  die  Gleichungen  (1 , 1) . .  (1 , 2)  alle  befriedigt  sind.     Die  einmalige  Inte- 
gration dieser  Gleichung  ergiebt,  wenn  A^  eine  neue  Coustante  bedeutet: 

Z-2 

Setzen  \nr  nun  a  =  x  -\-  iy ,  ß  =  x  —  iy ,  und  führen  für  y  eine  neue 
Variable  y  —  ik   j  -j^  ein,  so  erhalten  wir 

{cdy  -\-  aduY  -^  2mdccdß==  {fdy  -{-  j  di^j    +  2f'idx"--^dy^) 
=  f-dy^  4-  2kdydy  +  2f'dx-  +  J^dy-. 
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Setzen  wir  ferner 

zt  ax   -  2^,   -  ^.2^0  _p  -rf§   , 
woraus  folgt 

so  geht  unsere  quadratische  Form  über  in 

Beziehen  wir  dieselbe  auf  Polarcoordinaten ,  indem  wir  setzen: 

I  =  r,     Ä-iy  =  qp,     ^-12/ + -T-y  =  ^, 

so  nimmt  sie  die  Form  au: 

dr'^  -j-  r^dtp'^  -\-  ds^. 
Die  Curven  a  =  const.,  ß  =  const.  werden  daher 

r  =  const. ,      z  —  -j-r  cp  =  const. 
worin  k  auch  =  0  sein  kann. 

In  dem  Specialfall  l\  =  0  erhalten  wir  |  =  — =^  und  die  quadratische  Form 

wird 

—  2l-i^dy^  -\-  2JcdYdy  -\-  d^\ 

2ky 


oder  indem  wir  an  Stelle  von  |,  — ;  )/ —  27cz  y  wieder  a,  ß,  y  schreiben: 

y —  2ki 

ccdy^  -\-  dßdy  -\-  da-, 
welche  in  die  Form  dx-  -j-  dy"^  -\-  dz^  übergeht  durch  die  Substitution 
X  -{-iy  =  ß  -^  ay  ^  ^y\ 
X  —  iy  =  y, 
Z  =  a  -  ly^; 

aber  den  hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen 

z  -\-  -hi^  —  iy)'  ==  cc  ^  const., 
{x  +  iy)  —  0^  (^  —  iy)  -\-  -hi^  —  iy)^  =  ^  =  const. 
entsprechen  keine  reellen  Curven. 

In  den  übrigen  Fällen  ist  es  mir  nicht  gelungen  die  Kechnung  vollständig 
durchzuführen.  W. 


XXIII. 

SuUo  svolgimento  del  quoziente  cli  due  serie  ipergeometriche 
in  frazione  continua  infinita.*) 

I. 

Avendo  uiia  frazione  continua  infinita  della  forma 
a  -f- 


1  +  ... 

che  per  valori  di  x  abbastanza  piccoli  converge  e  rappressenta  la  fun- 
zione  f{x),  si  vede  facilmeute,  clie  la  ridotta  m^^'™'^  e  uguale  al  quo- 
ziente —  di  due  funzioni   intere  p,n  e  q,n,  i  cui  gradi   sono   ambedue 

n,  se  m  =  2n  -{-  1,  e  n  e  n  —  1,  se  m  =  2n.  La  differenza  tra  la 
ridotta  e  la  funzione  f(x^,  se  x  e  infinitesimo,  e  infinitesima  dell'  ordine 
j^eaimo^  Ma  affinclic  questo  avvenga,  debbono  essere  sodisfatte  tante 
condizioni,  quante  sono  le  quantitä  arbitrarie  contenute  nella  funzione 
fratta  uguale  alla  ridotta. 

Dunque  la  ridotta  m®^""^  puö  determinarsi  mediante  la  condizione 
di  coincidere  nei  primi  m  termini  dello  svolgimento  secondo  le  potenze 
di  X  colla  funzione  da  svolgere  e  mediante  i  gradi  del  numeratore  e 
del  denominatore,  che  sono  per  m  =  2n  -\-  1  ambedue  n  e  n  e  n  —  1 
per  m  =  2n. 

IT. 

Questo  modo  di  determinare  la  ridotta  conduce  immediatamente 
air  esjDressione  della  ridotta,  quaudo  si  tratta  di  svolgere  il  quoziente 
delle  Serie  ipergeometriche 

\a  ß  y       /  \a  —  1       ß       y      J 


*)  Die  Bearbeitung  dieses  Fragments,  dessen  Entstehung  in  den  October  1863 
fällt,  rührt  von  H.  A.  Schwarz  in  Göttingen  her. 
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ove  si  faccia  uso  delle  proprietä  caratteristiclie  esposte  nella  memoria 
[Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Reihe  F{a,  ß^y^x) 
darstellbaren  Functionen]. 

f  in 

Infatti,    poiche    per   x   infinitesimo  -^  —  ^^-^    divieni    infinitesimo 

dell'ordine  m  e  Qq,a  dell'ordine  a,  l'espressione  qmP  —  PmQ  diviene 
infinitesima  dell'ordine  m  -\-  a,  e  si  dimostra  facilmente,  che  questa 
espressione  ha  tutte  le  proprietä  caratteristiclie  di  una  funzione 
sviluppabile  in  serie  ipergeometrica  in  modo  che  si  abbia 

q2n+lP  —  P2n+lQ 

\a—l  ß  ~n  y     )  \a —n—1  ß    y     /  ^ 

q2.P—p2nQ  =  P{^  .r  ,x]=X^^Qn 

^  ^  \a — n      ß — n  y     J 

dove  Pn,  Qn  denotano  ciö  che  divengono  P,  Q,  quando  si  mutano 
a,  a  in  a  -{-  n,  a  —  n.  Ora,  se  facciamo  variare  continuamente  x  e 
le  funzioni  di  x,  in  modo  che  l'indice  del  valore  complesso  x  percorra 
un  giro  intorno  l'indice  di  1^  qm,Pm  riprendono  gli  stessi  valori,  mentre 
P,  Q,  Pn,  Qn  si  convertono  in  altri  rami  di  queste  funzioni. 

Dunque:   se   designiamo   con  P',  Q',  Pn,  Qn  altri  rami  corrispon- 
denti  di  queste  funzioni,  abbiamo  anche 

q2„+lP' p2n  +  lQ'  =  ^C^'Pn  +  i 

^^■^  q2nP'-p2nQ'  =  X^  Q'n- 

Dalle  equazioni  (1)  e  (2)  s'ottiene: 

P2n  +  1    _   ^n  +  l--P'-P.+  l  ^  _    PQ'n-^'Qn 

32„  +  l         QK+1-Q'K  +  l'     l2n  QQ'n-Q'Qn' 

T-.  ,  ,.,.,.  Ihn  P2n-{-\ 

Dunque,  per  trovare  per  quali  valori  di  x, e  convergano 

%n  22« +  1 

P  Pn  Qn 

verso  -j^,  basta  ricercare  quando  ^  e  -^  col  crescere  indefinito  di 
X  convergano  verso  zero. 

[IIL] 

A  questo  scopo  conviene  introdurre  Tespressioni  di  P„  e   Qn  per 
integrali  definiti.     Ponendo 

[ —  a  —  ß'  —  y  =  a 

—  a  —  ß  —  y  =h 

—  a  —ß'  —  y  =  c] 
puö  esprimersi 

Eibmann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  26 
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1 

P„  per      ;/•«  +  »  (1  —  ic) '    I  s"  +  "  (1  —  6-)'^  + «  (1  —  a-s) '  -  »  eis 


Qn  per 


.«  + 


1 
'*  (1  —  xy   /"§«  +  !  +  »  (1  —  s)*  +  "  (1  —  a;s)'^-"Js 


Per  avere  il  valore  generale  delle  funzioni  P«,  Qn  bisognerebbe 
moltiplicare  gli  integrali  per  fattori  eostauti,  ma  possiamo  sostituire 
nelle  equazioni  (1)  gli  integrali  comprenclendo  i  fattori  costanti  nelle 
funzioni  intere  p,n,  1,n-  Quanto  ai  valori  delle  funzioni  sotto  il  segno 
integrale^  e  indifferente  qualunque  valore  si  prenda,  purclie  si  pren- 
dano  per  .s«,  (1  —  s)^,  (1  —  xsY  gli  stessi  valori  in  ogni  integrale. 

[Nun  bleiben  die  Ausdrücke  für  — ^  auch   unverändert,  wenn  für 

F',  Q',  Fn,  Qn  dieselben  linearen  Verbindungen  dieser  Grössen  und  der 
Grössen P,  Q, P,,  Qn:AP+  BF',  ÄQ  +  BQ\  ÄF^+BF;,  ÄQ,,  +  BQ'., 
gesetzt  werden,  wo  Ä  und  B  zwei  Constanten  bezeichnen,  von  wel- 
chen B  nicht  gleich  Null  ist.  Solche  correspondirende  Functionen  er- 
geben sich,  wenn  die  obigen  Integrale  anstatt  von  0  bis  1  von  irgend 

einem  der  vier  Werthe  0,  1,     ,,  oo  zu  irgend  einem  dieser  vier  Werthe 

und  zwar  alle  auf  demselben  Wege  erstreckt  werden.] 

Dunque  si  possono  prendere  per  F,',,  Qu  gli  stessi  integrali  estesi 

da  uno  ad   uno  intorno  di  — . 

X 

Gli  integrah  [durch  welche  der  letzten  Annahme  zufolge  F„,  Qn, 
Fn,  Q'n  ausgedrückt  sind,  ändern  bei  einer  continuirlichen  Variation 
des  Weges  der  Integration  zwischen  den  angegeben  Grenzen  ihren 
Werth  nicht]   purchö  il  cammino  d'integrazione  non  oltrepassi  l'indice 

di  — ,    e    possiamo    disporre  del   cammino   dell'   integrazione  in  modo 

che  si  possa  piü  facilmente  trovare  il  limite  verso  il  quäle  converge  il 
valore  dell'  integrale  col  crescere  di  n. 

A  L  S  (1    —   S) 

A  questo  scopo      _  ^    •  •  • 

[Hier    bricht    der  Text    ab.     Es    lassen   sich   aber  aus   einigen  Hand- 
zeiclmunsen  und  Formeln   die  Schlüsse,   deren  Riemaun  sich  bedient 
hat,  etwa  in  folgender  Weise  herstellen. 
Man  setze:] 

1  —  xs 
[und  betrachte    in    der   Ebene   der    complexen    Grösse   s   die    Curven, 
längs    denen    der  Modul  von  c^^''  einen   constanten  Werth  hat.     Für 
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sehr  kleine  Werthe  dieses  Moduls  umgeben  diese  Curven  die  Punkte  0 
und  1  nahezu  wie  concentrische  Kreise  mit  kleinen  Radien.     Für  sehr 

o-rosse  Werthe   des  Moduls   umgeben  diese  Curven  den  Punkt  s  =  — 

0  o  ^ 

und  den  PunJit  s  ==  oo.  In  beiden  Fällen  bestehen  die  Curven  also 
aus  zwei  getrennten  Theilen.  Lässt  man  den  Modul  von  kleinen 
Werthen  an  wachsen^  so  werden  die  getrennten  Theile,  welche  die 
Punkte  0  und  1  umgeben  und  demselben  Werthe  des  Moduls  ent- 
sprechen, einander  immer  näher  rücken,  bis  sie  nur  eine  Curve  bil- 
den, welche  einen  Doppelpunkt  hat.  Für  diesen  Doppelpunkt  muss 
f'(s)  gleich  Null  sein.  Eine  ähnliche  Betrachtung  findet  statt,  wenn 
man  den  erwähnten  Modul  von  sehr  grossen  Werthen  an  abnehmen 
lüsst. 

Es  ergeben  sich  folgende  Gleichungen:] 

fis)  =  log(l  —  s)  —  log  (y  —  x)  , 

'    ^^■^  1  —  S   "'       1  SS  s(l  —  s)  (1  —  xs) 

s 
[Für  f"(s)  =  0  ist  also] 

1  — 25-f.r.s-  =  0,  s(l— a-.s)=l  — 5,  1  — 26'  +  s2  =  (l_a;)s2  =  (l— s)- 

1  =  l/l  —  X  =  1  —  xs 

s  ' 

1  - 


1  —  xs 


=  s. 


[Es  werde  nun  mit  ]/l  —  x  derjenige  Werth  der  Quadratwurzel  be- 
zeichnet, dessen  reeller  Bestandtheil  positiv  ist,  wobei  der  Fall,  dass 
X  reell  und  >  1  ist,  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  wird.  Ferner 
mögen  (7,  a'die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

1  —  2s  -h  xs^  =  0, 
1  ,  1 


1  4-  ]/!  —  «  1  —  yi  —  rc 

bezeichnen,    so    dass    der    Modul    von    a   kleiner    ist    als    der    Modul 
von  (?'. 

Dann  ist 

g,(a)  =  ö^  =  ( ^- V  ,     e/«^')  =  (?'-  =  ( j Y  • 

\1  +  y  1  —  a;/  \1  —  Yl  —  xj 

Man  denke  sich  nun  den  Punkt  s  ==  0  mit  dem  Puiikte  s  =  1  so 
durch  eine  Linie  verbunden,  dass  dieselbe  den  Punkt  s  =  ö  enthält 
und  dass  bei  dem  Fortschreiten  auf  dieser  Linie  der  Modul  von  e/^*) 
auf  dem  Wege  von  s  =  0  bis  s  =  6  beständig  im  Zunehmen,  auf  dem 

26* 
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Wege  von  s  =  6  bis  s  =  1  aber  beständig  im  Abnehmen  begriffen  ist. 
Eine  solche  Linie  kaim  als  Integrationsweg  für  die  von  s  =  0  bis 
s  =  1  zu  erstreckenden  Integrale  dienen,  durch  welche  die  Functionen 
P„,  Q„  ausgedrückt  werden. 

Für  diejenigen  Integrale  hingegen,  welche  an  die  Stelle  der 
Functionen  P,«,  Q'n  gesetzt  werden,  kann  ein  Integrationsweg  dienen, 
welcher  vom  Punkte  s  =  1  zunächst  nach  dem  Punkte  s  =  ö'  führt, 
von  dort  nach  dem  Punkte  s  =  1  zurückführt  und  hierbei  den  Punkt 

s  =  —  umschliesst.     Dieser  Integrationsweg  kann  so  gewählt  werden, 

dass  der  Modul  von  e^^-^^  sein  Maximum  auf  dieser  Linie  nur  im  Punkte 
s  ==  <?'  erreicht. 

In  den  nachstehenden  Figuren,  zu  denen  sich  Entwürfe  von 
Riemann's  Hand  vorgefunden  haben,  sind  die  Integrationswege  durch 
punktirte  Linien  angedeutet. 


Es  handelt  sich  nun  darum,  einen  Ausdruck  zu  finden,  welcher 
den  Werth  des  Integrals 

u  • 

für  unendlich  grosse  Werthe  von  n  asymptotisch  darstellt. 
Man  setze 

s«(l  —  s)*(l  —xsy  =  (p(s), 


so  ist  zu  berechnen 


j  e-n^'>tp{s) 


ds  für  w  =  oo, 


Diejenigen  Theile  des  Integrationsweges,  welche  nicht  in  der  Nähe 
des  singulären  Werthes  s^ö  liegen,  ergeben  zu  dem  Werthe  des 
Integrales  einen  Beitrag,  welcher  für  unendlich  grosse  Werthe  von  n 
nicht  allein  unendlich  klein  wird,  sondern  auch  —  weil  der  reelle  Be- 
standtheil  von  n  (/"((?)  —  f{s))  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
über  jedes  Mass  hinaus  wächst  —  unendlich  klein  wird  im  Verhältniss 
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zu  dem  Theile  des  Integrals,  welclies  sich  auf  einen  in  der  Nähe  des 
Werthes  s  =  6  hegenden  Theil  des  Integrationsweges  bezieht.  Aus 
diesem  Grunde  genügt  es  zur  Auffindung  eines  für  hm  n  =  <x>  gelten- 
den asymptotischen  Ausdruckes  für  das  erwähnte  Integral,  die  Sum- 
mation  auf  einen  in  der  Nähe  des  Werthes  s  =  ö  liegenden  Theil  des 
Integrationsweges  zu  beschränken.  Man  setze  daher,  mit  h  eine  Grösse 
bezeichnend,  deren  Modul  nur  kleine  Werthe  annehmen  soll:] 

s  =  a  -\-  h 
f(s)=fia)  +  ^r{a)}i^  +  m 

nf(s)  =  nf{a)  +  nQ^  h^  +  n{]i') 


—  n^-^h'=^0' 


dh 


dz 


V- 


n- 


2 


'*+(#) 


e"/<')9)(s)(?s  =  (;»/i">9)/ff-f  '  \        -  di 


V- 


rw  I      1/  ^  r(<t) 


2 

[Wird  nun  der  in  der  Nähe  des  Punktes  s  =  6  liegende  Theil  des 
Integrationsweges  geradlinig  angenommen  und  zwar  so,  dass  der  von 
den  beiden  Tangenten  der  Curve 

mod  e/W  =  mod  ef^"^ 
im  Punkte  s  =  6  gebildete  rechte  Winkel  durch  denselben  halbirt  wird, 
so  convergiren  für  lim  n  =  oo  die  Grenzen  der  auf  die  Variable  z 
sich  beziehenden  Integration  beziehlich  gegen  die  Werthe  —  oo  und 
-}-  oo,  und  es  ist  daher  der  Beitrag,  den  die  in  der  Nähe  des  Werthes 
8  =  6  liegenden  Elemente  des  betrachteten  Integrales  für  sehr  grosse 
Werthe  von  n  zu  dem  Werthe  des  Integrals  ergeben,  asymptotisch  gleich 
+j  

/ Z .n/W 


Nun  ist 


e«/(a)  =  02"  =  { 1 V" 

2  a  (1  —  (7)  g2  yi  —X 

b  +  c 
g,((?)  =  <?«  +  *(!  —x)^. 
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1 
Es  ist  demnacli  der  asymptotische  Werth  von     /  c"/(''9(s)f?s  gleich 


0 

b  +  c 


yn    \1  -f-j/l  —  a;/ 

Durch  analoge  Schlüsse  wird  der  asymptotische  Werth  von  /  e'"-^'-'^  ^(s)ds 
als  ' 

Yn  \i  —  yi  —  xj 
gefunden. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ergiebt  sich  also  für  den 
Quotienten  P,i  :  P,l  der  asymptotische  Werth:] 

\i  +  yi  —  x/ 

[Für  alle  Werthe  von  x,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  reell  und 
grösser  als  1  sind,  sowie  mit  Ausnahme  des  Werthes  x  ^  1,  con- 
vergirt  daher  der  Quotient  P„  :  Pn  mit  unendlich  zunehmendem  n  gegen 
Null. 

Dasselbe  gilt,  wenn  a  in  a  -\-  1  verwandelt  wird,  von  dem  Quo- 
tienten   Qn  \Q\. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Näherungswerthe  des  Kettenbruches 
von  der  in  I  angegebenen  Form,  in  welchen  der  Quotient 

\a    p    y        / 


^     \a'  -  1        ß'       y'  ^/ 


entwickelt  werden  kann,  für  alle  Werthe  von  x,  welche  nicht  reell 
und  ^  1  sind,  mit  wachsendem  Index  gegen  den  Werth  dieses  Quo- 
tienten convergiren.] 


XXIY. 

Ueber  das  Potential  eines  Ringes. 

Um  die  Wirkung  eines  beliebigen  Körpers,  dessen  Theile  eine 
Anziehung  oder  Abstossung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  ausüben,  für  jeden  Punkt  ausserhalb  dieses  Körpers  zu 
bestimmen,  haj;  man  bekanntlich  eine  Function  V  der  rechtwinkligen 
Coordiuaten  x,  y,  z  dieses  Punktes  zu  suchen,  welche  den  Namen  des 
Potentials  oder  der  Potentialfunction  der  wirkenden  Massen  führt  und 

deren  Differentialquotienten  ^5—  >   7^  >   ^5—    den     Componenten    der    be- 

■■■  öx     oy      dz  ^ 

schleunigenden  Kraft  im  Punkte  x,  «/,  s  gleich  oder  entgegengesetzt 
sind,  je  nachdem  die  Masseneinheit  eine  gleiche  um  die  Längeneinheit 
entfernte  Masse  mit  der  Einheit  der  Kraft  anzieht  oder  abstösst.  Zur 
Bestimmung  dieser  Function,  welche  der  Bedingung 

^^  ex'   ^  ctß  ^  dz^ 

genügen  muss,  ist  es  hinreichend,  wenn  in  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche des  Körpers  noch  eine  Bedingung  gegeben  ist,  und  es  bietet 
sich  die  Aufgabe  häufig  in  der  Form  dar,  dass  nicht  die  Yertheilung 
der  Massen  im  Körper,  sondern  gewisse  Bedingungen,  denen  ihre 
Wirkung  in  der  Oberfläche  genügen  soll,  gegeben  sind,  z.  B.  dass  V 
einer  willkürlich  gegebenen  Function  gleich  werden  soll,  also  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  die  ihr  parallele  Componente  gegeben  ist,  oder 
dass  in  jedem  Punkte  in  Einer  gegebenen  Richtung  die  Componente 
einen  gegebeneu  Werth  erhalten  soll.  Das  Verfahren  um  diese  Auf- 
gabe zu  lösen  besteht  bekanntlich  darin,  dass  man  aus  particularen 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (1) 

■Kl?    %;    •  •  •  ;    V/i;    •  •  • 

einen  allgemeinen  Ausdruck 

%^l   +  «2^2  H h  (^'iQn  -f   .  .  .  =  E 

mit    den    willkürlichen    Constanten  a^,  «,,  .  .  .,  a„,  ...  zusammensetzt, 
welcher  ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  und  dann  diese 
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Constanten  so  bestimmt,  dass  die  Grenzbedingungen  erfüllt  werden. 
Die  Ausdrücke  B  convergiren  im  Allgemeinen  nur  für  gewisse  Werthe 
der  Coordinaten  x,  y,  z,  so  dass  für  jeden  bestimmten  Ausdruck  der 
ganze  unendliche  Raum  durch  eine  Fläche  s  in  zwei  Theile  zerfällt,  in 
deren  einem  dieser  Ausdruck  convergirt,  während  er  in  dem  andern 
allo-emein  zu  reden  (d.  h.  von  einzelnen  Punkten  und  Linien  abgesehen) 
divergirt.     So  z.  B.  wird  der  Ausdruck 

2 «» ß^^ ""  "^  '^^  co^  ^«  ^  ^°^  /^»  y 

für  eine  bestimmte  auf  der  0-Axe  senkrechte  Ebene  zu  convergiren 
aufhören.  Führt  man  statt  x,  y,  g  Polarcoordinaten  ein  und  entwickelt 
V  nach  Potenzen  des  Radiusvectors,  wo  dann  bekanntlich  die  Coef- 
ficienten  der  wten  Potenz  sich  aus  den  Kugelfunctionen  wter  Ordnung 
multiplicirt  mit  willkürlichen  Constanten  zusammensetzen,  so  erhält 
man  eine  Reihe,  welche  für  eine  bestimmte  Kugelfläche,  die  den  Pol 
zum  Mittelpunkt  hat,  zu  convergiren  aufliört.  Es  ist  nun  beachtens- 
werth,  dass  einer  bestimmten  Form  der  Entwicklung  B  schon  eine 
bestimmte  Schaar  von  Grenzflächen  der  Convergenz  entspricht  (im 
ersteren  Falle  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  im  zweiten  eine  Schaar 
concentrischer  Kugelflächen),  während  es  von  den  Werthen  der  Coef- 
ficienten  abhängt,  für  welche  Fläche  dieser  Schaar  die  Divergenz 
eintritt. 

Offenbar  muss  nun  der  Ausdruck  B  für  das  ganze  Gebiet,  wo  die 
Function  V  bestimmt  werden  soll,  convergiren,  weil  man  nur  dann 
diesen  Ausdruck  in  die  Grenzbedingungen  einsetzen  kann  um  die  will- 
kürlichen Constanten  in  ihm  zu  bestimmen.  Andererseits  aber  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  ein  Ausdruck,  welcher  der  Differentialgleichung 
(1)  genügt,  nur  da  wo  er  zu  convergiren  aufhört,  eine  willkürlich  ge- 
gebene Function  darstellen  kann.  Folglich  muss  die  Form  des  Aus- 
drucks jR  so  bestimmt  werden,  dass  die  Oberfläche  des  Körpers  eine 
der  ihm  angehörenden  Grenzflächen  der  Convergenz  ist. 

Es  soll  zunächst  für  einen  Ring  mit  kreisförmigem  Querschnitte 
diese  Aufgabe  gelöst  werden,  was  für  manche  physikalische  Unter- 
suchungen nicht  unerwünscht  sein  dürfte. 

1. 

Legt  man  die  ^-Axe  in  die  Axe  des  Ringes  und  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Ringes,  so  erhält  die  Gleichung 
der  Ringoberfläche  die  Form 

(l/^'  +  y'  ±  «)'  +  ^'  =  c\ 
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Ich  suche  zunächst  statt  x,  y,  z  solche  Variabein  einzuführen, 
dass  eine  derselben  in  der  Oberfläche  des  Ringes  einen  constanten 
Werth  erhält  und  zugleich  die  Differentialgleichung  (1)  eine  möglichst 
einfache  Form  behält. 

Führt  man  in  der  {x,  «/) -Ebene  Polarcoordiuaten  ein,  indem  man 
X  =  r  cos(p ,     y  =  r  simp 
setzt,  so  wird  die  Differentialgleichung  (1) 

d^V        dV  d^V  f^^V 

die  Grenzgleichung  von  q)  unabhängig,  nemlich 

(r  +  af  +  ^2  _  ^2 
und 

(r  —  ay  -{-  0^  =  c'^j 

also  in  der  (r,  .s;)- Ebene  die  Grenze  durch  zwei  mit  dem  liadius  c  um 
die  Punkte  ( —  a,  0)  und  (a,  0)  beschriebenen  Kreise  gebildet. 

Ich  führe  nun  statt  r  und  z  zwei  neue  Veränderliche  q  und  ip 
ein,  indem  ich  für  r  -\-  zi  eine  Function  einer  complexen  Grösse  ()e'^^ 
setze , 

r  -\-  zi  =  /'(^e¥'j) 

und  die  Grösse  ge'^'  als  Function  von  r  -f-  zi  so  bestimme,  dass  ihr 
Modul  Q  in  jedem  der  beiden  Grenzkreise  einen  constanten  Werth  er- 
hält und  sie  ausserhalb  der  beiden  Kreise  allenthalben  stetig  und  end- 
lich bleibt. 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt,  wenn  man 

r  -{-  zi  =  ^    '    '^  , . 
und 


ipi 


ß  =  —  y  =  Yaa  —  cc 
setzt;  denn  es  wird  dann 

a  +  r4-zi=  (^^  +  P)  +  (^  +  y)g^'' 
'         "^  1  4-  Qe'^' 

Diese  Grösse  wird  von  il>  unabhängig,  wenn 

und  zwar 

=  (a  +  y)^p^  =  (a  +  /3)(«  +  y.), 

Ebenso  wird  die  Grösse 

( —  a  -{-  r  -{-  zi)  {—  a  -\-  r  —  zi) 
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von  i<  unabhängig  und  zwar 

wenn 

—  «  +  P 
99  = i —  * 

Es  entsprechen  also  den  Werthen 

a  4-  ß  —  a  +  ß 

zwei  um  die  Punkte  (—  a,  0),  (a,  0)  mit  den  Radien 


VW+  ß)  {a  +  y),  Vi-  a-\-ß)(-a  +  y) 
beschriebene  Kreise.     Sollen  beide  Radien  =  c  werden',  so  muss 

(a  +  ß)  (a  -\-y)-{-a  +  ß)  (-  a  ^  y)  =  2a{ß  -j- y) -=  0 , 
also  y  =  ■ —  ß,  aa  —  ßß  =  cc,  also  ß  =  Yaa  —  cc  sein. 


Die  Umformung  der  Differentialgleichung  (I)  kami  dadurch  er- 
leichtert werden,  dass  man   V=r^^ü  setzt,  wodurch 

7^-5-  H — ^—  =  r'"  -^r-v  +  Zur'"     ^  := r  ßiß  —  1  )^  ^     "  l/ 

=  r."  |!i>  (2^  +  1)  r'"-i  1^  +  ^^r^'-^'  U, 

und  |u.  so   annimmt,    dass   das  zweite   Glied  wegfällt,    also   (i  =  —  ^. 
Die  Differentialgleichung  (I)  wird  dann 

Bezeichnet  man  nun  der  Kürze  wegen  die  complexen  Grössen 
r  -{-  zi  durch  y  und  pe^'  durch  t^  und  die  conjugirten  Grössen  durch 
y'  und  r]' ,  so  erhält  man 


folglich 


ferner 


dy        ^  \dr        dz    )  ^       cycy         ^  \dr'^  '*'  d z^ ) 


// 
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\j     \    j  j    dycy  ^  '  '  ■'   dridr}  rjtf         8  log 7}  d  logij 

oder  (da  rjr]'  =  q^,  log  >j  =  logQ  -{-  tpi,  logi^'  =  log()  —  tpi) 

_  (1  -  Q"-f  j,  /    d'U       ,    c^\  _ 
p''        "^  \^  log  9^  "■   d^-i 

Die  partielle  Differentialgleichung  wird  also 


1 

^-7 


\d  log?^  ^  d^y  ^  d^>^  ^  ^ 


Es  ist  jetzt  leicht,    U  in  eine  Reihe  von  particulären  Integralen 

dieser  Differentialgleichung  zu  entwickeln,  welche  gleichzeitig  für  alle 

Werthe   von   (p  und   tp   convergirt  oder  divergirt.     Zu   dem  Ende  hat 

man  nur  diesen  particulären  Integralen  die  Form  zu  geben 

cos^,,  ,    cos,„  „ 
■    mib    ■    nw, 
sm      ^  sm     r  1 

multiplicirt  in  eine  Function  P  von  q,  welche  der  Differentialgleichung 

^"^  i^-^y  (m  -  ""'"■)  -  («» -  ^^^ ^ = « 

genügt.     Die   Bestimmung    der    willkürlichen   Constanten  ergiebt  sich 
dann  durch  die  Fourier'sche  Reihe. 
Setzt  man 


so  wird 


d  log  Q        dt  2 

d'P   _|  ^"^7  )  ''^'P     ^~7  dP  _  .  .  d'P  ,  ,dP 

dlogQ''  \       2       J      df'    ~^         2  dt    —y^''^^J    df'   "T"  ^    dt 

und  die  Differentialgleichung  (II)  geht  über  in 

tt  {tt  +  1)  ^  +  ^'  It  —  (^'*''*^^  +  ""  —  t)  ^  =  0  • 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  Glieder  von  zwei  ver- 
schiedenen Dimensionen  in  Bezug  auf  t  und  lässt  sich  folglich  nach 
dem  seit  Euler  bekannten  Verfahren  durch  hypergeometrische  Reihen 
integriren.  Die  Lösung  lässt  sich  auf  sehr  mannigfaltige  Art  durch 
andere  hypergeometrische  Reihen  ausdrücken,  uemlich  durch  solche, 
deren  viertes  Element  den  Werth  oder  den  reciproken  Werth  folgender 
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neun  rirössen  hat, 


1  \2     /     ,     1 
9  + 


e  9 


)'  (ttI')'  ^^'   ^^^^'  ^-^5 


2 

A  -  g\"      (i-9)\  (1  +  er 


4^  4^ 

und  zwar  giebt  es  nach  jeder  dieser  achtzehn  Grössen  vier  verschie- 
dene Entwicklungen,  welche  der  Differentialgleichung  genügen,  von 
denen  indess  je  zwei  dieselbe  particulare  Lösung  darstellen.  Im  All- 
o-enieinen  wird  man  nach  der  kleinsten  dieser  Grössen  entwickeln. 
Entwickelt  man  nach  einer  solchen,  welche  für  Q  =  1  verschwindet, 
so  zeigt  sich,  dass  von  den  beiden  particulären  Lösungen  die  eine  für 
Q  =  1  unendlich  wird.  Da  V  endlich  bleiben  soll,  so  muss  in  dem 
Wertli  von  P  der  Coefficient  dieser  particulären  Lösung  verschwinden 
und  P  der  für  Q  ==  1  endlich  bleibenden  proportional  sein.  Von  den 
verschiedenen  Ausdrücken  derselben  will  ich  Einen  anzuführen  mich 
begnügen  und  durch  P«'»*  bezeichnen,  nemlich 
pn,m^  ^l  _  pp)"  +  +^±«P'(w  +  m  -f  I,  n  -f-  1,  2w  +  1,  1  —  qq). 

Da  sich  in  den  Werthen  der  P''''«  die  ersten  drei  Elemente  der  hyper- 
geometrischen Reihen  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden,  so  lassen 
sich  alle  P«'»'  linear  in  zwei  derselben  P^'^,  P^'^  ausdrücken  (Comm. 
Gott.  rec.  Vol.  II*)),  welche  ganze  elliptische  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  sind**)  und  vielleicht  am  bequemsten  nach  dem  Princip 
des  arithmetisch-geometrischen  Mittels,  d.  h.  durch  wiederholte  Trans- 
formationen zweiter  Ordnung,  gefunden  werden. 


*)  Gauss'  Werke  Bd.  III.  S.  131.  W. 

**)  Sämmtliclie  Pn,m  lassen  sich  durch  ganze  elliptische  Integrale  im  weitern 
Sinne  ausdrücken. 
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Gleichgewicht  der  Electricität  auf  Cylindern  mit  kreisförmigem 
Querschnitt  und  parallelen  Axen.*) 

Das  Problem,  die  Vertheilung  der  statischen  Electricität  oder  der 
Temperatur  im  stationären  Zustand  in  unendlichen  cylindrischen  Leitern 
mit  parallelen  Erzeugenden  zu  bestimmen,  vorausgesetzt  dass  im  ersteren 
Fall  die  vertheilenden  Kräfte,  im  letzteren  die  Temperaturen  der  Ober- 
flächen constant  sind  längs  geraden  Linien,  die .  zu  den  Erzeugenden 
parallel  sind,  ist  gelöst,  sobald  eine  Lösung  der  folgenden  mathe- 
matischen Aufgabe  gefunden  ist: 

In  einer  ebenen,  zusammenhängenden,  einfach  ausgebreiteten,  aber 
von  beliebigen  Curven  begrenzten  Fläche  S  eine  Function  n  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y  so  zu  bestimmen,  dass  sie  im  Innern  der 
Fläche  S  der  Differentialgleichung  genügt: 

c^u    .    oho ^ 

dx-  "•"  c  y'' 

und  an  den  Grenzen  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  annimmt. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  zunächst  auf  eine  einfachere  zurück- 
führen : 

Man  bestimme  eine  Function  ^  =  5  -j-  »?i  des  complexen  Argu- 
ments s  =  X  -{-  yi,  welche  an  sämmtlichen  Grenzcurven  von  S  nur  reell 
ist,  in  je  einem  Funkt  einer  jeden  dieser  Grenzcurven  unendlich  von 
der  ersten  Ordnung  wird,  übrigens  aber  in  der  ganzen  Fläche  S  end- 
lich und  stetig  bleibt.  Es  lässt  sich  von  dieser  Function  leicht  zeigen, 
dass  sie  jeden  beliebigen  reellen  Werth  auf  jeder  der  Grenzcurven  ein 
und  nur  einmal  annimmt,  und  dass  sie  im  Innern  der  Fläche  S  jeden 
complexen  Werth  mit  positiv  imaginärem  Theil  wmal  annimmt,  wenn 
n  die  Anzahl  der  Grenzcurven  von  S  ist,  vorausgesetzt  dass  bei  einem 
positiven  Umgang  um  eine  der  Grenzcurven  ^  von  —  oo  bis  -[-  oo  geht. 
Durch  diese  Function  erhält  man  auf  der  obern  Hälfte  der  Ebene, 
welche  die  complexe  Variable  ^  repräsentirt,   eine  wfach  ausgebreitete 


*)  Von  dieser  und  den  folgenden  Abhandlungen  liegen  ausgeführte  Manuscripte 
von  Riemann  nicht  vor.  Sie  sind  aus  Blättern  zusammengestellt,  welche  ausser 
wenigen  Andeutungen  nur  Formeln  enthalten.  W. 
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Fläclie  T,  welche  ein  conformes  Abbild  der  Fläcbe  S  liefert,  und 
welche  durch  die  Linien  begrenzt  ist,  die  in  den  n  Blättern  mit  der 
reellen  Axe  zusammenfallen.  Da  die  Flächen  S  und  T  gleich  vielfach 
zusammenhängend  sein  müssen,  nemlich  «-fach,  so  hat  T  in  seinem 
Innern  2w  —  2  einfache  Verzweigungspunkte,  (vgl.  Theorie  der  Abel'- 
schen  Functionen,  Art.  7.  S.  106)  und  unsere  Aufgabe  ist  zurückgeführt 
auf  die  folgende: 

Eine  wie  T  verzweigte  Function  des  complexen  Arguments  l  zu 
finden,  deren  reeller  Theil  u  im  Innern  von  T  stetig  ist  und  an  den 
n  Begreuzungslinien  beliebige  vorgeschriebene  Werthe  hat. 

Kennt  man  nun  eine  wie  T  verzweigte  Function  IS  =  h  -\-  ig  von 
l,  welche  in  einem  beliebigen  Punkt  e  im  Innern  von  T  logarithmisch 
unendlich  ist,  deren  imaginärer  Theil  ig  ausser  in  £  in  T  stetig  ist 
und  an  der  Grenze  von  T  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem  Green'- 
schen  Satze:  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen 
einer  veränderlichen  complexen  Grösse  Art.  10.  S.  18.  f.) 


1       r     dg  -.^ 
=  —  -—    I  u^  dt, 

2  TT     /        cnq      '  ■ 


wo   die  Integration!  über   die  n  Begrenzungslinien  von  T  erstreckt  ist. 

Die  Function  g  aber  lässt  sich  auf  folgende  Art  bestimmen.  Man 
setze  die  Fläche  T  über  die  ganze  Ebene  t,  fort,  indem  man  auf  der 
unteren  Hälfte  (wo  t,  einen  negativ  imaginären  Theil  besitzt)  das 
Spiegelbild  der  oberen  Hälfte  hinzufügt.  Dadurch  erhält  man  eine  die 
ganze  Ebene  l  «fach  bedeckende  Fläche,  welche  An  —  4  einfache  Ver- 
zweigungspunkte besitzt  und  welche  sonach  zu  einer  Klasse  algebraischer 
Functionen  gehört,  für  welche  die  Zahl  p  =  n  —  1  ist.  (Theorie  der 
Ab  ersehen  Functionen  Art.  7.  und  12.  S.  106,  112.) 

Die  Function  ig  ist  nun  der  imaginäre  Theil  eines  Integrals  dritter 
Gattung,  dessen  Unstetigkeitspunkte  in  dem  Punkt  £  und  in  dem  dazu 
conjugirten  s'  liegen,  und  dessen  Periodicitätsmoduln  sämmtlich  reell 
sind.  Eine  solche  Function  ist  bis  auf  eine  additive  Constante  völlig 
bestimmt  und  unsere  Aufgabe  ist  somit  gelöst,  sobald  es  gelungen  ist, 
die  Function  t,  von  ,s  zu  finden. 

Wir  werden  diese  letztere  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung  weiter 
behandeln,  dass  die  Begrenzung  von  >S'  aus  n  Kreisen  gebildet  ist.  Es 
können  dabei  entweder  sämmtliche  Kreise  ausser  einander  liegen,  so 
dass  sich  die  Fläche  S  ins  Unendliche  erstreckt,  oder  es  kann  ein  Kreis 
alle  übrigen  einschliessen,  wobei  S  endlich  bleibt.  Der  eine  Fall  kann 
durch  Abbildung  mittelst  reciproker  Radien  leicht  auf  den  andern  zu- 
rückgeführt werden. 
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Ist  die  Function  ^  von  z  in  S  bestimmt,  so  lässt  sich  dieselbe 
über  die  Begrenzung  von  S  stetig  fortsetzen,  dadurcli  dass  man  zu 
jedem  Punkt  von  S  in  Bezug  auf  jeden  der  Grenzkreise  den  harmoni- 
schen Pol  nimmt  und  in  diesem  der  Function  t,  den  conjugirt  imaginären 
Werth  ertheilt.  Dadurch  wird  das  Gebiet  S  für  die  Function  t,  er- 
weitert, seine  Begrenzung  besteht  aber  wieder  aus  Kreisen,  mit  denen 
man  ebenso  verfahren  kann,  und  diese  Operation  lässt  sich  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  wodurch  das  Gebiet  der  Function  t,  mehr  und  mehr 
über  die  ganze  ä- Ebene  ausgedehnt  wird. 

Im  Folgenden  bedienen  wir  uns,  um  auszudrücken,  dass  zwei 
Grössen  «,  d  conjugirt  imaginär  sind,  des  Zeichens: 

a  =^|=  d , 
die  dadurch  ausgedrückte  Verknüpfung  zweier  Grössen  bleibt  bestehen, 
wenn  beiderseits  conjugirt  imaginäre  Grössen  addirt  werden,  oder  wenn 
mit  solchen  multiplicirt  oder  dividirt  wird;   auch  kann  beiderseits  die 
Wurzel  gezogen  werden,  wenn  dieselbe  richtig  erklärt  wird. 

Ist  nun  ^  -|=  l'  und  entsprechen  den  Werthen  ^,  t,'  die  Werthe 
z,  /,  so  ist,  wenn  r  der  Radius  eines  der  Grenzkreise  von  S  ist,  und 
.£■  im  Mittelpunkt  desselben  den  Werth  p  hat: 


woraus  sich  ergiebt: 

I  c  /  -f-  a 

wenn  a,  h,  c,  d  Constanten  bedeuten.     Hieraus: 

dz     i     ad  —  hc   dz' 


df 

1  {cz  +dY  dt' 

1 

1         1         cz  -\-  d 

V  dt 

yad  —  hc  l/dz' 
V  dt' 

z 

1              1            az   -{-  b 

V  dt 

'  yad  —  bc  -i/dz' 
V  df 

1 

/,7„ 

-  y,     n-  =  y^ 

Setzt  man  also: 

V  dt  V  dt 

und  bezeichnet  die  Werthe,  welche  y^  y^  für   f  annehmen  mit  //,  y'x 
so  ergiebt  sich: 

II  _L  ^y\  +  ^y 

Yad  —  bc 
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woraus: 

^f^'2/1    ,    c.d'^i/ 


d'y    , 

'dt-'-^'n"^ 

(2) 

dV     ' 

Yad  —  be 
dUj\           dHj' 
""dt''    ^^df' 

Nun  folgt  aus 

dt'  "^ 

Yad  —  bc 

(3) 

durch  Differentiation : 

y  dt 

y 

y^  dt    ^ 

y  dt' 

d'y          rx 

oder 

(4) 

1  d' 

y  dl 

'y         1    d'^y^ 
:'         2/x  dV 

und  ebenso: 

,K.  i  'iV  ^  1_  d^ 

W;  y'  dt''       y\  dt'' 

Hieraus  und  aus  (1),  (2)  folgt  weiter: 

,/>N  1    d'y 1    d^i/i     I     1    d'y'  1     d^y\ 

^^  JW~'V,dt^^^^Ydr'~y\    dt[^  ' 

Setzen  wir  also 

so  ist  s  eine  Function  von  t  die  für  conjugirt  imaginäre  Werthe  von 
t,  selbst  conjugirt  imaginäre  Werthe  erhält,  und  die  sich  also  nicht 
ändert,  wenn  man  in  der  Fläche  T  und  ihrer  symmetrischen  Fortsetzung 
auf  beliebigem  Weg  zum  Ausgangspunkt  zurückkehrt.  Mithin  ist  s  eine 
wie  T  verzweigte  algebraische  Function  von  ^;  y  und  «/^  sind  particuläre 
Lösungen  der  linearen  Differentialgleichung  (7)  und  z  ist  das  Verhältniss 
derselben.  Nimmt  man  umgekehrt  die  algebraische  Function  s  in  T 
beliebig  an,  jedoch  so  dass  sie  in  conjugirten  Punkten  conjugirt  imaginäre 
Werthe  erhält  und  mithin  für  reelle  Werthe  von  t,  reell  wird^  und  nimmt 

irgend  zwei  particuläre  Lösungen  von  (7),  so  liefert  die  Function  0  =  — 

ein  conformes  Abbild  der  Fläche  T,  welches  durch  Kreise  begrenzt  wird. 
Die  dabei  auftretenden  unbestimmten  Constanten  hat  man  dadurch  zu 
bestimmen,  dass  dieses  Abbild  in  seinem  Innern  von  singulären  Punkten 
frei  und  mithin  in  der  ^- Ebene  einfach  ausgebreitet  ist,  und  dass  die 
Grenzkreise  gegebene  Lagen  erhalten. 


XXVI. 

Beispiele  von  Flächen  kleinsten  Inhalts  bei  gegebener 
Begrenzung.*) 

I. 

Es  soll  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bestimmt  werden,  welche 
begrenzt  ist  von  drei  Geraden,  die  sich  in  zwei  Punkten  schneiden,  so 
dass  die  Fläche  zwei  Ecken  in  ihrer  Begrenzung  und  einen  ins  Un- 
endliche verlaufenden  Sector  besitzt. 

Die  Winkel,  welche  die  drei  geraden  Linien  mit  einander  bilden, 
seien  a%,  /3;7r,  yn.  Auf  der  Kugel  wird  die  gesuchte  Fläche  abgebildet 
durch  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  a%,  ßn,  yn  sind,  so  dass 
«  +  /3  4-  y  >  1  ist. 

Es  mögen  mit  a,  1),  c  die  Punkte  bezeichnet  werden,  welche  in 
der  Ebene  der  complexen  Variablen  t  den  beiden  Ecken  und  dem  ins 
Unendliche  verlaufenden  Sector  entsprechen,  (üeber  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalt,  Art.  13.  S.  296.)     Dann  hat  man: 

J'  const.  dt 

- 
( 


oder 


{t  —  c)  VC«  —  a){t  —  h) 


u  =  const.  loff 


vm+v 


b 
Nimmt  man,  was  freisteht,  a  =  0,  h  =^  oo,  c  =  1  an,  so  folgt  hieraus: 

du  =  const. — :     n  =  const.  loef    ~  ''^  ^ 

(1  —  i)  i/f '  1  +  y* 


*)  Für  das  erste  dieser  Beispiele  findet  sich  auf  einem  einzelnen  Blatt  in 
Riemann's  Nachlass  das  Resultat  kurz  aber  vollständig  angegeben.  Bezüglich 
des  zweiten  liegt  nur  eine  Bemerkung  vor,  in  der  nicht  mehr  als  die  Möglichkeit 
der  Lösung  ausgesprochen  ist.  Für  die  Ausführmig  ist  daher  der  Herausgeber  ver- 
antwortlich. Einige  besondere  Fälle  des  letzteren  Problems  sind  von  H.  A.  Schwarz 
behandelt.     (Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.     Berlin  1871. "l 

Kiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.     1.  27 
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und  die  letztere  Constante  hat  den  Werth    yl^,  wenn  C  den  kürzesten 

Abstand  der  Leiden  einander  nicht  schneidenden  Linien  bedeutet. 

Setzt  man  nun  nach  Art.  14.  der  genannten  Abhandlung  (S,  298) 

,  -I  /du         ^  -I  /du 

SO  sind  diese  Functionen  in  allen  Punkten  der  ^-Ebene,  ausser  0,  oo,  1 
endlich  und  einändrig,  und  wenn  man  das  Verhalten  dieser  Functionen 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  nach  der  an  erwähnter  Stelle 
(S.  299)  angegebeneu  Methode  untersucht,  so  erkemit  man,  dass  \,  1'2 
zwei  Zweige  der  Function 


1 

a 

1 

ß 

Y 

^ 

2 

^ 

2 

2 

1 

4 

+ 

a 

2 

1 

+ 

2 

+ 

Y 
2 

sind,  und  für  /;  hat  man  den  Quotienten  zweier  Zweige  dieser  Function 
zu  setzen. 

IL 

Die  cresuchte  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  sei  begrenzt  von  zwei 
in  parallelen  Ebenen  gelegenen  geradlinigen  Polygonen  ohne  ein- 
springende Ecken  und  mit  je  einem  Umlauf.  In  diesem  Falle  wird  die 
Fläche  zweifach  zusammenhängend  sein,  und  kann  erst  durch  einen 
Querschnitt  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden. 

Die  Abbildung  der  Minimalfläche  auf  der  Kugel  wird  begrenzt  sein 
durch  zwei  Systeme  von  Bögen  grösster  Kreise,  deren  Ebenen  senk- 
recht stehen  auf  den  Ebenen  der  Grenzpolygone,  und  welche  dem- 
nach in  zwei  diametral  entgegengesetzten  Punkten  der  Kugelfläche  zu- 
sammenlaufen. Jeder  dieser  beiden  Punkte  entspricht  den  sämmtlichen 
Ecken  der  beiden  Grenzpolygone.  An  jeder  Polygonseite  findet  sich 
Ein  Umkehrpunkt  der  Normale,  welcher  dem  Endj)unkt  des  betreffen- 
den Kreisbogens  entspricht.  Das  Bild  der  Minimalfläche  wird  also  die 
Kugelfläche  vollständig  und  einfach  bedecken. 

Projiciren  wir  die  Kugelfläche  auf  ihre  Tangentialebene  in  einem 
der  Punkte  in  welchem  die  Begrenzungsbögen  zusammenlaufen,  so  er- 
halten wir  als  Bild  der  Minimalfläche  ein  Flächenstück  H,  welches 
die  Ebene  der  complexen  Variablen  t]  völlig  ausfüllt,  und  begrenzt  ist 
einerseits  durch  ein  System  geradliniger  Strecken,  welche  sternförmig 
vom  Nullpunkt  auslaufen,  bis  zu  gewissen  Punkten  C^,  C^,  ...,  C„, 
andrerseits  von  einem  System  ähnlicher  Strecken,  welche  von  gewissen 
anderen  Punkten   CV,  C2,  .  . ,  C,'„  nach   dem   unendlichen  fernen  Punkt 
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verlaufen,  und  deren  Verlängerungen  daher  im  0 -Punkt  zusammen- 
treffen (wenn  n  und  ni  die  Anzahlen  der  Ecken  der  beiden  gegebenen 
Polygone  bedeuten). 

Diese  zweifach  zusammenhängende  Fläche  soll  nun  in  der  Ebene 
einer  complexen  Variablen  t  auf  eine  die  obere  Halbebene  doppelt 
bedeckende  Fläche  T^  abgebildet  werden,  so  dass  den  beiden  Be- 
grenzungen die  reellen  Werthe  von  t  entsprechen.  Diese  Fläche  muss, 
damit  sie  zweifach  zusammenhängend  sei,  zwei  Verzweigungspunkte 
enthalten.  Fügen  wir  zur  Fläche  7\  ihr  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die 
reelle  Axe  hinzu,  so  erhalten  wir  eine  die  ganze  ^- Ebene  doppelt  be- 
deckende Fläche  T  deren  vier  Verzweigungspunkte  conjugirt  imaginären 
Werthen  von  t  entsprechen.  Durch  Einführung  einer  neuen  Variablen 
f'  an  Stelle  von  t,  die  mit  t  durch  eine  in  Bezug  auf  beide  Variable 
quadratische  Gleichung  zusammenhängt,  lässt  sich  erreichen,  dass  die 

Verzweigungspunkte  den  Werthen  ^'  =  +  «,  ib  X  entsprechen,  worin 

k  reell  und  <  1  ist,  und  dass  ausserdem  einem  beliebigen  reellen  Werth 
von  t  ein  gegebener  reeller  Werth  von  t'  in  einem  der  beiden  Blätter 
entspricht. 

Wir  haben  also  t  als  Function  der  complexen  Variablen  tj  so  zu 
bestimmen,  dass  sie  in  jedem  Punkt  der  Fläche  H  einen  bestimmten, 
stetig  mit  dem  Ort  veränderlichen,  Werth  hat,  in  den  beiden  Be- 
grenzungen von  H  reell  ist,  und  in  je  einem  Punkt  der  beiden  Be- 
grenzungslinien unendlich  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Setzen  wir 
diese  Function  über  die  Begrenzung  hinaus  dadurch  stetig  fort,  dass 
wir  derselben  an  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Begrenzungs- 
strecke  gelegenen  Punkten  conjugirt  imaginäre   Werthe   ertheilen,   so 

hat,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Function  — jf—  für  conjugirt  imagi- 
näre Werthe  von  t  selbst  conjugirt  imaginäre  Werthe.  Sie  ist  also 
in  der  ganzen  Fläche  T  einwerthig  und,  einzelne  Punkte  ausgenommen, 
stetig,  muss  mithin  eine  rationale  Function  von  t  und 

o  7 


sem. 

Bezeichnen  wir  die  reellen  Werthe  von  t,  welche  den  Punkten 
Cj,  0.2, .  .  .,Cn,  6V,  Co,  .  .  .,  da  entsiarechen,  mit  q,  c^,  .  .,  c„,  c'i,  c'i,  .  .,  c^, 
die  gleichfalls  reellen  Werthe,  welche  den  mit  dem  Nullpunkte,  bezw. 
unendlich  fernen  Punkte  zusammenfallenden  Ecken  der  Fläche  H  ent- 
sprechen, mit  hl,  &2J  •'}  ^n,  h'i,  1)2,  ..,  Ku,  so  muss  ^y—  unendlich 
klein  in  der  ersten  Ordnung  werden  für 

0    C^,      C^j      •    .  ,      Cnj      C\.y      C2y      '    •  y      Cf/l  , 

27  * 
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uiieudlicli  gross  in  der  ersten  Ordnung  für 

und  in  den  Verzweigungspunkten 

'  =  +  '■.  ±1- 

Wir  können  demnacli  setzen: 

d  log  7]  Cpjt,   djt)) 


dt  y(l    _|_   i2)(l    -|-Pi2)    ' 

worin  q)  eine  rationale  Function  von  t  und  z/(i)  bedeutet,  welche  unendlich 
klein  wird  in  den  Punkten  c,  c,  unendlich  gross  in  den  Punkten  h,  h' , 
und  welche  dadurch  his  auf  einen  constanten  reellen  Factor  bestimmt  ist. 
Damit  übrigens  eine  solche  Function  (p  existire,  muss  eine  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  Punkten  c,  c' ,  h,  h'  bestehen,  vermöge  deren 
einer  dieser  Punkte  durch  die  übrigen  bestimmt  ist.  (Theorie  der 
Abel'schen  Functionen  Art.  8.  S.  107.)  Ueberdies  kann  nach  dem 
oben  Bemerkten  von  den  Punkten  c,  c,  h,  V  einer  beliebig  angenommen 
werden.  Die  zu  log?^  hinzutretende  additive  Constante  ist  bestimmt, 
wenn  der  zu  einem  der  Punkte  c  gehörige  Werth  von  i],  »;„,  gegeben 
ist,  wonach  sich  ergiebt: 


log  ^  —  log  1^0  =   / 


^>{t,  d{t))dt 


1/(1  +«2)  (1  -\-'kH^) 


In  diesem  Ausdruck  bleiben,  nachdem  i/^  ^^*^  ^  festgesetzt  sind, 
noch  2w  -|-  'im  unbestimmte  Constanten,  nemlich  2w  +  2wi  —  2  von 
den  Werthen  c,  c',  ?>,  ?>',  der  Modul  li  und  ein  reeller  constanter 
Factor  in  9). 

Für  diese  Constanten  ergeben  sich  zunächst  zwei  Bedingungen, 
welche  besagen,  dass  der  reelle  Theil  des  Integrals 

^,{t,  J{t))dt 


I- 


y(i  +  <2)  (1  +  Ft2) 

über  eine  geschlossene,  beide  Verzweigungspunkte  i,  -y  einschliessende 

Linie  verschwinden  soll  und  dass  der  imaginäre  Theil  desselben  Inte- 
grals den  Werth  27ti  haben  soll.  Für  die  2m  -|-  2m  —  2  übrig  blei- 
benden Constanten  erhält  man  eine  ebenso  grosse  Zahl  von  Bedingungen 
aus  der  Forderung,  dass  den  Punkten  c,  c  die  gegebenen  Punkte 
6',  C  in  der  1^- Ebene  entsprechen  sollen. 

Wir  denken  uns  nun  die  x-Axe  senkrecht  gegen  die  Ebenen  der 
beiden  (Irenzpolygone  gelegt,  *und  untersuchen  die  Abbildung  der 
Minimalfläche  in  der  Ebene  der  complexen  Variablen  X,  nachdem  die- 
selbe  durch   einen    von   einer  Begrenzung  zur  andern  gelegten  Schnitt 
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iu  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  ist.  Der  reelle  Theil 
von  X  ist  dann  in  den  beiden  Begrenzungen  und  in  jedem  zu  den- 
selben parallelen  Schnitt  der  Fläche  constant.  Der  imaginäre  Theil 
wächst,  während  man  auf  einem  solchen  Schnitt  herumgeht,  beständig, 
und  zwar  im  Ganzen  um  eine  constante  Grösse.  Daraus  folgt,  dass 
das  Bild  unserer  Fläche  in  der  X- Ebene  von  einem  Parallelogramm 
begrenzt  ist,  welches  die  Ebene  einfach  bedeckt,  von  dem  zwei  Seiten, 
welche  der  Begrenzung  der  Fläche  entsprechen,  der  imaginären  Axe 
parallel  sind.  Die  beiden  andern  Seiten,  die  den  Rändern  des  Quer- 
schnitts entsprechen,  können  zwar  krummlinig  sein,  kommen  aber 
durch  eine  Verschiebung  parallel  der  imaginären  Axe  mit  einander  zur 
Deckung. 

Dieses  Parallelogramm  muss  sich  auf  die  obere  Hälfte  T^  der 
Fläche  T  so  abbilden  lassen,  dass  die  beiden  der  iuiaginären  Axe 
parallelen  Seiten  desselben  den  beiden  Rändern  von  T^,  die  beiden 
anderen  Seiten  den  beiden  Ufern  eines  Querschnitts  von  T^  entsprechen. 
Eine  solche  Abbildung  wird  daher  vermittelt  durch  die  Function 


X  =  i 


iC  i*    -  ^^  -\-  C 


worin  die  Constante  C  reell  ist,  C  beliebig  angenommen  werden  kann, 
wenn  über  die  Lage  des  Anfangspunkts  auf  der  .«-Axe  verfügt  wird. 
Ist  h  der  senkrechte  Abstand  der  beiden  parallelen  Grenzebenen,  so 
ergiebt  sich: 

i 


J  y(i 


-j-  f)  (1  -f  kH^) 

0 


wodurch  die  Constante  C  bestimmt  ist. 

Hiernach    ist    die   Aufgabe,    abgesehen    von  der  Bestimmung   der 
Constanten,  gelöst,  denn  man  hat  nach  den  Formeln  S.  292 


wodurch    die    Coordinaten    x,  y,  z    der    Minimalfläche    als    Functionen 
zweier  unabhängiger  Variablen  dargestellt  sind. 

Für  die  in  iq  vorkommenden  Constanten  ergeben  sich  noch  zwei 
Bedingungen,  welche  besagen,  dass  die  reellen  Theile  der  Integrale, 
durch  welche  Y  und  Z  ausgedrückt  sind,  über  eine  den  Nullpunkt 
einschliessende  geschlossene  Curve  in  der  ?2 -Ebene  erstreckt,  den  Werth 
0  haben  müssen. 


«99  XXVi.     Beispiele  von  Flächen  kleinyten  Inhalts 

Nimmt  man  h  und  die  Riclitungen  der  begrenzenden  Geraden  als 
gegeben  an,  so  hängen  nnsere  Ausdrücke,  abgesehen  von  den  additiven 
Constanten  in  X,  Y,  Z,  von  n  +  w  —  2  unbestimmten  Constanten 
ab,  für  welche  man  die  Entfernungen  der  Punkte  C,  C  vom  Null- 
punkt in  der  ^- Ebene  annehmen  kann,  zwischen  denen  nach  dem  so- 
eben Bemerkten  zwei  Relationen  bestehen  müssen.  Ebenso  gross  ist 
aber  auch  die  Anzahl  der  Coustanten,  welche  die  gegenseitige  Lage 
der  Grenzpolygone  bestimmen.  Man  kann  nemlich,  indem  man  zwei 
Polygonseiten  zur  Fixirung  des  Coordinaten-Anfangspunkts  festhält, 
jeder  der  n  -{-  m  —  2  übrigen  noch  eine  Paralielverschiebung  in  ihrer 
Ebene  ertheilen. 

Einfachere  Gestalten  nehmen  die  Resultate  an,  wenn  wir  gewisse 
Bymmetrieen  in  den  Verhältnissen  der  begrenzenden  Vielecke  voraus- 
setzen. Es  möge  im  Folgenden  der  Fall  betrachtet  werden,  dass  die 
beiden  Vielecke  regulär  seien  und  die  beiden  Endflächen  einer  gerade 
abgestumpften  geraden  Pyramide  mit  regulär -vieleckiger  Basis  bilden. 

Die  ümkehrpunkte  der  Normalen  liegen  in  diesem  Fall  sämmtlich 
in  den  Mittelpunkten  der  begrenzenden  Geraden,  und  fallen  daher 
paarweise  in  dieselbe  durch  die  Axe  der  Pyramide  gehende  Ebene. 

Legen  wir  die  y-Axe  senkrecht  gegen  eine  der  begrenzenden  Ge- 
raden, so  wird  in  der  -j^-Ebene  ein  Punkt  C  und  ein  Punkt  C  in  der 
reellen  Axe  liegen,  auf  welcher  sie  die  Abstände  rj^,  rjQ  vom  Nullpunkt 
haben  mögen.  Die  Punkte  0,  bezw.  C  liegen  auf  zwei  concentrischen 
Kreisen,  auf  welchen  sie  die  Ecken  je  eines  regulären  Polygons  bilden, 
und  zwar  so,  dass  immer  ein  Punkt  C  und  ein  Punkt  C  auf  demselben 
Radius- Vector  liegt. 

Da  nun  in  der  Begrenzung  der  Fläche  T  ein  Punkt  beliebig  an- 
genommen werden  kann,  so  mag  festgesetzt  sein,  dass  dem  auf  der 
reellen  Axe  gelegenen  Punkt  C  der  Punkt  ^  =  0  in  einem  der  beiden 
Blätter  von  T  entspreche.  Es  folgt  dann  aus  der  Symmetrie,  dass  das 
zwischen  C  und  C  liegende  Stück  der  reellen  Axe  in  der  ?y-Ebene  in 
der  Fläche  T  einer  Linie  entspricht,  welche  vom  Punkte  i^  =  0  im 
ersten  Blatt  nach  dem  Verzweigungspunkt  t  =  i,  und  von  da  zurück 
zum  Punkte  t  =  0  im  zweiten  Blatt  längs  der  imaginären  Axe  ver- 
läuft. Demnach  hat  die  Function  (p{t,  ^{ß})  für  rein  imaginäre  Werthe 
von  t  selbst  rein  imaginäre  Werthe,  und  dem  Punkte  C  entspricht 
der  Werth  ^  =  0  im  zweiten  Blatt. 

Nun  wird  die  Fläche  H  durch  die  Substitution  r]7j'  =  r^^yTj'^  auf  eine 
mit  H  congruente  Fläche  H'  abgebildet  in  der  Weise  dass  die  Punkte  C  in 
die  Punkte  C  übergehen  und  umgekehrt  (nur  in  vertauschter  Ordnung). 
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Hieraus  ergiebt  sicli,  dass  den  beiden  in  der  Fläche  H  gelegenen  Punkten 
ri  und  ri  =  ^^  über  einander  liegende  Punkte  in  beiden  Blättern  der 

Fläche  T  entsprechen.  Und  da  d  log  ^  +  f?  log  ?;'  =  0  ist,  so  muss 
fp{tj  /i{fj)  in  übereinander  liegenden  Punkten  beider  Blätter  denselben 
Werth  haben,  ist  also  rational  in  t  ausdrückbar  und  hat  zufolge  der 
oben  gemachten  Bemerkung  die  Form  tipiß^),  wenn  t^  eine  rationale 
Function  bedeutet. 

Dies  veranlasst  uns,   die  Fläche  T  auf  eine  Fläche  S  abzubilden 
durch  die  Substitution: 

Jl±Ü_  _    2 

wonach  der  oberen  Hälfte  der  Fläche  T  ein  die  s- Ebene  einfach  be- 
deckendes Blatt  entspricht,  welches  längs  der  reellen  Axe  zwischen  den 

Punkten  s  =  1  und  s  =  -^  und  zwischen  den  Punkten  s  =  —  1, 
s  = ,-  aufgeschlitzt  ist.  Die  Ränder  dieser  beiden  Schlitze  ent- 
sprechen den  Grenzen  der  Fläche  H.  Für  X  ergiebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck 

ds 


^^  J   VW—  s')  (1  —  ft^s^) 


wenn 

1 

ds 


S^)   (1    —    7^2  s2) 

ist,   während   sich   r]   als    algebraische  Function   von  s  darstellen  lässt. 
Für  eine  Begrenzung  durch  Quadrate  findet  man 


^-^n 


—  ms)  (1  —  m  s) 


(l  -\-  ms)  (1  -j-  ni  s) 

den  Ecken  des  Quadrats  in  der  einen  Begrenzung  entsprechen  die 
Punkte  s  =  — ,  6'  =  — <  an  lieiden  Rändern  des  Schlitzes,  den  Umkehr- 
punkten  der  Normalen  die  Punkte  s  =  1 ,  s  ==  ^  und  ein  an  beiden 
Rändern  des  Schlitzes   gelegener  Punkt  s  =  — ,  der  aus  der  Gleichung 

— ~-  =  0  zu  bestimmen  ist,  und  man  hat: 
ds  ' 

1  >  in  >  n  >  m  >  h.  *) 


*)  Es  lässt  sich  die  vorstehende  Betrachtung  auf  viele  Fälle  ausdehnen,  in 
denen  die  beiden  Polygone  nicht  regulär  sind.  So  behält  der  obige  Ausdruck  für 
■q  seine  Gültigkeit  für  die  Begrenzung  durch  zwei  Rechtecke,   deren  Mittelpunkte 
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Für  die  Begrenzung  durch  gleichseitige  Dreiecke  ergiebt  sich: 

/l  —  ms\i   /l  —  ks\l 

Um  für  diesen  letzteren  Fall  die  Möglichkeit  der  Constanten- 
bestimmung  zu  untersuchen  setze  man  zunächst  s==  +  l,  wodurch 
sich  ergiebt: 

also: 

und  für  den  besonderen  Fall,  dass  beide  Dreiecke  congruent  sind 

n^n^  =  1 ,     c  =  1 . 

Den  Ecken  des  Dreiecks  in  der  einen  Begrenzung  entsprechen  die 

Punkte  s  =  —  an  beiden  Rändern  des  Schlitzes  und  der  Punkt  ^-,  so 

däss  Ix,  <  m  <  1    sein    muss.     Der    erste    Umkehrpunkt    der  Normalen 
findet  statt  für  s  =  1,  die   beiden  andern  entsprechen   einem  Punkte 

s  =  —  an  beiden  Rändern  des  Schlitzes,  so  dass 

U  <  n  <  m 
sein  muss.     Für  n  erhält  man  zunächst  aus  der  Gleichung  — p-^  =  0 

die  Bestimmung: 

y         km  im  +  2Ä;) 
Im  -\-k 

Avoraus  für  jedes  Werthsystem  von  Ä;,  m,  welches  der  Bedingung 

0  <  /i;  <  w  <  1 
genügt,  ein  Werth  von  n  hervorgeht,  welcher  zwischen  li  und  m  liegt. 
Man  erhält  aber  zwischen   w«,  n,  li  noch  eine   zweite   Gleichung, 

welche  ausdrückt,  dass  für  s  =  —    "^  =  '^l  werden   soll.     Diese   Glei- 
chung ist: 


/l  —  «i\2  1  —  k In  —  m\2  n  —  k 

\1  -\-  ml    \  -\-k        \n  4-  ml    n  -V-  k 


+  ml    1  -|-  ^         \w  -f-  ml    n  -\- 
und  wenn  man  aus   diesen  beiden  Gleichungen  n  eliminirt,   so  erhält 
mau  folgende  Relation  zwischen  h  und  tn: 


,  /l  +m^  -f  2mky_       /2k  -f  »t\3 
\k(l  +  m-')  +  2ml   ~  ^'^  U-  4-  2ml   ' 


;(1  +  m'^)  +  2  m/  U  +  2  m} 

aus  welcher  /«;  durch  m  zu  bestimmen  ist. 


in  einer  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  Linie  liegen,  vorausgesetzt  dass  der  Modul 
von  r}r{  für  die  Umkehrpunkte  der  Normalen  denselben  Werth  hat.  Dies  findet 
z.  ß.  statt  wenn  beide  Rechtecke  congruent  sind. 
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Für  Ji  =  0  ist  die  linke  Seite   dieser   Gleichung   Null,   die   rechte 
-— - ,  für  /v  =  m  ist  der  Unterschied  zwischen  linker  und  rechter  Seite 

(1  —  my 


m(3  +  m'^ 

also  positiv  für  m  <  1.     Es  existirt  daher  zu  jedem  Werth  von  m  der 

kleiner  als  1  ist,  eine  ungerade  Anzahl  von  Werthen  von  k  <  tn.     Da 

sich  nun  ferner  leicht  ergiebt  dass  die  Function 

,       j   (1  +  w-  4-  2w/.-)'^  {k  +  2my 

°^     {Jc{l  +  m^)  +  2m)2  {2k -{-my 

zvrischen  Je  ==  0  und  k  =  m  nur  Ein  Maximum  hat,  so  folgt,  dass  für 
jedes  m  <  1  Ein  und  nur  Ein  unseren  Bedingungen  genügender  Werth 
von  h  gefunden  werden  kann,  und  darnach  ergiebt  sich  auch  nur  Ein 
zugehöriger  Werth  von  n.  Für  die  beiden  Grenzen  vi,  =  0  und  m  =  1 
erhält  man  k  =  n  =  m. 

Für    die    Functionen  X,   Y,  Z  finden    sich  hiernach,    wenn  man 
über  die  additiven  Constanten  verfügt,  die  Ausdrücke: 

s 

-^  h      /'  eis 


^^J  VÖT^ 


skJ- 


s^)  (1  —  k^s"") 
ds 


i^-j) 


)/(l  —  s^)  (1  —  kH^) 
1 

s 

^  ^^  _  j]^  f f]^ /    _J_  J_\  . 

SÄ-J  y(i  —  s^)  (1  —  k^s^)   V      v)' 
1 

Die  beiden  noch  übrigen  Constanten,  tn  und  V'»?o'»^'o  bestimmt  man 
aus  den  gegebenen  Längen  der  Dreieckseiten.  Bezeichnen  wir  diese 
mit  a  und  h,  so  ergiebt  sich: 


J    /(F— s2)  (1  —  Ä;2s2)     V    '     ^/ 


ili     /*  ds 

1 

1 


7« 

2^J    ]/(l  —  6-2)  (1  —  fc2s2)     l^77oi7o'    ~^       n      ) 


h  = 

ZA 

1 

In  dem  besonderen  Fall  a  =  b  ist  >^%  =  1  und  es  bleibt  zur  Be 
Stimmung  der  Constanten  m  die  eine  transcendente  Gleichung 


m 

a   *       /*  '^^  (       I     ^  \ 

/t   ~  2  if  J    1/(1  —  s'O  (1  —  ft^s^)    V  >?  j  ' 
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Lässt  mau  in  dem  Au.sdruck  zur  Uecliten  m  von  0  bis  1  gehen,  so 
behält  derselbe  positive  Werthe,  wird  aber  an  beiden  Grenzen  unendlich 
gross.  Er  muss  also  für  einen  zwischenliegenden  Werth  von  m  ein  Mini- 
mum haben.  Daraus  folgt,  dass  es  für  das  Verhältniss  -^  eine  untere 
Grenze  giebt,  jenseits  der  die  Aufgabe  keine  Lösung  mehr  hat,  während 
für  jeden  Werth  von  ^,    der  über  dieser  Grenze  liegt,   zwei  Werthe 

von  m,  also  zwei  Lösungen  der  Aufgabe  existiren.  Es  ist  anzunehmen, 
dass  nur  der  kleinere  der  beiden  Werthe  von  m  einem  wirklichen 
Minimum  des  Flächeninhalts  entspricht. 


XXVII. 

Fragmente  über  die  GrenzMle  der  elliptischen  Modul- 

fimctionen. 

I. 

Additamentum  ad  g"""  40. 
[Fundamenta  nova  theoriae  functionum  ellipticanim.] 

Formulae  in  hoc  §°  propositae  in  eo  casu,  ubi  modulus  ipsius  q 
unitatem  aequat,  consideratione  satis  dignae  videntur,  quippe  quae 
functiones  imius  variabilis  pro  quovis  argumenti  valore  discoutinuas 
praebeant. 

Series  quidem  propositae  magna  ex  parte  pro  modulo  ipsius  q 
iinitati  aequale  non  convergunt,  sed  integraudo  series  convergentes  inde 
derivari  possunt;  itaque  primo  integralia  formularum  1  —  7  proponamus 

(48)  J(log/c  -  log4l/g)  ^  =  -  41og(l  +  q)  +  |  log(l  +  r/) 

0 

-  I  log(l  +  f)  +  j^  log(l  +  2')  -  . . 

(49)  /-  ^o^,if  ^  41ogl±i  +  I  logi±i;  +  A  ,„gl±|:  +... 

0 

(50)  Jlog^  ^  =  41og(l  +  q)+~  log(l  +  r/)  +  A  log(l  +  g-^)  +••. 

(51)  J(^^-  l^^  =  _41og(l-g)  +  ilog(l-2^)-— Jlog(l-20  +  ... 

0 

=  +  2*log^^::j:^.+-log^-^.+-log^3.  +  - 

(52)  r^^  ^  =  4  ioc.Ü>^2  _  4 1    l±_vV   ,  1  wLd:J/-2!  .... 

J       :r       2  °  1  —  1/2  3     ^  1  —  v/gä     I     5     ^  1  —  i/^^  ^ 

0 

=  4*log^-p-^-|.  +  -  log^-^^.  +  -  log  j^p^  +  - 

(53)  J(i^_i)^__41og,(l+g)  +  |log(l  +  g^)-|log(l  +  r/)+... 

0 

et  •  ^       1  —  qi    ,    2  « 1       1  —  qH        2  i  ■,       1  —  q^i   , 

=  —  Zt  loß" loo" loo" \-  •■' 

^1  +  2*^  2  ^°l-\-qH        3      oi+2''*^ 


^28  XXVII.     Fragmente  über  die  Grenzfälle 

(54)  J'(p^-  l)  ^  =  -i  log(l  +  4')  +  I  log(l  +  ä'O 

-^log(l+!Z'°)  +  i^Iog(l+ä")---- 

ubi  logarithmos  ita  sumendos  esse  manifestum  est,  nt  evanescant  posito 
3  =  0. 

Functiones   eaedem   ad   dignitates   ipsius   q   evolutae   adhibitis   Cl' 
Jacobi  denotationibus  hoc  modo  repraesentantur 

(55)  /(,0g /.  -  log  4y,)  !^^  =  -  4  2  ?«  (r  -  if  -  i:,  ä' 


.ip 


3        o„  3        ,6^ \ 


64  ^  256 


(56)  j'-Iogrf  =  8^f)s' 

ü 

(57)  j'log!i^'^  =  42'^)(j.-i,^.-i2*.-i,».-ij.,_...) 

0 

(58)  i'i^Ji  _  1^  'i«  =  4  V  -"^^^ 
J  \^        Ja  ^      2^(4^ 

0 

(59)  r^M'l?=8V'^ 

J       Tt       q  j^      ( 

u 

(60)  / Y^^  _  1^  i^  _  _  4  yj  ^Wg''"" 

J    \    Tt  )    q  ^        (4m  —  1 


2'(4wi  —  l)-re 

'(4m  —  Vfn 

{im  —  l)^n 
'(W)g  ^ 

(4m  —  l)^w 


(4  m  —  1)"» 


4_  4 -v  ^K«)ii_j^::iz:^ 


2(47M  — l)-n 


(61)  /Y2j^^_i)^__4y^M2'    ^^, 

J    \     n  }     q  X  '      2(4m —  !)■'»* 

0 

+  42^ 


^(w)g2'"^'(*— 1)^« 


2'  +  ^(4m  —  l)''^«  ' 

Accuratiori  fimctionum  propositarum  disquisitioni  tanquam  lemma 
antemittimus  theorema  sequens  generale. 
Si  series 

»0  +  «1  +  0^2  H 
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eo  quo  scripsimus  ordine  sunimata  summam  habet  convergentera,  functio 
ipsius  r  liac  serie 

^0  +  ^1  ^^  +  %  »'^  +  •  •  • 
expressa,    convergente  r   versus   limitem    1,    convergit  versus   valorem 
eundem. 

Hiiic  facile  deducitur 

Si  functio  /"(g)  complexae  quantitatis  q  pro  modulis  ipsius  q  uni- 
tate  minoribus  exhibeatur  per  seriem 

«0  +  «1  <?  +  «2  ^^  H 

hanc  seriem  pro  valore  g^  cujus  raodulus  sit  uuitas,  si  ;habeat  sum- 
mam, exprimere  valorem  eum,  quem  functio  ({cj)  nanciscatur  conver- 
gente q  versus  q^  ita,  ut  modulus  tantum  mutetur,  i.  e.  secundum 
notam  repraesentationem  geometricam,  appropinquante  puncto,  per  quod 
quantitas  q  repraesentatur,  in  linea  ad  limitem  spatii,  pro  quo  functio 
est  data,  normali. 

Quamobrem  hos  tantum  valores  functionum  propositarum  hie  re- 
spicimus,  etiamsi  evolutiones  48  —  54  latius  pateant. 

Sit  brevitatis  gratia  (x)  aut  absolute  minima  quantitatum  a  quan- 
titate  X  numero   integro  distantium,  aut,   si  x  ex  numero   integro  et 

fractione  —  composita  est,  =  0,  porro  E{x)  numerus  integer  maximus 

non    major    quam    x:    obtinemus    e    48,    attribuendo    ipsi    q   valorem 


(62)  J(log^-log4i/g)^ 


x"^         2  2^^  2  3iC^ 

==  —  21og4  cos  Y  "H  T  log4  cos  — —  log  4  cos  — 

+  — log4cos-^ 

A       •  ( ^\     1    ^Tti  (^x\         4:711 /3x\     ,    4:ni /ix\ 

-  4^^  (2.)  +  ^  Id  -  ^  (d  +  T6-fe)  -  •  • ' 

(—  I)'*l0g4  cos -—  r  /        Hxn     /       sH 

=  2  V  -^^ — ?-     \+  i«  y  <=i2  ^1  • 

.^j  nn  \_  '  ^  I      nn      \2«/J 

Pars  imaginaria  hujus  seriei  convergit,  quicunque  est  valor  ipsius 
X,  pars  realis,  si  —  est  numerus  surdus,  non  convergit,  sin  minus, 
denotando  literis  m,  n  numeros  integros  iuter  se  primos,  et  pouendo 
—  =  —  ita  exhiberi  potest 
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P  si  w  est  impar,  aequalis  fit, 

„         s      (—  1)    cos „  „ 

-7     >  r—  lopf  4  COS —  TT-T,  log  4 . 

2*^  si  n  est  par,  desiguante  ^9  numerum  imparem 

,..  ,                smn- 
s       2(— 1)   loff4cos „ 

,,  sin  Ä  — 

1,  — —  1  n 

2 

+  %(-  if  (log  1^^  +  .og«  +  I  2"?'') 

quae    formula    manifesto   ita    est    iutelligenda,    functionem   propositam, 
subtracta  fuuctioue 

^^(-if'ogf^, 

si  convergat  q  modo  siipra  stabilito  versus  liniitem  q^,  convergere  ver- 
sus limitem  finitum,  ejusque  valorem  assignat. 
Perinde  obtinetur 

(G3)   J  _logÄ;^=-21ogtg-  — -tg— --logtg— 

+''«((.i^)-(s+Y))+f((l)-(S+i)) 

logtg- 


=-^^7^+  [4-zX(S)-(f-:+^))] 


1,   OD 


(G4)     /log^^  =  21og4cosy +  |log4cos^  +  ... 


log  4  cos  r  .      /      N  -I 

-  CO,     00  1,   00 


(65)  ji^^  _  i)  <L.  =  _2,og4  sin-^  +  |  log4 


sm— - 


9  r,  -{.2 

— -log4sin—  + 
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-      .Ix      ,     1\     ,    47rz    /3x    ,     1\ 

=iiogtg(?^)^ + i  logtg(^)^ + i  ,ogtg(^y+- 

+2''((.^+i)-(.^+i))+T((ii+i)-f:+!)) 

+¥((ii+i)-f:+i))+- 

{<oi))     I ^  =  __  2  log  tff  -r  +  -  log  tff  — —  log  tg  — — h  •  •  • 

J       7t       q  004I3004  5&04I 

=.2nogtgf-±i^)^  +  fiogtg(5^)' 

+  |'iogtg(i^y  +  - 

+''<(f.+i)-(£+^))+?((S+i)-f:+^))+- 

(67)     r(^^^_l)^  =  _21og4cos';-V'log4cos^' 

J    \    n  J  q  ^  2     '3°  2 


2  ,        .  5ä;^    , 

— -log4cos-^  + 


.,       .     /2x  +  jr\2          i          ,     /4a;  +  jr\2 
=  — dogtg( J--j    H-^logtg^ ^)      ' 

-iiogtg(^^y+ 

,    2n  / i2x    ,    1\  /2«    ,     3\\ 

+  T^2;r+4)-(2,r  +  4)j- 

(68)    f(p^-  1)  f  =  -  log4  cos  .^2  +  3  log  4  cos  3x' 


—  -  log4  cos  Öx'^  4~ 


=  —  1  log  tg  (a;  4- 1)'  +  j  log  tg  (2rr  +  -f 

-ilogtg(3:r  +  |)+.. 
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-''((~+i)-(-:+^))+i((~+i)-(T+i)) 
-f((v+i)-(t+i))+- 

Posito  X  =  —27C  fit  pars  imaginaria  formulae  65 
1"  si  n  est  numerus  par 

0,00  1,«  — 1 

2"  si  n  est  numerus  impar 

0,00  l,2n  —  l 

quam  patet  habere  valorem  finitum,  nisi  w  est  ^  0  mod  4. 


Convergentia  summae 

%  +  «1  +  «2  +  % 

postulat,  ut  data  quantitate  quamvis  parva  £  assignari  possit  terminus 
ein,  a  quo  summa  usque  ad  terminum  quemvis  a^  extensa  nanciseatur 
valorem  absolutum  ipso  £  minorem.     lam  posito  brevitatis  gratia 

£»  +  1   =  ttn  +  1 

f n  +  2  =  ««  +  1  -j-  <^re  +  2 

^n  +  3  =  Cln  +  1  -\-  Cln  +  2  -{-  (fn  +  3 


functio 

/'W  =  «o  +  «i»'  +  «2*''H 

facile  sub  hac  forma  exbibetur 

=  «0  +  «!*•  +  CL,r'-\-^---{-a„r"  +  £„  +  ir''  +  i  +  (£.+  2  —  £„  +  i)r''  +  2 

+  (£«  +  3  —  £„  +  2)»-"  +  ^" 
=  «„  +  a,  r  4- «2  »•' H h««»'"  +  £«4-i(^'*  +  ^  —  r'^  +  ^y 

+  £„  +  2(r'*  +  ^-r»  +  3)  +  ... 

Unde  patet  convergente  r  versus  limitem  1  functionem  f(r)  tandem 
quavis  quantitate  minus  a  valore  seriei 

«0  +  «1  +  «2 

distare.  Summa  terminorum  altioris  gradus  quam  w,  quum  sint  £„+1, 
£„  +  2,  .  •  ex  hyp.  omnes  omisso  signo  <  £,  diflferentiaeque  r"  +  ^  —  ,•«  +2  . . 
omnes  positivae,  manifesto  evadit  quantitate  absoluta 

summa   autem  terminorum  non  altioris  gradus  quam  n  est  functio  al- 
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gebraica  ipsius  r,  quam  constat  appropinquando  r  imitati  summae 

«0  +  ^1  +  %  H h  «« 

quantumvis  appropinquari  posse;   unde  patet  appropinquando  r  unitati 
differentiam  functionis  /"(r)  a  valore  seriei 

«0  +  «1  H 

infra  quantitatem  quamvis  datam  descendere. 

Ex  hoc  theoremate,  quod  CP  Abel  tribuendum  esse  Cl"*  Dirichlet 
modo  (1852  Sept.  14)  quum  anteeedentia  jam  essent  scripta  monuit^ 
facile  deducitur 


IL 


log  l  =  log4yq  +  ^  (-  1)"  ^  ^-^ ,      q 
1)  a?  =  ~   TT,     n  ungerade. 

iogÄ.=i(|-  +  2'(-i>|tg4)  . 

0,  CO     1,  2  n 

0       1,2  n 

^      .1  t  ^ 

0       1,2«  1,2« 

=  '1  +  ^/2' r^  2^^  (- 1)'+"-«-'"-" 

II         1,2«  l,?j  — 1   1,2« 

0,  2«— 1 


0,  «  —  1 


=  iy  +  2  V  log(l  —  a»  +  -^""^)  (-  l)«^ 
1,«  — 1 

==iY  +  ^  log «-'"«(—  l)«^ 
1, «  — 1 

=4  +  2«(2'^"(-i)°~2(-i)"^(^°  +  l)) 


I,«— 1  1,«  — 1 
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2)  x=  --7t,   m,  n  ungerade. 

los* 

1  -  r/ 


2ni 


loo-  Je  =  —  -^  ^     -  —-T,    >  -ö log  — -^^  a  =  e 


1,    00 


^      l,4n  '.  l,4n—l  0,2«— 1 


1,M— 1  l,n  — 1 


3)   x'  =  -r-^5  '^^^  ungerade. 


2       '     .^J   .^-J  ^  ■'   ^nt  -+-  s    ^    4:11 

1, 8«— 1  ' 


1        V  .  „  2  Tri 

8» 


^2      ^     J     Z/    1  _  a;«-  ,.2,..  _^  1    l        -^; 

n      l,8yi— 1  ' 


-4  +  yi  + 

a'd«        1 


0      1.«»  ],8«-l  0,4»— 1 

(5  ^  2rw  -}-  4?^  mod.  Sn 

^A  +   y  i  +  2    Vl0g(l   —  a^n  +  2rm^  1_  . 
1,4«  — 1 

•  47.  (^'K(-  !)'■"'  ("—  !)-(- 1)''*-)  +  8»^(-l)'•(4n  -  1)) 
=  ^  +  f  ^  +  2  ^  log  (1  -  «^"'0  ^  (-  1)^ 


-2«+  1,  2n~l 
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Ä  +  f  ^-  4  ^  log  (-  a^-0  ^  (-  1)^ 

0,  2  «  —  1 

^+i,_42'(i-:+i)(i^)(-i)-2« 

0,2n—l 

(x)  =  absolut  kleinster  Rest  von  x. 


—  log// =  8  Vi— ^  =  4*y-i— ,   q==e-'\ 
1)  x  =  -—7t,  m  ungerade. 


los  li 


^'     ^'    4wi - 


+  s     .    smit 

u.  (X  1.4/1—1  sin— — 

In 


2  7ti 


4re 

a  =  c 


~      J    ^     1  -  .X'4"     1  _  «2'/-- 

0 

,/    .^'   1— a'.-B  4«  2w  ,^      ,^ 

0        ^-4«  1,4«— 1  0,  are-1 

1  -  ra'^'"^'  ~~  ^    1  -r^" 
0,  a«— 1 

0,  2«- 1  0,  ?j  — 1 

=  ^[l0g(l   +  «'"(-''■+ 1))  —  l0g(l   +  ß-"'(2'-+l)j] 
0,  «  —  1 


0,  »J  — 1 


^j  a^  =  — ,  n  ungerade.  «  =  e2» 

^    l,2n-l 
-         =^   + 

0     1.-'«  i,2,j  — 1  0,«  — 1   \  »»  / 

1)  ^  ^  Wi(2r  +  1)  niod.  2n 

2)  ^  =  w(2r  +  1)  +  w 

28* 
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/       n  —  1 
I  r  — 

=  ^  +  8  2  log  (1  -  «-(^^'-+^0  ^ 


2 

'n 


0,n—l 

n —  1 
1 


2 


^  A  +  8  V|(-|-)  (log(l— «2'"-^-+'»-)-  log(l  — «-^""'^+'"'0) 


»—1 


—  4  V  Q  (log  (1  —  a^'"'*+ ('"  +  D»)  —  log (1  —  a- 2»«+(«+i)»)) 

^     I     o     .  "V^ /s  \    //2w«s  +  (m  + l)m  /2ms +  w« 

=  ^  +  8;r^^  ^-j  n  ^^^^  j  -  ^         ^^^ 


m/[t  ^  1  mod.  n 


»—1 


=  f-l)"  +  '[44|±f  +  -(^''-*2^(¥  +  i))] 


n  —  X 
1,—-— 


=  l0g|4?|+2i2itg.|- 

1 )      X  =  —  71 ,  n  ungerade. 


2n  . 


2^*  1  '«vi  (-  Wr^a' 


J-  ^   ''C1  [ZLJ± 

1  +  ra^""         ^  1+7-' 

'  0,  n  — 1  ' 


1,  M  —  1 

-2^1og(.l -«-'"+»)  (-IX^ 


1,  n  —  l 

n 


'.n 

l,n  —  l 
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2 

2)  x==  —n,  H  ungerade,  m  ungerade,  a  =  e  " 

°  TT  3  —  30    4»*"''  2o  —  Ö  .«il;  -iil;  4?ii  +  s  o:2w6-    ,    j 

=  Ä  + 

2  i'yA^''  1 —  1-  y  y  (-  lyacc^^^-ia'^-^  -  n«-^^ 

'/       1,4«  l,4n— 1  0,2«— 1 

^     l,4ra  1,4«— 1  1,2«— 1 

1)  ^  ^  2mr  mod.  An 

2)  ^  =  2mr  +  2»j 

=  ^  -  22'log(l  -  a^--)^  (-  1)"  f-^-^)  4'>^ 

1,2«— 1 

+  2_2'  log(l  -  «="  +  =  «)  (-  1)"  C^"^) 

= X  -  2.^2  (- 1).  (('ii^')  -  (iv:))  (-~-^) 

1,2  H 1 

l,2»j  — 1 

771(1^  1  mod.  2ji 

l,w— 1 

3)  x==  -— TT,  vt  ungerade. 

2  TT  ?: 


log  —  =  log  ^°  +  2  >     >  T-r-, a  ==  e 

1,4«  — 1  '       ^ 

= ^  +  2 /:2r^.  4^  ^2  2(- 1)'(^^)«—" 

5^     1,2»  1,4«— 1  1,4»— 1 

=  A  -{-  2jiiy(—  !)'■  y'~  "")  j    wift  ^  1  mod.  4w. 


1,2«  — 1 


ErliUitcriiiigün  zu  den  vorstehenden  Fragmenten 

von  R.  Dedekind. 

Die  Eiitstehungszeit  (September  1852)  des  ersten  der  beiden  Frag- 
mente macht  es  wahrscheinlich,  dass  Riemann  darauf  ausging,  für 
die  Abhandkmg  über  die  trigonometrischen  Reihen  Beispiele  von 
Functionen  zu  finden,  die  unendlich  oft  in  jedem  Intervall  unstetig 
werden,  und  es  ist  möglich,  dass  die  zweite  Untersuchung,  welche  sich 
auf  einem  kaum  leserlichen  Blatt  tindet,  demselben  Zwecke  dienen  sollte. 
Die  hier  von  Riemann  benutzte  Methode  zur  Bestimmung  des  Ver- 
haltens der  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftretenden 
Modulf unctionen  für  den  Fall,  dass  das  complexe  Periodenverhältniss 

K' i        logg; 
K  7ii 

sich  einem  rationalen  Werthe  nähert,  gestattet  aber  eine  sehr  inter- 
essante Anwendung  auf  die  sogenannte  Theorie  der  imendlich  vielen 
Formen  der  -O'-Functionen,  nemlich  auf  die  Bestimmung  der  bei  der 
Transformation  erster  Ordnung  auftretenden  Constanten,  welche  be- 
kanntlich von  Jacobi  und  Her  mite  auf  die  Gauss 'sehen  Summen, 
also  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Reste  zurückgeführt  ist.  Da 
ich  diese  Bemerkung  erst  in  den  letzten  Tagen  vor  dem  Abdruck  ge- 
macht habe,  so  ist  keine  Zeit  übrig  geblieben,  die  Correctheit  der 
Riemann'schen  Formeln  in  den  reellen  Theilen  genau  zu  prüfen;  da 
sie  sich  aber  sämmtlich  aus  der  im  Folgenden  angedeuteten  Unter- 
suchung ergeben  müssen,  so  wird  hoffentlich  ihre  Mittheilung  auch  ohne 
diese  Prüfung  gerechtfertigt  erscheinen. 

Den  Mittelpunkt  der  Theorie  dieser  Modulfunctionen,  welche  man 
auch   ganz   unabhängig    von  der  der  elliptischen  Functionen  aufstellen 
kann,  bildet  gewissermaassen  die  Function 
j»  1 

ij(fo)  =  f'i7(i  -  1-')  =  (fn{\  -  (i'^') 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist,  und  wo  das  Productzeichen  sich  auf  alle  positiven  ganzen 
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Zahlen  v  erstreckt.  Da  diese  Function  der  complexeu  Variablen 
f^^^^yi^  eieren  Ordinate  y  stets  positiv  ist,  im  Innern  des  bier- 
durcb  begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  Gebietes  nirgends  Null 
oder  unendlich  gross  wird,  so  sind  auch  alle  Potenzen  von  »^(aj)  mit 
beliebigen  Exponenten,  und  ebenso  log??(ö)  durchaus  einwerthige 
Functionen  von  a,  sobald  ihr  Werth  an  einer  bestimmten  Stelle  fest- 
gesetzt ist.     Die  Function  log  rj^a)  soll  dadurch  defiuirt  werden,  dass, 

(I) 

wenn  y  über  alle  Grenzen  wächst,  also  g  =  1 '   unendlich    klein  wird, 

log7^(a3)  —  ^*  =  0 
wird.     Nun  ist  bekanntlich  (Fundam.  nova  §.  36.) 

,(2a,)-,(f).(4--^)=lNW, 


'n^) 


(1) 


V    11  VW 

also  nach  der  obigen  Festsetzung: 

log  f]  C2(o)  +  log  n  (-f-)  +  log  n  {^t/)  =  2i  +  ^  ^°s  *?  '^"^ 

log/v  =  log4  +  '^'  +  41og  »j(2co)  -  41og^(^^) 
log//='^  +  41og.j(f)-41og,^(4-^) 

log^'  =  -  '^'  +  41og.j(^-^)  -  21og,^(«) 

wo   die  Logarithmen  linker  Hand   (wie   in  den  Fund,  nova  §.  40)  als 
einwerthige  Functionen  von  w  so  definirt  sind,  dass 

log/.  -  log4  -  ^'  =  logÄ;  -  log4]/^, 

logÄ;'  und  log  — 

mit  q  unendlich  klein  werden. 

Aus  diesem  Verhalten  der  Functionen  ergiebt  sich  nun  mit  Hülfe 
der  Transformation  erster  Ordnung  der  0-- Functionen  ihr  Verhalten 
bei  Annäherung   von  w   an   einen   reellen   rationalen  Werth,   also   bei 
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Annülierimg  von  q  an  eine  bestimmte  Einheitswurzel  q^^  (die  irratio- 
nalen reellen  AVertlie  gehören  in  gewissem  Sinne  gar  nicht  mit  zur 
Begrenzung  des  Gebietes  der  Variablen  o).     Setzt  mau 

—  oc 

=  2  9?(ö)l^' sin  0Ä  77(1  —  l''^^  +  ^)(l  —  p^--^) 

so  Avird,  wenn  man  die  nach  s  genommene  Derivirte  durch  einen  Acceut 
bezeichnet, 

^'i(0,  cö)  =  27t'rj{af. 

Sind  nun  a,  ß,  y,  Ö  vier  der  Bedingung 
ad  —  ßy  =\ 
genügende  ganze  Zahlen,  so  ist  bekanntlich 

wo  c  eine  von  a,  ß,  y,  d  und  der  Wahl  der  Quadratwurzel  abhängige 
achte  Einheits Wurzel  bedeutet,  deren  Bestimmung  von  Hermite  auf 
die  Gau  SS 'sehen  Summen  zurückgeführt  ist.  (Liouville's  Journal, 
Serie  IL  T.  IIL  1858.)     Für  s  =  0  ergiebt  sich  hieraus 

also 

/y  -4-  ö(a\  1  ,       ,     „     .4-     .    s 

Mau  kann  daher,  wenn  ß^O  ist, 

setzen,  wo  die  einwerthige  Function 

so  detinirt  werden  soll,  dass  ihr  imaginärer  Theil  zwischen  den  Grenzen 
+  -2"  liegt,  während  log/3^  reell  zu  nehmen  ist;  dann  Avird  h  eine 
durch  a,  ß,  y,  d  vollständig  bestimmte  ganze  Zahl  sein,  welche  die- 
selbe bleibt,  wenn  diese  vier  Zahlen  mit  (—  1)  multipHcirt  werden. 
Die  vollständige  Bestimmung  dieser  ganzen  Zahl  h  leistet  offenbar  noch 
sehr  viel  mehr,  als  die  Bestimmung  der  obigen  Einheits wurzel  c. 

Um  dies  zu  erreichen,  lasse  man  a  =  x  -\-  yi  dem  rationalen,  in 

kleinsten  Zahlen  ausgedrückten  Werthe  ~  sich  so  annähern,  dass  mit 
y  auch 
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y 

iineiuUicli  klein  wird,  so  wird 

y  -\-  003 


CO    = 


a  +  ßw  (3  (3(o:  +  ßco) 

der  Art  imendlicli  gross,   dass  q  =  1"      unendlich  klein,  und  iblglich 

logriico) 1^  =  0 

wird.     Bei  dieser  Annäherung  wird  mithin 

O  =  log»?(«)  +  -log— p-  +  ^log^  +  n^7.r+7^)  +  TT  -  T2ß 

und   da   alle    Glieder   mit  Ausnahme    der   beiden   letzten   nur   von  den 
beiden  Zahlen  a,  ß  abhängen,  so  kann  man 

hß-  a-  d  =2(-  K,  ß) 
setzen,  wo  2( —  a,  ß)  und,  wie  sich  leicht  zeigen  Hesse,  auch  ( —  a,  ß) 
selbst  eine  lediglich  von  den  beiden  relativen  Primzahlen  cc,  ß  abhängende 
ganze  Zahl  bedeutet,  durch  deren  Einführung  der  Annäherungssatz  die 
Form 

/TT\  /  >  1  /      \        I  "  *  I        1    1  '*  ™  '" 

(II)  0  =  log  ?J  (a)   +  -r—, — ,   +   ^  log r— 

,     1  1  .,    ,    2(m,n)  —  m 

annimmt,  wo  w  und  n  ^  0  zwei  beliebige  relative  Primzahlen  bedeuten, 
und   angenommen  wird,  dass  a  ^=  x  -\-  yi  in   der  angegebenen  Weise 

sich  dem  Werth  —  nähert,  nemlich  so,  dass  mit  //  auch 

(nx  —  my 

y 

unendlich   klein   wird.     Ersetzt   man   m,  n   durch  —  m,  —  n,  so   er- 
giebt  sich 

(III)  ( —  m,  —  n)  =  —  {m,  n) 

ausserdem  folgt  aus  der  obigen  Definition  des  Symbols  (—  a,  ß),  weil 
h  eine  ganze  Zahl  und  ad  ^^^1  (mod.  ß)  ist,  allgemein 

(IV)  2m (m,  n)  ^^  m^  -f-  1     (mod.  n). 

Zugleich  nimmt  die  obige  Gleichung  für  die  Transformation  erster 
Ordnung  der  Function  log  r]  (co)  die  folgende  Form  an : 

log, W  +  |log^^-^  +  ilogy-  +  ^'--  "•  ^^  +  "  +  \i. 
Die  Fundamentaleigenschaften  des   Symbols  (ni,  n)   ergeben   sich 
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Ulm   auf  folgende  Weise.     Aus   der  Definition  von  log  rj^a)   folgt  un- 
mittelbar 

log»?(l  +  «)  =  log^(«)  +  ^*- 

Bei  Annäherung  von  «  an  —    nähert    sich    nun    1  -4-  m    dem    Werth 

,  welcher  gleichfalls  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ist,  und 

folglich  wird  nach  dem  obigen  Annäherungs-Satze 

0  =  log«(l  +  w)  +  -r^^-, ",  -f  TT  log -. — 

,     1  1         .;,    ,     2  [in  -4-  n,  n)  —  in  —  n 

woraus  durch  Vergleichung 

(m  -f  n,  n)  =  {m,  n) 
also  allgemein 

(VI)  (>«',  <*)  =  (m,  n)  wenn  ;»'  ^  m  (mod.  m) 

folgt.     Aus   dem   allgemeinen  Transformations  -  Satze   (V)   ergiebt  sich 
ferner 

lüg »?  (^)  =  log>?(ö)  +  |log(—  OJ/J  +  ^"^L.^  , 
oder,  da  für  co  =  i  , 

(VII)  (ü,  l)^{m,  1)  =  0 
lolgt, 

log  >?  (^)  =  log  >?(«)  +  |iog(—  «ö; 

nähert  sich  nun  hierin  a  dem  Werth  — ,  also  dem  Werth 


n  '  (ü  m 


so   ergiebt   sich,   Avenn   m   ebenfalls   von   0   verschieden   ist,   aus   dem 
Annäher ungs- Satze  (II) 

'"o  ''  V  03  /  ^  12 m(nco  -  m)  ^  2  ^^^     wmi 

'     -i      !=  '  12m  ' 

durch  Vergleichung  mit  dem  ursprünglichen  Annäheruugs- Satze  (II) 
unter  genauer  Berücksichtigung  der  über  die  Logarithmen  gemachten 
Festsetzungen  ergiebt  sich  das  Resultat 
(VIII)  2m(m,  n)  —  2n{~  n,  m)  =  1  -f-  ni^  -f-  n^  +  ^mn 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  mn 
positiv  oder  negativ  ist.  Dasselbe  ist  nur  ein  specieller  Fall  des 
lolgenden,  welches  man  erhält,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Trans- 
formations -  Satze  (V) ,  die  Variable  co  sich  dem  Werth  —  annähern 
^       '  n 

lässt:    Sind  m,  u  und  m,  n,  zwei  Paare   von  relativen  Primzahlen,  so 
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wird,  wenn 

n'  =  nni  —  mri 

gesetzt  und  ni"  durcli  die  Congruenzen 

mut'^m,      nm'^n      (niod.  h") 
bestimmt  wird, 

2nn{m",  n")  —  2nn"{m,  n)  -{-  2nn\m',  n) 
=  ir  -(-  n'^  -\-  n"'  +  onnn" 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
min"  positiv  oder  negativ  ist.  Aber  offenbar  ist  der  Werth  des  Sym- 
bols (in,  n)  schon  durch  die  Sätze  (VI),  (VII j,  (VIII)  vollständig  be- 
stimmt, und  man  findet  denselben  durch  eine  Art  Kettenbruch -Ent- 
wicklung. 

Es  ergiebt  sich  ausserdem,  dass  allgemein 

( —  m,  n)  =  —  (m,  n),     (m,  —  n)  =  (m,  n) 
ist;   der   erstere   dieser  beiden  Sätze  kann  auch  daraus  abgeleitet  wer- 
den, dass  log rj( — Wj)  mit  log  >^(co)  conjugirt  ist,  wenn  co^  die  mit  a 
conjugirte  complexe  Grösse  bedeutet. 

Man  kann  lerner  ohne  Verletzung  dieser  Sätze  die  Bedeutung  des 
Symbols  (in,  ii)  auch  auf  den  Fall  n  ==  0  ausdehnen,  woraus,  da  in 
stets  relative  Primzahl  zu  n  sein  soll,  m  =  +  1  ^^Igt?  ^^^*^  es  er- 
giebt sich 

(±1,0)  =  +  1. 

Es  ist  endlich  allgemein 

(m,  n)  =  (m,  n)  wenn  inm  ee^  1  (niod.  n) . 

Diese  Zahlen  (^ni,  ii),  deren  Theorie  die  Untersuchungen  von  Her- 
niite  über  die  von  ihm  mit  fp {(*>),  '^((o),  %(«)  bezeichneten  Functiouen 
in  sich  schliesst  (Sur  la  theorie  des  equations  modulaires.  1859),  be- 
sitzen die  merkwürdigsten  zahlentheoretischen  Eigenschaften;  aber  es 
ist  nicht  leicht,  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  dieselben  zu  finden. 
Mit  Hülfe  der  von  Riemaun  in  dem  zweiten  Frao:mente  ano-ewandten 
Methode  gelingt  es  aber  einen  solchen  Ausdruck  in  Form  einer  end- 
lichen Summe  aufzustellen. 

Bedeutet  r  einen   positiven   echten   Bruch,   der   sich   der   Einheit 

nähert,   so  kann  man  bei  normaler  Annäherung  von  «an  — 

m  .        log  /•  9  „ 

CO =  yi  =  -^       q-  =z  rq-  =  ra'" 

1  2ni 

setzen,  wo   logr  reell  und  «  =  1 "  =  e  "    ist.     Gleichzeitig  wird 
log>?(«)  =  "^  +  ^log(l  -  g^O  =  ^  +  ^log(l  -  ^^■«"") 
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WO  die  Logarithmen  rechter  Hand  für  r  =  0  verschwinden,  oder  nach 
der  Umformung  von  Jacobi  (Fund,  nova  §.  39) 

wo  V  wieder   alle  positiven  ganzen  Zahlen  durchlaufen  muss.     Nähert 
sich  nun  r  dem  Werthe  1,  so  wird  nach  dem  Annäherungs-öatze  (II) 

0  =  —    > T  +  TT  log  log- 

WO  alle  Logarithmen  reell  zu  nehmen  sind;   durch  den  Uebergaug  zur 
conjugirten  Grösse  erhält  man  gleichzeitig 

0  =  —    > 7  +  TT  log  log  - 


6  n'  log  — 
r 


,     1  ,        n^         (m.  n)ni 


folglich  wird  für  ;•  =  1 

oder 

,.       '^r^  üv         im,  n)ni 
lim    >  —  =  — , 

wo  zur  Abkürzung 

1  1 

Uy     = 


gesetzt  ist.     Es  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die  Reihe 

wenn  ihre  Glieder  nach  wachsenden  v  geordnet  werden,  auch 
noch  für  r  ==  1  convergirt  und  an  dieser  Stelle  stetig  ist,  d.  h.  dass 
sie  sich  dem  Grenzwerth 

nähert,  wo  «,"  den  aus  a,  für  r  =  1  hervorgehenden  Coefficienteu  be- 
deutet. Durch  Vereinigung  von  je  zwei  Gliedern  «,,  welche  den  In- 
dices  V  =  sn  -\-  ö  und  v  =^  {s  -{-  \)n  —  a  entsprechen,  wo  0  <  (?  <  y, 
ergiebt  sich  nemlich  leicht,  dass  der  Modul  der  Summe 

Ar  =  «1  +  «2   +  •  •   +  ^r 

für  alle  Werthe  von  r  einschliesslich  /•  =  1  unterhalb  einer  von  r  und 
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V  unabhängigen,  endlichen  Constanten  bleibt,  woraus  die  obige  Be- 
hauptung nach  einem  Satze  folgt ,  den  ich  durch  Verallgemeinerung 
der  Abel 'sehen  Principien  gefunden  habe  (Dirichlet,  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  2.  Aufl.,  §.  143.  Anm.).     Es  ist  daher 

(»/,  n)  ni  "V7  <*v 

und  die  Summe  rechter  Hand  lässt  sich  nach  der  von  Riemann  an- 
gewandten, von  Dirichlet  herrührenden  Methode  (Recherches  sur 
diverses  applications  etc.  §.  1  in  Grell e's  Journal  Bd.  19)  in  Form 
einer  endlichen  Summe  bestimmen,  weil 

«11  =  a'r  _1-  „ 
und  (wenn  n  positiv  vorausgesetzt  wird) 

<  4-  «^  +  •••  +  «:;  =  0 

ist.     Durch  Anwendung  der  Gleichung 


i=jV-., 


dx 

5 


ersiebt  sich  auf  diese  Weise 


1 
{in,n)ni  /'     f{x)       dx 


J't 


wo 

i' 

f(x)  =  ^alx^        ■ 

1.« 

gesetzt  ist.     Durch   Auflösung  in  Partialbrüche   und   Ausführung   der 

Integration  folgt 

^—  =— 2j  /^(«-'"O  log  (1  -  «'"0; 

wo  t  ein   vollständiges  Restsystem  (mod.  n)  mit  Ausschluss  von  t  ^^^0 

durchläuft,  und  der  imaginäre  Theil  der  Logarithmen  zwischen  +  -x-, 
also 

zu  nehmen  ist,  wenn  der  Deutlichkeit  halber  der  von  x  um  eine  ganze 
Zahl  abstehende,  zwischen  +  —  liegende  Werth  nicht  mit  (x),  sondern 
mit  {{x))  bezeichnet  wird.     Durch  Anwendung  der  Transformation 

a 

1  1  "snr 


1  _  „""■  n^ 

0,71—1 
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erhält  man  den  auch  für  v  =  n  geltenden  Ausdruck 
a«  =  —  V(?a-""'^  —  —  V  (?«""■'' 
und  hieraus  folgt  leicht 

rt«-"') = 2'«>-^'"" = [-  «J  -  [«] = -  2»((i  -  D) 

wenn  allgemein  mit  \t~\  der  in  der  Reihe  (?  =  0,  1,  2  ...(«—  1)  be- 
findliche Rest  der  Zahl  t  nach  dem  Modul  n  bezeichnet  wird.  Man 
erhält  daher,  wenn,  Avie  oben  vorausgesetzt  wurde,  n  positiv  ist, 

(^=2'iw-[-'Ji((T-i))-2«2'e-i))((v-l)) 

wo  t  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  n)  zu  durchlaufen  hat.  Dieser 
Ausdruck  für  {ni,  n)  in  Form  einer  endlichen  Summe  lässt  sich  noch 
umformen  und  bedeutend  vereinfachen,  was  aber  hier  unterbleiben  soll. 
Es  sollen  hier  nur  noch  zum  Schluss  die  Formeln  zusammengestellt 
werden,  die  sich  aus  dem  Hauptsatze  IL  und  dem  Formelsystem  I.  für 

die  Annäherung  von  a  an  den  Werth  —  ergeben,  woraus  die  Riemann'- 

schen  Resultate  folgen  müssen.  In  demselben  ist  zur  Abkürzung  ge- 
setzt 

Es  folgt  dann: 

0  =  log7j(«)       +2J+J5  +^|2(m,n)-m} 

0  =  log7?(2«)    +    4-fI?  +  |log2  +  |i{(2m,n)-m| 

wenn  n^  1  (mod,  2) 

0  =  log^(2«)    +4^  +  5  +|if2(m,|-)--m} 

wenn  oi^O       „ 

O  =  log^(|-)     +    A  +  B  +^|2(m,2n)-m} 

wenn  w  ^  1       „ 

wenn  m  ^  0       „ 
O  =  log^(^)+   Ä  +  B  ^^J^2(m-\-n,2n)-m-n\ 

wenn  m  -\-  n^^l  (mod.  2) 

wenn  m  -\-  n^O  (mod.  2) 
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und  hieraus: 

I.  wenn  7U  ^  n  ^  1  (mod.  2) 

2  (2m,  n)  +  (m,  2n)  +  2  (■'^'^',  n)  =  6(w,  n) 
logJc  =  12^  -  21og2  +  ^  +  If  {(«i±^,  n)  -  {2m,  n)\ 

log^'  =  12^  -  2 log 2  +1^  {2('"4  "'  ^0  ~  ^'"'  ^"^J 

log^=  -  12.4-21?+  2  log  2  +  1:^  {(m,  n)  -  2('^^  ^)| 
IL  wenn  m^O,  n^l  (mod.  2) 

2{2m.,  n)  +  2(— ,  ;?)  +  (m  -\-  n,  2n)  =  Q{m,  n) 
.logÄ;  =  '^^  +  r*   l0>^  +  w,  2w)  —  2 (2m,  n)\ 

o  2  n      '     3  Jt    p        '        '         ^  ^  I 

logÄ;'  =  -  12^  +  21og2  +  j;  {(>«  +  r^  2.0  -  2(f ,  9/)} 

log^=  -2B  +^  |(m,  ^0  -  (»>*  +  ^^  2n)} 

III,  wenn-m  ^1,  n^O  (mod.  2) 

4:(m,  y)  ~\-  {'»'■)  2«)  +  (m  -{-  n,  2n)  =  6(m,  n) 
log/c  =  -  12^  +  21og2  +  ^''  +  f^  {(>>^  +  n,  2n)  -  4(m,  |)} 
logjt'  =  .  -f  1^^  Um  +  ?z,  2m.)  —  {m,  29i)j 

log — =  —  2B  -\-  ^-    \(m,  n)  —  (m  +  >«,  2n)\ 


XXVIII. 

Fragment  aus  der  Analysis  Situs. 

Zwei  Einstrecke  werden  derselben  oder  verschiedenen  Gruppen  zu- 
gerechnet, je  nachdem  das  eine  stetig  in  das  andere  übergehen  kann 
oder  nicht. 

Je  zwei  Einstrecke ,  welche  durch  dasselbe  Punktepaar  begrenzt 
werden,  bilden  zusammen  ein  zusammenhängendes  unbegrenztes  Ein- 
streck und  zwar  kann  dies  die  ganze  Begrenzung  eines  Zweistrecks 
bilden  oder  nicht,  je  nachdem  sie  derselben  oder  verschiedenen  Gruppen 
augehören. 

Ein  inneres,  zusammenhängendes,  unbegrenztes  Einstreck  kann, 
einmal  genommen,  entweder  zur  ganzen  Begrenzung  eines  innern  Zwei- 
strecks ausreichen  oder  nicht. 


Es  seien  a^,  a.^,  ..,  cim  m  innere  zusammenhängende  unbegrenzte 
M-Strecke,  welche,  einmal  genommen,  weder  einzeln  noch  in  Verbin- 
dung ein  inneres  w -f-  1- Streck  vollständig  begrenzen  können,  und 
&i,  \,  .  .  ,  h,n  ni  ebenso  beschaffene  ^^Strecke,  deren  jedes  mit  einem 
oder  einigen  der  a  zusammengenommen  ein  inneres  n  -\-  1- Streck  voll- 
ständig begrenzen  kann ,  so  kann  jedes  innere  zusammenhängende 
»^-Streck,  welches  mit  den  a  die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  n  -f-  1- 
Strecks  bilden  kann,  dies  auch  mit  den  h  und  umgekehrt. 

Bildet  irgend  ein  unbegrenztes  inneres  w- Streck  mit  den  a  zu- 
sammengenommen die  ganze  Begrenzung  eines  inneren  n -}- 1  -  Strecks, 
so  können  in  Folge  der  Voraussetzungen  die  a  nach  und  nach  elimi- 
nirt  und  durch  die  b  ersetzt  werden. 

Ein  ?i-Streck  A  heisst  in  ein  anderes  B  veränderlich,  wenn  durch 
A  und  durch  Stücke  von  B  ein  inneres  n  -\-  1-  Streck  vollständig  be- 
grenzt werden  kann. 

Wenn  im  Innern  einer  stetig  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  mit 
Hülfe  von  m  festen,  für  sich  nicht  begrenzenden,  9«  -  Strecksstücken 
jedes  unbegrenzte  n- Streck  begrenzend  ist,  so  hat  diese  Mannigfaltig- 
keit einen  m  -\-  1- fachen  Zusammenhang  nier  Dimension. 
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Eine  stetig  ausgedelmte  zusammenhängende  Mannigfaltigkeit  lieisst 
einfach  zusammenhängend,  wenn  der  Zusammenhang  jeder  Dimension 
einfach  ist. 

Ein  Querschnitt  einer  begrenzten  stetig  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit A  heisst  jede  im  Innern  derselben  verlaufende  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit  B  von  weniger  Dimensionen,  deren  Be- 
grenzung ganz  in  die  Begrenzung  von  A  fällt. 

Der  Zusammenhang  eines  fi-Strecks  wird  durch  jeden  einfach  zu- 
sammenhängenden n  —  w  -  streckigen  Querschnitt  entweder  in  der  w^ten 
Dimension  um  1  erniedrigt  oder  in  der  i)i  —  1  ten  Dimension  um  1 
erhöht. 

Der  Zusammenhang  ^ter  Dimension  kann  nur  geändert  werden, 
indem  entweder  unbegrenzte  nicht  begrenzende  ft- Strecke  in  begrenzte 
oder  begrenzende  in  nicht  begrenzende  verwandelt  werden,  ersteres  in 
sofern  zur  Begrenzung  eines  ft-Strecks,  letzteres  in  sofern  zur  Be- 
grenzung eines  ^+  1-Strecks  neue  Theile  hinzukommen. 


Abhängigkeit    des   Zusammenhangs    der   Begrenzung    7?   einer   stetig 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  A  von  dem  Zusammenhang  derselben. 

Die  unbegrenzten  innerhalb  B  nicht  begrenzenden  Vielstrecke 
zerfallen  in  solche,  welche  innerhalb  A  nicht  begrenzen,  und  solche, 
welche  innerhalb  A  begrenzen.  Untersuchen  wir  zunächst,  wie  der 
Zusammenhang  von  B  durch  einen  einfach  zusammenhängenden  Quer- 
schnitt von  A  geändert  wird. 

A  sei  von  der  nien,  der  Querschnitt  q  von  der  mien  Dimension, 
a  eine  Hülle  eines  Punktes  von  q  von  der  n  —  1  —  m  ten  Dimension, 
welche  q  nicht  schneidet,  p  die  Begrenzung  von  q. 

Der  Zusammenhang  von  A  wird  in  der  n  —  1  —  m  ten  Dimension 
um  1  vermehrt,  wenn  a  innerhalb^'  nicht  begrenzt,  in  der  n  —  wten 
Dimension  um  1  vermindert,  wenn  a  innerhalb  A'  begrenzt 

A'  —  A  =  i      rV     j  wenn  a  innerhalb  A'  nicht  begrenzt  (a) 

=  (           )  wenn  a  innerhalb  A'  begrenzt  (ß) 
*) 


*)  Es  finden  sich  im  Manuscript  hier  noch  einige  Zeichen,  deren  Bedeutung 
und  Zusammenhang  ich  nicht  entziffern  konnte. 
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Aenderung 
I.  a  innerhalb  A'  nicht  begrenzend  ^^^  ^  von  B 

a  innerhalb  B'  nicht  begrenzend       /m  -\-  1\       (n  —  m  —  1     m  \ 

folglich  p  innerhalb  B  begrenzend.      \_f_i/       \       _|_i         +1/ 

II.  a  innerhalb  Ä '  begrenzend  /  -      \         /    _      i 

a  innerhalb  B'  nicht  begrenzend        I j         ( 

folglich  p  innerhalb  B  begrenzend. 

III.  a  innerhalb  Ä  begrenzend  .        .  .    . 

a  innerhalb  B'  begrenzend  ( A  (         .  .   j 

folglich  j)  innerhalb  jBnichtbegrenzend. 


Zwei  Vielstreckstheile  (Raumtheile)  heissen  zusammenhängend  oder 
einem  Stück  gehörig,  wenn  sich  von  einem  inneren  Punkt  des  einen 
durch  das  Innere  des  Vielstrecks  (Raumes)  eine  Linie  nach  einem 
inneren  Punkt  des  andern  ziehen  lässt. 


Lehrsätze  aus  der  Theoria  Situs. 

(1.)  Ein  Vielstreck  von  weniger  als  n — 1  Dimensionen  kann  nicht 
Theile  eines  w-Strecks  von  einander  scheiden.  Ein  zusammenhängendes 
w-Streck  hat  entweder  die  Eigenschaft,  durch  jeden  n —  1- streckigen 
Querschnitt  in  Stücke  zu  zerfallen  oder  nicht.  Den  Inbegriff  der  er- 
steren  bezeichnen  wir  durch  a. 

Wird  ein  unter  a  gehöriges  ««-Streck  durch  einen  n  —  2-streckigen 
Querschnitt  in  ein  anderes  verwandelt,  so  ist  dies  zusammenhängend 
und  gehört  entweder  zu  a  oder  nicht. 

Diejenigen  5^- Strecke  a,  welche  durch  jeden  n  —  2-streckigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht- ß  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  a^. 

(2.)  Wird  ein  Vielstreck  A  durch  einen  fi-streckigen  Querschnitt 
in  ein  anderes  Ä  verwandelt,  so  bildet  jeder  Querschnitt  von  mehr 
als  iw-  +  1  Dimensionen  von  A  einen  Querschnitt  von  Ä  und  um- 
gekehrt. 

Wird  eins  der  w- Strecke  «^  durch  einen  n  —  3 -streckigen  Quer- 
schnitt in  ein  anderes  verwandelt,  so  gehört  dies  zu  den  a  (2),  kann 
aber  entweder  zu  den  a^  gehören  oder  nicht. 

Diejenigen  unter  den  ct^,  welche  durch  jeden  n  —  3 -streckigen 
Querschnitt  unter  die  Nicht -a^  versetzt  werden,  bezeichnen  wir  durch  a^. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Kate- 
gorie «„  —  2  von  M- Strecken,  welche  diejenigen  der  a„_3  umfasst,  die 
durch  jeden  einstreckigen  (linearen)  Querschnitt  unter  die  Nicht-a„_3 
versetzt  werden.    Diese  l^-Strecke  «„_2  nennen  wir  einfach  zusammen- 
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hängend.  Die  «-Strecke  a^  sind  also  einfach  zusammenhängend,  in 
sofern  von  Querschnitten  von  n  —  ft  —  2  oder  weniger  Dimensionen 
abgesehen  wird  und  sollen  bis  zur  n  —  ft  —  2ten  Dimension  einfach 
zusammenhängend  genannt  werden.*) 

Ein  ri-Streck,  welches  nicht  bis  zur  11  —  Iten  Dimension  einfach 
zusammenhängend  ist,  kann  durch  einen  n —  1  -  streckigen  Querschnitt 
zerlegt  werden,  ohne  in  Stücke  zu  zerfallen.  Das  entstandene  n- 
Streck  kann,  wenn  es  nicht  bis  zur  n  —  Iten  Dimension  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  durch  einen  ähnlichen  Querschnitt  weiter  zerlegt 
werden,  und  offenbar  lässt  sich  dies  Verfahren  fortsetzen,  so  lange 
man  nicht  zu  einem  bis  zur  n  —  Iten  Dimension  einfach  zusammen- 
hängenden gelangt  ist.  Die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche 
eine  solche  Zerlegung  des  n-Strecks  in  ein  bis  zur  ersten  Dimension 
einfach  zusammenhängendes  bewerkstelligt  wird,  kann  zwar  nach  der 
Wahl  derselben  verschieden  ausfallen,  offenbar  aber  muss  sie  für  eine 
Gattung  von  Zerlegungen  am  kleinsten  werden. 


*)  In  Uebereinstimmung  mit  dem  Folgenden  sollten  wohl  die  w- Strecke  a.^ 
als  zusammenhängend  bis  zur  n  —  ft  —  Iten  Dimension  bezeichnet  sein. 


29' 
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Convergenz  der  ^-facli  unendlichen  Theta- Reihe.*) 

Es  kann  die  Untersuchung  der  Convergenz  einer  unentlHcheu  Reihe 
mit  positiven  Ghedern  immer  reducirt  werden  auf  die  Untersuchung 
eines  bestimmten  Integrals  nach  folgendem  Satz: 

Es  sei 

ö'i  +  %  +  «3  +  •  •  •  • 
eine  Reihe  mit  positiven   abnehmenden  Gliedern^   ferner  fix)  eine  mit 
wachsendem  x  abnehmende  Function,  so  ist: 

a  +  1 

f{<^)  >Jmäx  >  fia  +  1) 


und  mithin: 


/j  + 1 


AO)  +  m  +  •  •  •  +  m  >j'f{x)dx  >  /'(l)  +  /■(2)  +  . . .  +  fi^n  +  1). 
Die  Reihe 

m)  +  AI)  +  m)  +  "" 

convergirt  und  divergirt  daher  gleichzeitig  mit  dem  Integral 

CO 

1  f{x)dx. 

0 

Ist  nun  f{n)  positiv  und  «„  <f(:n),  so  wird  die  Reihe: 

«1  +  f'2  +  «3  H 

el)enfalls   convergiren,   sobald  jenes  Integral  convergirt.     Daraus  folort 
der  Satz: 

Ist  a„<,f(x),  sobald  n^x  ist,   so  convergirt  die  Reihe  2Jri„,  so- 

Ijald  das  Integral  Jf{x)dx  convergirt. 


'')  Diese  und  die  folgende  Abhandlung  sind  einer  Vorlesung  entnommen, 
welche  Rieraann  in  den  Jahren  1861  u.  18G2  gehalten  hat.  Der  Bearbeitung  liegt 
ein  von  ({.  Roch  geführtes  Heft  zu  Grunde. 
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►Setzt  luaii  nun  x  =  fp{l}),  f(jx)  =  t{(p{y))  =  F(^ij),  so  erhält  man 


CO 

/  f{x)dx  =  I  F(j/)  (p'(y)äy. 


Wenn  nun  die  beiden  Variablen  x,  y  gleichzeitig  ab-  und  zuneh- 
men (und  zwar  bis  unendlich)  so  wird  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen mit  wachsendem  y  F(y)  abnehmen,  q)(y)  wachsen.  Darnach 
gehen  die  oben  gefundenen  Bedingungen  der  Convergenz  in  folgende 
über : 

Die  Reihe  2Ja,i  convergirt,  wenn  für  n  ^  q){y)  a„  <  F{y),  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  für  an^F{y)  n<C(p{y)  ist  und  das  Integral 


J 


F(,y)(p'{tj)dy 

convergirt. 

Ist  nun  a,t'^  F(^y),  so  sind  es  auch  a^,  a^,  ■-,  ««  — i-  Ist  also 
«„_j_i  <  i^(?/),  so  ist  n  die  Anzahl  der  Reihenglieder,  welche  grösser 
als  F(;y)  sind.     Daher  lässt  sich  der  Satz  auch  so  ausdrücken: 

Sind  F{y),  (p(y)  zwei  Functionen,  von  denen  die  erste  mit  wachsen- 
dem y  abnimmt,  die  zweite  (ins  Unendliche)  zunimmt,  und  ist  die  An- 
zahl der  Glieder  einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern,  die  gleich  oder 
grösser  als  F(y)  sind,  kleiner  als  cp{y),  so  convergirt  die  Reihe,  wenn 

das  Integral  j  F{y)  (p '(//)  dy  convergirt. 

/, 

Es  sollen  nun  solche  Functionen  für  die  j^fach  unendliche  ■O'-Reihe 

1'  p  p 

00  \  «   2^1  El'  a,,  ,■  rih  mr  -4-2  2^6  nii  Vi 

—  CO   / 

aufgesucht  werden,   in   der  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträch- 
tigen, zunächst  voraussetzen  können  die  Grössen  «,,  (■  und  Vi  seien  reell. 
Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe: 

p  p  p 

2Jt  Et"  a.  {■  vii  mi  -\-  'i  Si  mi  Vi 
11  1 

e 

ist  grösser  als  e~'''  wenn 

p      p  p 

1       1  1 

Für  unsern  Zweck  kommt  es  also  darauf  an,  festzustellen,  wie  viele 
Combiuatiouen  der  ganzen  Zahlen  »i^,  m.^,  ..,  nip  dieser  Ungleichung 
genügen. 
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Zu   dem  Ende  betrachten  wir  zunächst  das  mehrfache  bestimmte 
Integral 

jjl  ^^^^    f     f   •  •  •    /    (^^\  OjOün  •  •  CtOOj) 

dessen  Begrenzung  gegeben  ist  durch  die  Ungleichung 

—     _^t       _^t  Cli^  i  XiXi   \  i  . 
1         1 
Das  Integral  wird  immer,  und  nur  dann  einen  endlichen  Wertli  haben, 
wenn  die  homogene  Function  zweiten  Grades 

p       p 

^/ 1      ^i  dl,  i  Xi  Xi 

1        1 
in  eine  Summe  von  p  positiven  Quadraten  zerlegt  werden  kann.    Denn  ist 

—  ^  ^  eil,  i'  X,  Xi  =  tl  -\-  ti  -\ [-  tp 

so  ist  die  Begrenzung  des  Integrals  bestimmt  durch  die  Ungleichung 

und  das  Integral  Ä  wird: 

Die  Functionaldeterminante  ist  eine  endliche  Constante  und  von  den 
Variablen  t  kann  keine  absolut  grösser  als  1  werden. 

Wären  andrerseits  die  t'^  nicht  alle  positiv,  oder  würden  einige 
in  der  transformirten  Form  fehlen,  so  würden  im  Integral  A  auch  un- 
endliche Werthe  von  t  vorkommen  und  somit  Ä  selbst  unendlich  werden. 

Dieses  Ergebniss  wird  in  Nichts  geändert,  wenn  wir  statt  der  oben 
angenommenen  Begrenzung  des  Integrals  Ä  die  folgende  nehmen: 

—  ^  2'  ^''  *'  ^<^''  ~  ^2'  ^'  *■'  <  1  ? 

i  i  t 

wenn  die  aj  beliebige  reelle  Grössen  sind.  Betrachten  wir  nun  die 
Ungleichung 


^  ^  eil,  i  Ml  Wi  —  2^  Vj  W(  <  li^, 


Ml 


oder,  indem  wir  ~  =  x^  setzen, 

-^^a,,ixai  -  2^-^^^t<  1, 

so  folgt  zunächst,  dass  für  jedes  endliche  li  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Combinationen  der  ganzen  Zahlen  m^,n^, .  .,mp  dieser  Ungleichung 
genügen,  denn  die  Xt  müssen  alle  innerhalb  gewisser  endlicher  Grenzen 
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bleiben,  und  innerhalb  solcher  Grenzen  giebt  es  nur  eine  endliche  An- 
zahl rationaler  Zahlen  mit  gegebenem  Nenner  li. 

Es  sei  also  '^n  die  Anzahl  der  zulässigen  Combinationen  der 
Zahlen  m. 

Betrachtet  man  nun  die  über  alle  diese  Combinationen  erstreckte 
Summe 


h  h  *       II 

j    ClXi      j    CIX2  •  '  '    j    ClXp  =  -—  , 


"p 


2 

Vl{,Vl,^,..,1)lp    m,  m^ 

SO  ist  dieselbe  für  jedes  endliche  li  endlich  und  nähert  sich  mit  un- 
endlich wachsendem  h  der  Grenze  A,  von  der  wir  nachgewiesen  haben, 
dass  sie  gleichfalls  endlich  ist,  falls  die  Function  —  S  IJ  a.  ^  Xi  Xc  durch 

jj  positive  Quadrate  darstellbar  ist.  Setzt  man  diese  Summe  daher 
gleich  A  -j-  /.;,  so  ist  Iz  eine  endliche  Grösse,  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem li  gegen  0  convergirt.     Es  ist  also 

3,  =  U  +  /0/^^ 

uud  dies  ist  die  Anzahl  n  der  Glieder  der  Theta- Reihe,  welche  >  ü~''' 

sind.     Es  ist  sonach 

n<{A-\-K)lii>, 

worin  K  eine  Constante  ist,  der  man,  wenn  man  nur  das  /i,  von  dem 
man  ausgeht,  gross  genug  annimmt,  einen  beliebig  kleinen  Werth  er- 
tlieilen  kann.  Die  Functionen  i^(y),  fpijj)  können  also  folgeudermassen 
angenommen  werden 

und  da  das  Integral 


/' 


b 

convergirt,  so  gilt  das  gleiche  von  der  O'-Reihe  unter  der  angegebeneu 
Voraussetzung.  Hieraus  schliesst  man:  Die  ^J- fach  unendliche  The ta- 
Reihe  convergirt  für  alle  Werthe  der  Variablen  i\,  V2,..,Vp, 
falls  der  reelle  Theil  der  quadratischen  Form  im  Exponenten 
wesentlich  negativ  ist. 


XXX. 
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Es  sei  (Cj,  e^j  ••>  ^p)   ^i^   Grössensystem ,   welches   die  Eigenschaft 
hat,  dass 

ist.  Nach  Art.  23.  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Abel'schen 
Functionen  (S.  127)  lässt  sich  unter  dieser  Voraussetzung  die  Con- 
gruenz  befriedigen 

j)—  1  i>  —  1  2y>  —  2  2j?  —  2 

fe,  e„ . ., .,) = (2"  "',">  •  •  •.  2  <')  =  (-  2"  "'.'■'  •••'  -2"  <') 

11  p  p 

durch  gewisse  Punkte  iq^,  rj.^,  ..,  tj-^p—2,  welche  durch  eine  Gleichung 
qp  =  0  verknüpft  sind.  Sind  daher  u^^  und  «^^  die  Werthe,  welche  die 
Integrale  erster  Gattung  U/t  für  zwei  unbestimmte  Werthsysteme  s,  z 
und  s^,  0^  annehmen,  so  verschwindet •  die  Function 

x^{u^  —  u'i  —  gj ,  .  .  . ,  11^,  —  n'p  —  Cp) 
als  Function  von  s,  z  betrachtet  für  {s,  s)  =  {s^,  z^  und  in  den  i>  —  1 
■Punkten  iq^,  rj.,, ..,  rj^ _  i,  als  Function  von  s^,  z^  betrachtet  für  {s^,  i^  =  {s,  z) 
und  in  den  Punkten  Tjp,  .  .,  7^2^.  — 2-  Ist  also  (/i,  f.^,  .  .,fp)  ein  Grössen- 
system von  denselben  Eigenschaften  wie  (e^,  e.,,  .  .,  Cp)  so  wird  die 
Function 

/jx  &{u^  —  u\  —  e^,  .  .)  &{u^  —  u\  -{-  e,  ,  .  .) 

^  ^  ^(^1  -  ^*'l  -  /i  ,  .  .)  »{u,  -u\  +  f,,..)' 

die  sowohl  in  Bezug  auf  s,  z  als  in  Bezug  auf  s^,  z^  rational  ist,  in  je 
einem  durch  eine  Gleichung  cp  =  0  verknüpften  Punktsystem  unendlich 
gross  und  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  werden,  und  wird 
daher  darstellbar  sein  in  der  Form 

p  p 

(2) 


P  P 

2j   ^y  "Pr  (S'  ^)      2  ^r  %■  (ßl ,  ^1 ) 
1  1 


worin  die  Coefficienten  h,  c  von  s,  z  und  s^,  Zy  unabhängig  sind. 
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Wenn  nun  die  Grössensysteme  e,  f  die  Eigenschaft  haben,   dass 

^""^  (/;,/:,  ••,/■.)  =  (-/;,  -ü,  ■■-,  -Q 

ist,  so  fallen  die  Punkte,  in  denen  die  Function  (1)  oder  (2)  Null  resp. 
unendlich  wird,  paarweise  zusammen  und  wir  erhalten  eine  Function, 
welche  nur  in  ^  —  1  Punkten  unendlich  gross  und  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  wird.     Hiernach  ist  die  Function 


p  p 

j 1 

p  p 


wie  die  Fläche  T'  verzweigt  und  nimmt  beim  Ueberschreiten  der  Quer- 
schnitte Factoren  an,  welche  =4-1  sind.  Die  auf  diese  Weise  be- 
stimmten Functionen 


V 


p 

2J  Crq)v(s,z) 


1 

welche  in  2>  —  1  Punkten  unendlich  klein  in  der  ersten  Ordnung  wer- 
den, heissen  Abel' sehe  Functionen.  Sie  entstehen  aus  den  Functionen 
q)  durch  paarweises  Zusammenfallen  der  tJ- Punkte  und  Wurzelziehen. 
Die  Anzahl  dieser  Functionen  ist  im  Allgemeinen  eine  endliche. 

Es  verlangt  nemlich  die  Congruenz  (o),   dass  die  Grössensysteme 
c,  f  von  der  Form  seien 

(^'lY  +  2  «1^1-1  H \-  i^p  ^0'.  1;  •  •  •  •>  «^  ^  +  i-  «1«!,?^  H h  Y  eijaj,,A 

worin  die  e,  £  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  auf  ihre  kleinsten  Reste 
(modulo  2)  reducirt  werden  können.  Die  Bedingung  ■0'(ei,  e.^  . .,  Cp)  ==  0 
wird  durch  ein  solches  Grössensystem  im  Allgemeinen  nur  erfüllt  wenn 

(4)  £i  e\  +  f  2  *2  +  •  •  +  ^jj  ^'p  ==  1     (mod.  2) 

ist.  Solche  Zahlensysteme  £,  8  existiren  aber  2^^~^(2^'  —  1),  und  so 
gross  ist  daher  auch  im  Allgemeinen  die  Zahl  der  Abel'schen  Functionen. 
Der  Zahlencomplex 

(Ey,    £.2)    '  •  }    ^p\ 

heisst  die  Charakteristik  der  Function 


V 


p 


und  wird  mit 


\Y  ZCr(pr(s,z)) 
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bezeichnet.  Man  nennt  die  Charakteristik  ungerade,  wenn  die  Cougruenz 
(4)  erfüllt  ist,  sonst  gerade.  Die  Anzahl  der  geraden  Charakteristiken 
beträgt  2^""^(2-^ -f-  1)  nnd  diesen  entsprechen  im  Allgemeinen  keine 
Ab  einsehen  Functionen. 

Unter  der  Summe  zweier  Charakteristiken  versteht  man  die  Cha- 
rakteristik, Avelche  durch  Addition  entsprechender  Elemente  entsteht, 
wonach  die  Elemente  immer  auf  0  oder  1  reducirt  werden  können. 
Summe  und  Differenz  zweier  Charakteristiken  sind  daher  identisch. 


Es  soll  nun  zunächst  die  Gleichung  F{s,  z)  =  0  durch  Einführung 
neuer  Variableu  in  eine  symmetrische  Form  gebracht  werden.  Ist 
jj  >  3,  so  existireu  mindestens  drei  von  einander  linear 'unabhängige 
Functionen  cp,  und  man  kann  daher  die  Gleichung  F{s,  z)  =  0  um- 
formen durch  Einführung  der  Variablen 

%'      '      % 

(falls  zwischen  diesen  keine  identische  Gleichung  besteht,  was  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist). 

Genügen  die  Functionen  cp^,  q)^,  (p.  nicht  besonderen  Bedingungen, 
so  gehören  zu  jedem  Werth  von  |  2p  —  2  Werthe  von  rj  und  um- 
gekehrt, da  jede  der  beiden  Functionen 

für  ein  constantes  ^,  resp.  t^  in  2^  —  2  Punkten  verschwindet.  Die 
resultirende  Gleichung  F{^,  rf)  =  0  ist  also  in  Bezug  auf  jede  der 
Variableu  vom  Grade  2j}  —  2.  Da  ausserdem  dieser  Grad  erhalten 
bleiben  muss,  wenu  für  |,  7]  irgend  eine  lineare  Substitution  gemacht 
wird,  so  kann  in  dieser  Gleichung  kein  Glied  in  Bezug  auf  ^,  fj  zu- 
sammengenommen die  (2jj  —  2)te  Dimension  übersteigen.  Die  übrigen 
Functionen  q)  werden,  durch  |,  7]  ausgedrückt,  in  Functionen  über- 
gehen, in   denen  kein   Glied   die  (2j)  —  5)te  Dimension   überschreiten 

kann,  wie  man  daraus   erkennt  dass     /  -^^V    endlich    bleiben    muss 

J    JI 

tür  unendliche  Werthe  von  ^  mid  r]. 

Die  Anzahl  der  Constanten,  die  in  einer  solchen  Function  (2jj  —  öjten 
Grades  vorkommen,  ist  =  {p  —  2)  (2p  —  3).  Bestimmt  man  r  von 
ihnen  so,   dass   die   Functionen   (p   für   die   r  Werthepaare   (y,  ö)   wo 

r  fi'       7)  TP 

jj ,  g—  zugleich  verschwinden,  ebenfalls  0  werden,  so  müssen  p  Con- 
stanten übrig  bleiben,  da  es  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  giebt.     Es  ist  demnach 
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uud  folglich: 

r==2{j)—  \){p—  3). 

Zu  demselben  Ergebniss  gelangt  man  auf  folgendem  Wege:     Die 
Function  -öy  wird  in  (2jj  —  2)  (2p  —  3)  Punkten  unendlich  klein  von 

der  ersten  Ordnung,  und  diese  Zahl  ist  =  w  -f-  2r,  wenn  w  die  An- 
zahl der  einfachen  Verzweigungspunkte  ist.  Andrerseits  ist  (Theorie 
der  Abel'schen  Functionen  Art.  7.) 

w  =  2(w  +  ^9  —  1) ,      n  =  2p  —  2 

w  =  2(3j9  —  3) 
mithin: 

r  =  {p-  1)  {2p  -  3)  -  i  w  =  2(i.  -  1)  (p  -  3) . 

Werden  nun  sämmtliche  Functionen  tp  durch  |,  rj  ausgedrückt,  so 
müssen  die  beiden  Gleichungen: 

identisch  werden,  also: 

Es  muss  mithin  eine  Function  cp.^  geben,  die  in  Bezug  auf  |,  f]  nur 
von  der  (2p —  6)ten  Dimension  ist.  Diese  Function  (p  wird  also  für 
(2j;  —  2)  (2p  —  6)  =  2r  der  Gleichung  F  =  0  genügende  Werthepaare 
von  I,  fj  verschwinden  und  wird  demnach  nur  in  den  r  Funktpaaren 
iy,  d)  gleich  Null  werden  können. 

Endlich    geht    durch  Einführung    der    neuen    Variablen    |  =  — , 
r]  =  ~  und  Multiplication    mit  z'^p—^   die   Gleichung  F=0   m  eme 

homogene  Gleichung  vom  Grade  2p  —  2  für  die  drei  Veränderlichen 
X,  1/,  z  über: 

2//  — 2 

F(x,  y,  ß)  =  0. 


Für  den  Fallp  =  3  ist  die  Gleichung  JP(|,  ^)  =  0  oder  F(x,  ij,z)  =  0 
vom  vierten  Grad;  es  ist  r  =  0  und  die  Function  %  reducirt  sich  auf 
eine  Constante.  Keine  der  Functionen  cp  kann  den  ersten  Grad  über- 
steigen und  der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Functionen  ist 

cp  =  d -\-  c  ri  +  c" , 
oder,  wo  es  nur  auf  die  Verhältnisse  solcher  Functionen  ankommt, 

q)  =  ex  -\-  c  y  -\-  c  z^ 
worin  c,  c',  c"  Constanten  sind.     Jede  Function  ^  wird  in  vier  Punkten 
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uneudlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  und  es  giebt  28-  solcher 
Functionen,  deren  Nullpunkte  paarweise  zusammenfallen.  Die  Quadrat- 
wurzeln aus  diesen  sind  die  AbeFsclien  Functionen  und  wir  haben  zu 
untersuchen,  wie  sich  die  Charakteristiken  diesen  28  Functionen  zu- 
ordnen. 

Führen  wir  als  Variable  x,  y,  z  drei  solche  Functionen  (p  ein, 
welche  zweimal  unendlich  klein  in  der  zweiten  Ordnung  werden,  so 
dass  Yx,  Yy,  Y s  Abel'sche  Functionen  sind,  so  hat  die  daraus  hervor- 
gehende Gleichung  F{x,y,z)  =  0  die  Eigenschaft,  in  ein  vollständiges 
Quadrat  überzugehen,  wenn  x  oder  y  oder  0  =  0  gesetzt  werden.  Es 
sei  daher 

für  X  =  0  :  F  =  {y  —  cczf  {y  —  a  sf 
für  ^  =  0   :  F^ls  —  ßxf  [z  —  ß' xf 
für  0  =  0   :  F  =  {x  —  yyy  {x  —  yy)"^- 
»Sind  nun  a,  h,  v  die  Coefficienten  von  x^,  y^,  0*  in  F(x,  y,  z),  so  ist: 

««'  =  ± ]/|.  ßß-  =  ± ]/'|.  )</  =  ± ]/| 

und  folglich: 

(5)  aa'ßß'yy  =  +  1. 

Kennt  man  daher  die  Grössen  a,  a,  ß,  ß',  y,  y,  so  kann  man  alle  Glie- 
der der  Function  F(x,  y,  0)  bilden,  welche  nicht  das  Product  xyz 
enthalten,  und  F  enthält  ausserdem  nur  noch  ein  Glied  xyzt,  worin  t 
eine  lineare  homogene  Function  von  x^y,s  ist. 

Wenn  nun  in  der  Gleichung  (5)  das  obere  Zeichen  gilt,  so  kann 
man  den  ersteren  Theil  von  F  immer  darstellen  als  das  Quadrat  einer 
homogenen  Function  zweiten  Grades  von  x,  y,  z.     Denn  setzen  wir 

/■=  axxx^  +  «2,2?r  +  «s.s^'"'  +  2a2,3«/^  +  2«3.i0ä;  -f-  2ai^2xy, 
so  ergeben  sich  zur  Bestiminung  der  Coefficienten  cii^k  die  Gleichungen: 

'  öS.T.:!  1        /  o  «2,3 

02,2  «2,2  ' 

«3,3  '  '         I       »^  a3.3  ' 

welche  immer  befriedigt  werden  können,  wenn  acc'ßß'yy=l  ist, 
Unter  dieser  Voraussetzung  geht  also  jP  =  0  über  in 

(6)  p^a:yzt  =  0. 

Setzt  man  ^  =  0,  so  erhält  man  aus  /'^  =  0  wieder  zwei  Paare  einander 
gleicher  Wurzeln  und  demnach  ist  auch  yj  eine  AbeFsche  Function 
und  zwar  eine  solche,  dass  Y^t/^i  eine  rationale  Function  von  x,y,s  ist. 
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Sind   daher  («)  (h)  (r.)  (d)    die   Charakteristiken    von   ]/./•,  Yy,  Y^,  YT, 
so  muss 

(a  +  ^^  +  c  +  fO  =  (ooo) 
oder 

{d)  =  (a  +  6  +  c) 

sein.     Es  muss  also  die  Summe  der  Charakteristiken  der  drei  Functionen 

Yx,  Ylh  Y^   ßi^ß  ungerade  Charakteristik  sein. 

Ist  umgekehrt  diese  Voraussetzung  erfüllt,  und  ist  Y  ^  diejenige 
Abel'sche  Function,  die  zu  der  Charakteristik  {ci-\-h  -\-  c)  gehörte,  so  ist 
Yxyzt  eine  Function,  die  beim  U eberschreiten  der  Querschnitte  sich 
stetig  ändert  und  mithin  rational  durch  x,  y,  z  darstellbar  ist,  diese 
Function  kann  aber  den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen,  und  daher 
ergiebt  sich  auch  immer  unter  dieser  Voraussetzung  eine  Gleichung 
von  der  Form  (6).  Diese  Gleichung  kann  nicht  identisch  sein,  wenn 
Yx,  YÜ}  Y^>  ]/7  verschiedene  Abel'sche  Functionen  sind. 

Da  es  28  Abel'sche  Functionen  giebt,  so  kann  die  Gleichung 
F  =  0  auf  mehrere  Arten  in  die  Form  (6)  gebracht  werden.  Wir 
wollen  zunächst  untersuchen,  ob  das  Paar  Abel'scher  Functionen 
Y^,  Y^  durch  ein  anderes  Paar  ]/p,  YÖ.  einsetzt  werden  kann. 

Es  möge  also  F  =  0  durch  Einführung  von  x,  y,  ii,  q  in  die 
Form  gebracht  werden: 

ip^'  —  xypq  =  0, 
dann   muss,   wenn   ein  constanter  Factor  passend  bestimmt  wird,   die 
identische  Gleichung  bestehen: 

f^  —  xyzt  =  il/^  —  xypq 
oder: 

(/"—  ^){f-\-  ^)  =xyUi  —  pq). 
Es  müss  demnach  f  —  ij)  oder  f  -f-  ^'  durch  xy  theilbar  sein  und 
kann  sich,  da  beide  vom  zweiten  Grade  -sind,  nur  um  einen  constanten 
Factor  davon  unterscheiden.     Sei  demnach 

^  —  /■  =  ^xy, 

^'^  <^  +  f)=-st+pq, 

woraus : 

4>  =  axy  4-  f, 

^  ^  2af-\-a^xy-{-zt=2')q- 

Die  linke  Seite  dieser  letzteren  Gleichung  muss  also  in  zwei  lineare 
Factoren  zerfallen;  denken  wir  uns  diese  Function  entwickelt  in  der 
Form 

<^i,ia^^  +  ^^2,2?/"  +  «3,3^"  +  2a2,^yz  -\-  2a?,,izx  -\-  2ni,2xy^ 
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so  sind  die  Coefficienten  «/,i  Functionen  zweiten  Grades  von  o:;  da  aber 
die  Determinante 

^   +  ai,  1  «2, 2  tts,  3 

verschwinden  niuss,  so  erhält  man  eine  Gleichung  6ten  Grades  für  a, 
von  der  leicht  einzusehen  ist,  dass  sie  die  Wurzeln  a  ^^^  0  und  a  =  oo 
hat,  entsprechend  den  beiden  Zerlegungen  st  und  xy. 

Es  bleibt  also  eine  Gleichung  vierten  Grades  übrig,  deren  Wurzeln 
vier  Functionenpaare  p,  q  liefern,  welche  die  verlangte  Eigenschaft 
haben. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (8)  folgt  noch  mit  Hülfe  von  (6) 

pqst  =  0H'-  +  2af0t  +  «Y^  =  {st  +  äff, 

so  dass  man  die  gewünschte  Form  der  Gleichung  i^  =  0  auch  durch 
die  Functionen  p,  q,  z,  t  herstellen  kann.  Gehen  wir  demnach  von 
zwei  beliebigen  Abel'schen  Functionen  Yx,  y~y  aus,  so  erhalten  wir 
6  Paare  solcher  Functionen: 


V^,  V^t,  Vmi,  Vm2,  Vm5,  VmI, 

welche  die  Eigenschaft  haben,   dass  durch  je  zwei  derselben  die  Glei- 
chung F  ==  0  auf  die  Form  gebracht  wird : 

P  —  xyst  =  0. 
Diese  6  Functionen  müssen  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte  die- 
selben Factoreu  annehmen,  da  sonst  nicht  das  Product  von  zweien 
derselben  rational  sein  könnte.  Solche  6  Producte  von  je  zwei  AbeT- 
schen  Functionen  nennen  wir  zu  einer  Gruppe  gehörig.  Da  die 
Factorensysteme  an  den  Querschnitten  für  Producte  von  Abel'schen 
Functionen  durch  die  Summen  der  Charakteristiken  bestimmt  sind,  so 
folgt,  dass  die  Charakteristiken  aller  Paare  einer  Gruppe  dieselbe 
Summe  ergeben  müssen,  welche  die  Gruppencharakteristik  heisst. 
Aus  den  Gleichungen  (8)  und  (6)  ergiebt  sich  noch 

2f=P^-^  -  axy  ==  2]/^  yVt , 

woraus: 

pq  =  a^xy  +  2aY^V^t  +  ^^ 
oder: 

(9)  y^^  =  y7t-^r  aY^j , 

woraus  man  den  Schluss  zieht,  dass  jedes  Product  einer  Gruppe  linear 
durch  zwei  Producte  derselben  Gruppe  ausgedrückt  werden  kann. 

Ordnet  man  s'ammtliche  28  Abel'sche  Functionen  zu  Paaren,   so 

28    27 
erhält  man  — ~ —  =  0  .  63  Paare,  welche  zu  6  und  6  in  63  Gruppen 
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zerfallen.     Jede  der  von  (^     |  verschiedenen  63  Charakteristiken  kann 

\0  0  0j 

Gruppencharakteristik  sein. 

Um  die  Charakteristiken  der  6  Paare  einer  Gruppe  zu  erhalten, 
hat  man  daher  die  betreffende  Gruppencharakteristik  auf  6  Arten  in 
zwei  ungerade  Charakteristiken  zu  zerlegen.    Als  Beispiel  hierfür  diene 

die  Gruppe  mit  der  Gruppencharakteristik  ( n  q  q  )  • 

/001\  _  /101\       /100\  _  f011\       /010\  _  Aii\    ,    /iio\ 

~  Voioy  +  \oioy  ~  viioj  "•"  vi  10/  —  \1107  +  Vi  10/ 

Wenn  drei  Paare  Abel'scher  Functionen  bekannt  sind,  so  erhält 
man  die  übrigen  Paare  derselben  Gruppe  durch  Auflösung  einer  cubi- 
schen  Gleichung,  und  man  kann  mit  ihrer  Hülfe  sämmtliche  übrigen 
Abel 'sehen  Functionen  mit  ihren  Charakteristiken  bestimmen. 

Um  dies  durchzuführen,  nehmen  wir  an,  es  seien  "j/a;^,  Yyr],  Y^ 
drei  Paare  einer  Gruppe,  so  dass  |,  rj,  ^  als  lineare  homogene  Functionen 
von  X,  y,  z  gegeben  sind. 

Durch  passende  Bestimmung  constanter  Factoren  kann  die  Glei- 
chung (9)  in  der  Form  angenommen  werden: 

(10)  ^        Y^^yj^^yji^o, 

woraus  sich  ergiebt: 

2t  =  x^-{-  yrj  +  2yx^yr} 
oder 

(11)  4x^yr}  =  {2^— x^  —  yrif, 
so  dass 

(12)  f=,t-xi-y7i 
wird. 

Um  alle  in  die  Gruppe  l/a;|,  ]/yr]  gehörigen  Paare  zu  finden  hat 
man  nach  dem  Obigen  eine  biquadratische  Gleichung  zu  lösen,  von 
der  aber  eine  Wurzel,  dem  Paare  ]/^  ^  entsprechend,  bereits  bekannt  ist. 
Die  Rechnung  wird  daher  symmetrischer,  wenn  man  zunächst  die  Paare 
der  Gruppe  V^,  in  welche  auch  das  Paar  Yy  |  gehört,  aufsucht. 

Ist  YpÜ  öiii  weiteres  unbekanntes  Paar  dieser  Gruppe,  so  hat  man 
neben  der  Gleichung  (11)  eine  mit  ihr  identische: 

(13)  ^ylpq  =  SpS 
wenn  (nach  8) 

worin  2.  eine  noch  unbekannte  Constante  bedeutet.    Hieraus  erhält  man 
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<p-'  =  Uyi{xl  +  yrj  _  ^g  +  ^  +  A y^)  , 
und  demnach  ist  (von  dem  Factor  A  abgesehen) 

pq  =  -^'l  +  i/n  —  ^-i  +  ^^x  +  ^-'^ 

=-{^  +  l)(x-\-ly)-n-, 

für  .T  -\-  Xy  =  0  und  5  =  0  muss  eine  der  beiden  Functionen  j9,  q, 
etwa  j)  verschwinden,  woraus,  wenn  ^  einen  weiteren  unbekannten 
Coefficienten  bedeutet,  folgt: 

(14)  p  =  x-\-?iy  -\-  ^s, 

und  hieraus  weiter,  i\ü  p  und  ^  nicht  identisch  sind, 

(15)  ^  +  f  +  7  =  -  «^'i^ 
also  mit  Hülfe  von  (13): 

ax  4-  aXy  +  a^^  +  1  +  ^  +  X  _  0, 

oder  indem  man  A«,  ft«  durch  ?>,  c  ersetzt: 

(16)  ax  +  &.^/  +  c^  +  I  +  I  +  I  =  0, 

wonach  man,  da  es  auf  einen  constanten  Factor  bei  p  und  q  nicht 
ankommt,  erhält: 

p  =  ax  +  hj  +  cz=~{l  +  l  +  ^), 

Da  es  vier  Paare  p,  q  giebt,  so  müssen  sich  vier  Systeme  a,  h,  c 
bestimmen  lassen. 

Um  hierzu  zu  gelangen  berücksichtige  man,  dass  zwischen  den 
G  Functionen  cc,  y,  z,  |,  iq,  t,  drei  homogene  lineare  Gleichungen  be- 
stehen, die  wir  durch  «^  =  0,  «3=0,  %  =  0  bezeichnen.  Wir  leiten 
hieraus  mit  den  unbestimmten  Coefficienten  \,  U,  l-^  eine  lineare  Com- 
bination  her: 

?iM,  +  kji,  +  l^n^  =  ax  -]-  ßy  -{-  yz  -]-  a  ^  -\-  ß' i]  -\-  y' ^  =  0 
worin  a,  ß,  y,  a,  ß',  y    lineare  homogene  Ausdrücke  in  l^,  \,  \  sind. 
Diese  Relation  wird  die  Form  (16)  haben,  wenn  die  Bedingungen  er- 
füllt sind: 

aä  =ßß'  =  yy  , 

woraus  man  vier  Werthsysteme  für  die  Verhältnisse  1^ :  l, :  l^  erhält. 
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Mau  gelangt  am  elegantesten  zum  Ziel,  wenn  man  sich  die 
Functionen  |,  1],  t,  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form  gegeben 
denkt: 

x+  ?/  +  ^  +  I  +  7;  +  e  =  0, 

(17)  ax  +  ßy  +  yz  +  ^  +  ^-^\  =  0, 

«'^  +  /3'.V  +  /^+A  +  f  +  |-  =  0. 

Dass  die  Coefficienten  in  den  ersten  dieser  Gleichungen  die  Werthe  1 
haben,  kann  man  durch  Hinzufügung  constanter  Factoren  zu  x,  y,  z, 
^,  7],  t,  bewirken,  wobei  zugleich  die  Gleichung  (10)  ihre  Form  nicht 
ändert. 

Aus  den  Gleichungen  (17)  muss  als  identische  Folge  eine  vierte 
von  der  gleichen  Form  sich  ergeben: 

(18)  ax  +  ß"y  +  y"z  +  J,  +  -^  +  4  =  0. 

Um  also  a\  ß",  y"  zu  erhalten,  hat  man  die  Coefficienten  A,  A',  A" 
aus  folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen: 

A  ä  ==A«'4-A«+1,         —,  =^  —i  A 1-1, 


t'  X 


(19)  l"ß"  =  X'ß'  +  A/3  +  1 ,        ~ß'^-J  +  J+h 


X'y"  =  A'/  -f-  A;/  +  1, 


l 


+  4-  +  1. 


^    1 

T'  T 


y         y        y 

Durch   Multiplication    zweier    entsprechender    von    diesen    Gleichungen 
ergiebt  sich 

A"^  ==  A'^'  +  A^  +  AA'(A  +  -^)  +  A  («  +  -^)  +  A'  («'  +  A)  +  1, 

(20)    A"^  =  A'^  +  A^  +  l}:[^  +  p  +  A  (/3  +  1)  +  l\^  +  -p  +  1, 

A-  =  A-  +  A^  +  lX[y^,  +  ;')  +  A(y  +  |)  +  A'(/+  y)  +  1. 

Eliminirt   man   aus  je  zweien  derselben  A",  so  ergeben  sich  für 
die  folgenden  beiden  linearen  Gleichungen: 

'     \  a      '      a  y  7 ' 

woraus  A,  A'  eindeutig  berechnet  werden  können. 

Eiemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  30 
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Aus  einer  der  Gleichungen  (20)  erhält  man  l"  abgesehen  vom 
Vorzeichen  und  aus  (19)  endlich  a",  ß",  f  ebenfalls  bis  auf  das  allen 
gemeinschaftliche  Vorzeichen,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  un- 
bestimmt bleibt.*) 

Hatjnan  auf  diese  Weise  a",  ß",  y",  so  erhält  man  in  der  Gruppe 
Vxr],  Yiil  die  folgenden  vier  Paare  Abel 'scher  Functionen: 


V^  +  y  +  ^, 


V^  +  ri  + 


yä'x  +  ß'y  +  r'^,    yi  +  j  +  r^     . 

Va"x  +  ß"p  +  y',,  ]/^f,T^rzT^:^. 

Auf  die    gleiche   Weise    ergeben    sich    in    der    Gruppe   ]/^,  "/^  die 
Paare  : 


V-^  +  y-h  ^, 


V^  +  v-ht 


Va'x  +  ß'ij  -]-'y~z,      ]/A,  +  ß'y  +  X 
und  in  der  Gruppe  V^,  ]/J^  die  Paare: 


V^+V+J, 


V^TVTJ 


V^  +  ßy  +  r^,     l/ax-j-^-j-^ 

r  ß         Y 


*)  Setzt  man  zur  Abkürzung: 

=(«,  ß,  Y), 


1, 

1, 

1 

or, 

ß. 

Y 

«', 

ß', 

Y 

1,1,1 

^^  ß^  7 


=  {i-,ß,Y)eic. 
A,    ß',    Y 
BO  kann  man  «",  f,  y"  aus  den  Gleichungen 

„„V,,,r  =  (<..ir)(.,;,l):(l,,,,)(l,,,±) 

und  den  analogen  Gleichungen  bestimmen. 
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SO  dass  ^sser  den  gegebenen  G  Abel'sclien  Functionen  1(3  weitere 
bestimmt  sind.  Um  die  Charakteristiken  derselben  zu  erhalten  hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  die  drei  hier  betrachteten  Gruppen  vier 
AbeTsche  Functionen  gemeinschaftlich  enthalten.  Bildet  man  also  die 
entsprechenden  Gruppen  der  Charakteristiken,  so  müssen  diese  vier 
Charakteristiken  gemeinschaftlich  haben  und  diese  hat  man  den 
Functionen 


yx-\-y  +  z,yax  +  ßij  +  yz,  Vax  +  ß'y  -\-yz,  Ya'x  +  ß"y  +  y'z 

in  einer  beliebigen  Weise  zuzuordnen.  Die  Charakteristiken  der  übrigen 
Abel'schen  Functionen  sind  dadurch  vollständig  bestimmt,  weil  sie 
mit  diesen  in  den  drei  Gruppen  in  derselben  Weise  gepaart  auftreten 
müssen,  wie  die  entsprechenden  Abel'schen  Functionen.  Diese  Cha- 
rakteristiken lassen  sich  in  folgender  Weise  symmetrisch  darstellen. 

Es  seien  die  Charakteristiken  der  Gruppen  Yy^,  ]/^i,  Yx^  resp, 
mit  (})),  (g),  (r)  bezeichnet,  ferner  mit  (d\  (e),  (/),  (jj)  die  Charakteri- 
stiken der  vier  Functionen 


Y^  +  y  +  ^,  Y^^-  +  ß!/  +  r^,  V^^'^  +  ß'>/  +  r-~,  V^^'x  -f  ß"y  +  y"z 

und  mit  (w-f-j?)  die  von  "j/a'.      Hiernach    erhält    man    folgende    Aus- 
drücke für  die  Charakteristiken: 

(y^)  =  {n  +  p) ,  {yi})  =  (n  -f  q) ,  ()/:-)  =  (n  +  r) 

(YD  =  («  +  Ü  +  r) ,  (Yv)  =  (n  +  r  -\-^p),  (Yl)  =  (^n  +  p  +  q) 

{Yx  +  y  +  ^O       ={d),       {Y^^-n-V  Ö       =iv^d), 

(l/^^~+  ßy  +  yz)   =  (c),  (]/«.;  +  ^  +  y)  =  {V  +  e), 

(YV^T^y  +7^^)  =  (r),  {}^ax  -f  -^.  +  I)  =  0^  +  /•) 

[V^x^fV^T^  =  ig),  (]/a".r  +  J.,  -fT)  =  {p  +  ry). 


(21J 


(|/f  +  /5.'/  +  y)  =  ('Z  +  ^).     (Vv  +  I  +  ^^)  =  ('•  +  0> 

(l/|<  +  ß'y  +  })  -^  (^i  +  /■),    (]/-5  +  1^  +  /^)  =  (>•  +  f). 

Nehmen  wir  beispielsweise  an: 


30* 
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(yj)=(;«^),   (>/^)=(;i'),    i.v^)-{\l^) 
(/j)^(-«),   (>^)=0oo>  5^)=(1?^) 

was   stattliaft  ist,  weil  hiernach  Yxi,,  Ypr],  Yst,  in    dieselbe   Gruppe 
(ooo)  gehören,  so  folgt: 

0^)  =  (oio)'     (5)  =  (oio)'     (^^(oJJ)'    (^*)  =  (llo)- 

Die  vollständigen  Gruppen  (j)),  (^i)  sind: 
011\       /lüO\    ,    /'iii\_/'i<»i\  ,  /iiox/oiox      /001\ 

=aJÜ+(::0-(uO+o:n)-(iJi)+aoi) 

/100\         /101\         /101\        /100\_/010\        /()11\ 

Aiio;  +  vioo;  —  ViKv'^Vioo;  — von  /~r  vooiy 


001 
010 


110\        /111\_/111\        /110\__/010\       /Oll 

011/  +-  looij  —  Uli; +  11017  —  11117^1101 


woraus  man  erhält: 


«=(^r;)'  w-aro-  (^)=(in)'  w=(in)' 

und   die   Charakteristiken   der  in   (21)   zusammengestellten  Functionen 
sind,  in  der  gleichen  Reihenfolge  geschrieben: 
lOlV     /IHN      /lOl 

looy'  Viooy'  vno 

ioo\  /iio\  /lOO 
100/ '  Viooy'  vno 

01()\  /ooi\  /oii\  /ooi 
011/'  Vooiy'  vooi/'  Von 

11  ()\  /ioi\  /iiix   /lOl 
oiiy'  vooiy'  vooiy'  von 

iii\  /loox  /iio\  /1(H> 

inj'  vioi/'  vi<»i/  Viii 

oio\  /ooi\  /oiA  /ooi 

iiiy'  vioi/'  VI  Ol/'  \iii 

Es  gilt  nun  von  drei  Abel'sclien  Functionen  einer  Gruppe,  von 
denen  keine  zwei  einem  Paare  angehören,  der  Satz,  dass  die  Summe 
ihrer  Charakteristiken  immer  eine  gerade  Charakteristik  ist;  denn  be- 
trachten wir  z.  B.  die  drei  Functionen  ]/./:,  ]///,  ]/,?  und  drücken  |,  r],  t, 
linear  durch  x,  y,  z  aus,  so  kann  die  Gleichung  (10)  in  der  Form  an- 
genommen werden: 
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yx(ax  -\-  h ij  -\-  c z)  -\-  Yiiiax  -\-  b'ij  +  c'z)  +  Y^^a'x  -j-  h"i/  -{-  cz)  =  0. 
Setzen  Avir  hierin  der  Reihe  nach  x  =  0,  //  =  0^  ^;  =  0,  so  erhalten  wir 
für  die  Producte  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen,  die  sich 
für  das  Yerhältniss  der  beiden  andern  Variablen  ergeben,  die  Werthe: 

c"  a  h' 

~  V'     ~  T'  *  ~  li 

deren  Produet  = —  1  ist.    Dies  aber  ist  nach  S.  460,  461  das  Kriterium 
dafür,  dass  die  Summe  der  Charakteristiken  der  Functionen  ]/.'',  ]///,  ]/^' 
eine  gerade  Charakteristik  sei. 

Gestützt  auf  diesen  Satz  kann  man  beweisen,  dass  die  16  Abel'- 
schen  Functionen,  die  wir  oben  bestimmt  haben,  verschieden  sind  von 
den  12  in  der  Gruppe  "j/a^l  vorkommenden  Functionen.  Denn  ist  ]/^)2 
ein  in  die  Gruppe  Yxh,  gehöriges  Paar,  so  sind  die  Charakteristiken 

iV^)  +  iVi)  +  (Vi) ,   (V;7)  +  Wn)  +  (Vp)  ,   (VI-)  +  (l/Ö  +  (l^) 

ungerade  und  es  kann  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  yp  in  keiner 
der  drei  Gruppen 

{yxn)  =  {yYi) ,    {y^i)  =  {yzi) ,    (y^)  =  (y.^) 

vorkommen. 

Die  16  oben  bestimmten  Functionen  liefern  daher  alle  Ab el'schen 
Functionen,  die  nicht  in  der  Gruppe  ]/.x'^  enthalten  sind,  und  wenn  wir 
die  noch  fehlenden  6  Functionen  dieser  Gruppe  aufsuchen,  so  sind 
damit  sämmtliche  28  Abel'sche  Functionen  bestimmt. 

Um  diese  zu  erhalten  setzen  wir 

und  gehen  aus  von  der  Gleichung: 

(22)  ytu  =  y^  +  yyi, 

welche  sich  leicht  aus  (10)  und  (17)  ergiebt.    Wir  setzen  die  Functionen 

t,  x,  y,  u,  7],  i 
an  Stelle  von 

^;  y,  ^,  h  V,  t 

in  der  vorigen  Betrachtung,  und  erhalten  zunächst  zwischen  diesen 
Variablen  die  Gleichung: 

(23)  t-x-y-u +  7^  +  ^  =  0, 

neben  welcher  noch  drei  andere  bestehen  müssen  von  der  Form 

(24)  at-\-hx-i-  cy  +  au  -\-l'r]  -^  c'|  =  0 

mit  der  Bedingung 

aa  =hh'  =  cc. 
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An    Stelle    der  Gruppen  Q>  ^  q  +  r),  (p),  (q)  (r)  treten  jetzt  die  fol- 
jxenden:  , 

.,-.  iVxJ)  =  iVrrj)  =  (Vn)  =  (i>  +  5  +  r), 

^^^^  iVn)  =  iVi^)  =(n-\-d-i-q  +  r), 

(Ytri)  =  {Yux)  =  (n  -\-d-^2)  +  r). 

In  der  ersten  dieser  Gruppen,  in  (r),  kommen  folgende  Paare  von 
"Charakteristiken  vor: 
(r)  =  (h  +  2>)  +  ^«  +  »•  +  P)  =  (n  +  ?)  +  ('f'  +  r-\-q) 

=  {d)  +  (r  +  d)  =  (e)  +  {r  +  6')  =  (f)  +  (r  +  /•)  =  (g)  +  (r  +  ^), 
und  aus  der  Gleichung  (23)  erhalten  wir  folgende  Abel'sche  Functionen: 

Vt-x-y  =  V^,    yt  +  n.-fl-V^^, 

]/-  M  -  o;  +  ^  =  l/^  +  //  +  e,    V—u  +  ri  —  y^yx-^ri  +  i, 
deren  Charakteristiken  sind: 

{n  +  r),    {n  +  JJ  +  q),    (q  +  d),    (p  +  d), 
die  sich  in  folgender  Weise  in  die  drei  letzten  Gruppen  (25)  vertheilen: 

iv-h  Q-i-  r)  =  {n  +  r)  +  {u  -\-  p -{-  q), 

(n  +  f/  +  g  +  r)  =  (n  -^  r)  +  (>_/  +  d), 

(n  +  (Z  +  i>  +  r)  =  («  +  r)  +  (|>  +  f/). 
Die  Charakteristiken  der  noch  nicht  bestimmten  Abel'schen  Functionen 
müssen  nun,  wie  oben  bewiesen,  in  der  Gruppe  (p  -\-  q  -{-  ^)  enthalten 
sein.     Bezeichnen  wir  daher  diese  Charakteristiken  mit  {]x\),  (Ji\),  (k'i), 
(^2);  ('^'^'2),  (^'''2)5  so  muss  sich  ergeben: 

{p  +  q  +  r)  ==  (/■■,  +  L)  =  (/.■;  +  //,)  =  (//;  +  Ä-'o 

und  diese  Charakteristiken  kommen  nicht  in  der  Gruppe  (r)  vor. 

Die  Vergleichung  der  Gruppen  (25)  mit  den  Gruppen  (p  -{-  q  -\-  »"), 
(p),  (q),  (r)  lehrt  nun  aber,  dass  in  denselben  sämmtliche  ungerade 
Charakteristiken  überhaupt  vorkommen  müssen,  und  ferner  dass  die 
drei  noch  übrigen  Paare  der  Gruppen  (p  -]-  q  -\-  r),  (n  -\-  d  -{-  q  -{-  r), 
(n  -\-  d  -^  2^  ~\~  *")  J6  eine  Charakteristik  gemein  haben  müssen. 

Nun  kommt  die  Charakteristik  (q  -j-  e)  weder  in  der  Gruppe  (r) 
noch  in  (j)  -\-  q  -{-'  r)  vor,  und  daraus  folgt,  dass  man  (]i\)  so  aus- 
wählen kann,  da>s  entAveder 

0^\  +  '2  +  c)  =  (n  +  fZ  +  <Z  +  *•) 
(A:,  +  g  +  e)  =  (n  -{- d  +  p  +  r). 
Aus  ersterer  Annahme  würde  folgen: 

(h)  =  (n -\- r -\-  d -\-  e). 

Dies  aber  ist  nicht  möglich,  denn  wir  haben  in  der  Gruppe  (p) 
die  Paare: 
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(n +  ■>•),    (n  +  r  +i>) 
{d),    (d  +  p) 

imd  daher  ist  nacli  dem  oben  (S.  468,  469)  bewieseneu  Satz 

(n  +  r  +  d  +  e) 
gerade.     Demnach  ergiebt  sich 

(/,■  j  ==  (n  -f  (/  +  c  4-  i)  +  (z  +  >-), 

und  hieraus: 

h  =  (n  -\-  d  +  e). 

Ebenso  schliesst  man: 

(// )  ==(^n  +  d  +  f+p  +  q  +  r),     (J/,)  ==  (n  +  r?  +  /'), 
(/,'/)  =  (n  +  d-\-g+P  +  q  +  r),     (ß)  =  ('«  +  d  +  g) , 
und  es  enthält  die  Gruppe  [n  +  (/  +  i?  +  r)  die  Paare: 

woraus  für  die  Gruppe  in  +  (?  +  ^i  +  n  die  Paare  folgen: 

(^i),  iP  +  e)-,     (/■'O;  (i>  +  /■) ;     (y^-'O.  ^i^  +  9'' 

Nach  den  Resultaten  der  früheren  Betrachtung  ergeben  sich  aus 

einer  Gleichung  von  der  Form  (24)   die   vier  Aberschen  Functionen: 

yat  +  hx-\-cy  =  y^^J^-\-  h'n  +  c'§) , 

l/a'n  -^Ix  +~cy  =  V—  («^  +  ^'v  +  cp  ; 

]/c77 +1¥+Tf  =  V-  (a'«t  +  ?>'>?'  +  c^/) , 
deren  Charakteristiken  resp.  sind: 

(A),  ih),  (p  +  ^).  (a  +  0 

und  unsere  Aufgabe  ist  daher  gelöst,  wenn  es  gelungen  ist,  die  Coef- 
ficienten  a,  h,  c,  d,  h',  c    zu  bestimmen. 

Nun  ist  aber  die  Function,  deren  Charakteristik  {p  +  e)  ist,  oben 
bereits  bestimmt;  sie  ist: 

|/«  +  f  +  7 

und  wenn  wir 

,  =  ,^.  +  |  +  l  =  _(l  +  /5.,  +  ,.) 

setzen,   so  können   wir   die  Coefficienten  a,  h,  c,  d,  h',  c    dadurch  be- 
stimmen, dass  wir  v  in  folgender  zweifachen  Form  darstellen: 

V  =  at  -{-h'i]  -\-  cy  =  —  du  —  Ix  —  c'l. 
Dies  erreichen  wir  auf  folgende  Weise:  mittelst 

u  =  l  +  n  -^  2  =  —  X  —  D  —  t, 

eliminiren  wir  aus  den  beiden  Ausdrücken  von  v  die  Variablen  z  und 
l,  wodurch  sich  ergiebt: 
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'      y  \  y  /     '      p  y 

i,  -^  yu  =  _  ^-^   —  J'j  -f  j;7;  —  /3//. 

Indem  man  hieraus   t]  und  /y  eliminirt,  folgt: 

^""l-ßy^'^      l-/3y  «    1  -  |3y 

und  auf  die  gleiche  Weise: 

a  —  y      '      pa  —  y  "^.a  —  y 

woraus  sich  ergiebt: 

1  —  (v  y  ,  ß  —  y 

_  P(l-ay)  . ,  _         J_  P-y 
1  —  Py'  pa—  y' 

a(P  —  y)  ,  11  —  ay 

a  —  y  o;l  —  py 

Hiernach  lassen  sich  die  beiden  Abel'schen  Functionen 


Yat  -{-hx  -\-  cy,       '\/a'u  -\-  hx  -\-  cy 
bilden.     Ersetzt  man  darin  t  und  u  durch  ihre  Ausdrücke  in  x,  y,  z, 
I,  ri,  ^,   so   ergeben  sich  nach  Unterdrückung  constanter  Factoren  für 
die  Function,  die  zur  Charakteristik  (\)  gehört,  die  beiden  Ausdrücke: 


y    1  —  ßy   ~^  1  —  ya  '^  1  —  aß'         V    a{y  -  ß)    ^    ß{y  —  a)   ^  1  —  a  ß 
und  für  die  zur  Charakteristik  (Ji^)  gehörige  Function: 


l/      ^       4_       ^        I        g  i/    ^      I      y     _j L 

y   cc{l  —  (3y)  "1"  P(l— ya)  ~f"  y(l—  aß)  '       K    y  —  ß  "^  y  —  a    "^  y(l  —aß) 

Die  zu  den  Charakteristiken  (/.'i),  (/i:'2);  (Ä-'/j,  (A'2)  gehörigen  Functionen 
ergeben  sich  hieraus  sofort  dadurch,  dass  man  a,  ß,  y  durch  a,  ß',  y 
resp.  ci\  ß",  y"  ersetzt,  womit  sämmtliche  Abel'sche  Functionen  nebst 
ihren  Charakteristiken  bestimmt  sind.  Die  Charakteristiken  (k^,  (k^), 
(JA),  (^2);  Qh),  {Ji'2)  würden  sich  bei  dem  oben  gewählten  Beispiel 
folgendermaassen  gestalten: 

(^1)  =  (1 1 0  J '     (^'"'0  =  (0 1 0  j '     ^^■''')  =  vo  1 0 

(^^-ars),  («)=(sij).  («)=(ii: 

Da  nun,  wie  oben  gezeigt,  a",  ß",  y"  durch  «,  ß,  y,  a,  ß',  y  aus- 
gedrückt werden  können,  so  sind  hiernach  sämmtliche  Abel'sche 
Functionen  mit  allen  ihren  algebraischen  Beziehungen  ausgedrückt  durch 
3^  —  3  =  6  Constanten,  welche  man  als  die  Moduln  der  Classe 
für  den  Fall  p  =  3  ansehen  kann. 


Anliaiig. 


Fragmeiite  pMlosopliisclien  Inlialts. 

Die  philosophischen  Speculatiouen,  deren  Ergebnisse,  so  weit  sie 
sich  aus  dem  Nachlass  zusammenstellen  lassen,  hier  mitgetheilt  sind, 
haben  Riemann  einen  grossen  Theil  seines  Lebens  hindurch  begleitet. 
lieber  die  Zeit  der  Entstehung  der  einzelnen  Bruchstücke  lässt  sich 
schwer  etwas  Sicheres  feststellen.  Die  vorhandenen  Entwürfe  sind 
weit  entfernt  von  einer  zusammenhängenden,  zur  Publication  bereiten 
Ausarbeitung,  wenn  auch  manche  Stellen  darauf  deuten,  dass  Riemann 
zu  gewissen  Zeiten  eine  solche  beabsichtigt  hat;  sie  genügen  allenfaNs 
um  den  Standpunkt  Riemann's  zu  den  psychologischen  und  natur- 
philosophischen Fragen  im  Allgemeinen  zu  characterisiren,  und  den 
Gang  anzudeuten,  den  seine  Untersuchungen  genommen  haben,  leider 
aber  fehlt  fast  jede  Ausführung  ins  Einzelne.  Welchen  Werth  Rie- 
mann selbst  diesen  Arbeiten  beigelegt  hat,  ergiebt  sich  aus  folgender 
Notiz : 

„Die  Arbeiten,  welche  mich  jetzt  vorzüglich  beschäftigen,  sind 

1.  In  ähnlicher  Weise  wie  dies  bereits  bei  den  algebraischen 
Functionen,  den  Expouential-  oder  Kreisfunctionen,  den  elliptischen 
und  Abel'schen  Functionen  mit  so  grossem  Erfolge  geschehen  ist,  das 
Imaginäre  in  die  Theorie  anderer  transcendenter  Functionen  einzuführen ; 
ich  habe  dazu  in  meiner  Inauguraldissertation  die  nothwendigsten  all- 
gemeinen Vorarbeiten  geliefert.     (Vgl.  diese  Dissertation  Art.  20.) 

2.  In  Verbindung  damit  stehen  neue  Methoden  zur  Integration 
partieller  Differentialgleichungen,  welche  ich  bereits  auf  mehrere  phy- 
sikalische -Gegenstände  mit  Erfolg  angewandt  habe. 

3.  Meine  Hauptarbeit  betrifft  eine  neue  Auffassung  der  bekannten 
Naturgesetze  —  Ausdruck  derselben  mittelst  anderer  Grundbegriffe  — 
wodurch  die  Benutzung  der  experimentellen  Data  über  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  Wärme,  Licht,  Magnetismus  und  Electricität  zur 
Erforschung  ihres  Zusammenhangs  möglich  wairde.  Ich  wurde  dazu 
hauptsächlich  durch  das  Studium  der  Werke  Newton's,  Euler's 
und  —  andrerseits  — ■  Herbart's  geführt.  Was  letzteren  betrifft,  so 
konnte  ich  mich  den  frühesten  Untersuchungen  Herbart's,  deren  Re- 
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sultate  in  seinen  Promotions-  und  Habilitationstliesen  (vom  22.  u.  23. 
October  1802)  ausgesprochen  sind,  fast  völlig  ansehliessen,  musste  aber 
von  dem  späteren  Gange  seiner  Speculatiou  in  einem  wesentlichen 
Punkte  abweichen,  wodurch  eine  Verschiedenheit  in  Bezug  auf  seine 
Naturphilosophie  und  diejenigen  Sätze  der  Psychologie,  welche  deren 
Verbindung  mit  der  Naturphilosophie  betreffen,  bedingt  ist." 

Ferner  an  einer  andern  Stelle  zu  genauerer  Bezeichnung  des  Stand- 
punktes : 

„Der  Verfasser  ist  Herbartianer  in  Psychologie  und  Erkenntniss- 
theorie (Methodologie  und  Eidolologie),  Herbart's  Naturphilosophie 
und  den  darauf  bezüglichen  metaphysischen  Disciplinen  (Ontologie  und 
Synechologie)  kann  er  meistens  nicht  sich  anschliessen." 


Nee  mea  dona  tibi  studio  disperta  fideli 
Intellecta  ■prias  quam  siut,  contemta  relinquas. 

Lucretius. 


I.     Zur  Psychologie  und  Metaphysik. 

Mit  jedem  einfachen  Denkact  tritt  etwas  Bleibendes,  Substantielles 
in  unsere  Seele  ein.  Dieses  Substantielle  erscheint  uns  zwar  als  eine 
Einheit,  scheint  aber  (in  sofern  es  der  Ausdruck  eines  räumlich  und 
zeitlich  ausgedehnten  ist)  eine  innere  Mannigfaltigkeit  zu  enthalten;  ich 
nenne  es  daher  „Geistes masse".  —  Alles  Denken  ist  hiernach  Bil- 
•dung  neuer  Geistesmassen. 

Die  in  die  Seele  eintretenden  Geistesmassen  erscheinen  uns  als 
Vorstellungen;  ihr  verschiedener  innerer  Zustand  bedingt  die  verschie- 
dene Qualität  derselben. 

Die  sich  bildenden  Geistesmassen  verschmelzen,  verbinden  oder 
compliciren  sich  in  bestimmtem  Grade,  theils  unter  einander,  theils 
mit  älteren  Geistesmassen.  Die  Art  und  Stärke  dieser  Verbindungen 
hängt  von  Bedingungen  ab,  die  von  Herbart  nur  zum  Theil  erkannt 
sind  und  die  ich  in  der.  Folge  ergänzen  werde.  Sie  beruht  haupt- 
sächlich auf  der  inneren  Verwandtschaft  der  Geistesmassen. 

Die  Seele  ist  eine  compacte,  aufs  Engste  und  auf  die  mannig- 
faltigste Weise  in  sich  verbundene  Geistesmasse.  Sie  wächst  beständig 
durch  eintretende  Geistesmassen,  und  hierauf  beruht  ihre  Fortbildung. 

Die  einmal  gebildeten  Geistesmassen  sind  unve;:'gänglich,  ihre  Ver- 
bindungen unauflöslich;  nur  die  relative  Stärke  dieser  Verbindungen 
ändert  sich  durch  das  Hinzukommen  neuer  Geistesmassen. 

Die  Geistesmassen  bedürfen  zum  Fortbestehen  keines  materiellen 
Trägers  und  üben  auf  die  Erscheinungswelt  keine  dauernde  Wirkung 
aus.  Sie  stehen  daher  in  keiner  Beziehung  zu  irgend  einem  Theile 
der  Materie  und  haben  daher  keinen  Sitz  im  Räume. 

Dagegen  bedarf  alles  Eintreten,  Entstehen,  alle  Bildung  neuer 
Geistesmassen  und  alle  Vereinigung  derselben  eines  materiellen  Trägers. 
Alles  Denken  geschieht  daher  an  einem  bestimmten  Ort. 

(Nicht  das  Behalten  unserer  Erfahrung,  nur  das  Denken  strengt 
an,  und  der  Kraftaufwand  ist,  soweit  wir  dies  schätzen  können^  der 
geistigen  Thätigkeit  proportional). 
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Jede  eintretende  Geistesmasse  regt  alle  mit  ihr  verwandten  Geistes- 
massen an  und  zwar  desto  stärker,  je  geringer  die  Verschiedenheit 
ihres  inneren  Zustandes  (Qualität)  ist. 

Diese  Anregung  beschränkt  sich  aber  nicht  bloss  auf  die  ver- 
wandten Geistesmassen,  sondern  erstreckt  sich  mittelbar  auch  auf  die 
mit  ihneii  zusammenhängenden  (d.  h.  in  früheren  Denkprocessen  mit 
ihnen  verbundenen).  Wenn  also  unter  den  verwandten  Geistesmassen 
ein  Theil  unter  sich  zusammenhängt,  so  werden  diese  nicht  blos  un- 
mittelbar, sondern  auch  mittelbar  angeregt  und  daher  verhältnissmassig 
stärker  als  die  übrigen. 

Die  Wechselwirkung  zweier  gleichzeitig  sich  bildenden  Geistes- 
massen wird  bedingt  durch  einen  materiellen  Vorgang  zwischen  den 
Orten  wo  beide  gebildet  werden.  Ebenso  treten  aus  materiellen  Ur- 
sachen alle  sich  bildenden  Geistesmassen  mit  unmittelbar  vorher  ge- 
bildeten in  unmittelbare  Wechselwirkung;  mittelbar  aber  werden  alle 
mit  diesen  zusammenhängenden  älteren  Geistesmassen  zur  Wirksam- 
keit angeregt,  und  zwar  desto  schwächer,  je  entfernter  sie  mit  ihnen 
und  je  weniger  sie  unter  sich  zusammenhängen. 

Die  allgemeinste  und  einfachste  Aeusserung  der  Wirksamkeit 
älterer  Geistesmassen  ist  die  Reproduction,  welche  darin  besteht,  dass 
die  wirkende  Geistesmasse  eine  ihr  ähnliche  zu  erzeugen  strebt. 

Die  Bildung  neuer  Geistesmassen  beruht  auf  der  gemeinschaftlichen 
Wirkung  theils  älterer  Geistesmassen,  theils  materieller  Ursachen,  und 
zwar  hemmt  oder  begünstigt  sich  alles  gemeinschaftlich  Wirkende  nach 
der  inneren  Ungleichartigkeit  oder  Gleichartigkeit  der  Geistesmassen, 
welche  es  zu  erzeugen  strebt. 


Die  Form  der  sich  bildenden  Geistesmasse  (oder  die  Qualität  der 
ihre  Bildung  begleitenden  Vorstellung)  hängt  ab  von  der  relativen  Be- 
wegungsform der  Materie  in  welcher  sie  gebildet  wird,  so  dass  gleiche 
Bewegungsform  der  Materie  eine  gleiche  Form  der  in  ihr  gebildeten 
Geistesmasse  bedingt,  und  umgekehrt  gleiche  Form  der  Geistesmasse 
eine  gleiche  Bewegungsform  der  Materie,  in  welcher  sie  gebildet  ist, 
voraussetzt. 

Sämmtliche  gleichzeitig  (in  unserem  Cerebrospinalsystem)  sich 
bildenden  Geistesmassen  verbinden  sich  in  Folge  eines  physischen 
(chemisch-electrischen)  Processes  zwischen  den  Orten,  wo  sie  sich  bilden. 

Jede  Geistesmasse  strebt  eine  gleichgeformte  Geistesmasse  zu  er- 
zeugen. Sie  strebt  also  diejenige  Bewegungsform  der  Materie  herzu- 
stellen, bei  welcher  sie  gebildet  ist. 
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Die  Annahme  einer  Seele  als  eines  einheitlichen  Trägers  des  Blei- 
benden, welches  in  den  einzelnen  Acten  des  Seelenlebens  erzeugt  wird 
(der  Vorstellungen),  stützt  sich 

1.  auf  den  engen  Zusammenhang  und  die  gegenseitige  Durch- 
dringunc;  aller  Vorstellungen.  Um  aber  die  Verbindung  einer  bestimm- 
ten  neuen  Vorstellung  mit  anderen  zu  erklären,  ist  die  Annahme  eines 
einheitlichen  Trägers  allein  nicht  ausreichend;  vielmehr  muss  die 
Ursache,  wesshalb  sie  gerade  diese  bestimmten  Verbindungen  in  dieser 
bestimmten  Stärke  eingeht,  in  den  Vorstellungen,  mit  welchen  sie  sich 
verbindet,  gesucht  werden.  Neben  diesen  Ursachen  aber  ist  die  An- 
nahme eines  einheitlichen  Trägers  aller  Vorstellungen  überflüssig  .... 


Wenden  wir  nun  diese  Gesetze  geistiger  Vorgänge,  auf  welche  die 
Erklärung  unserer  eigenen  inneren  Wahrnehmung  führt,  zur  Erklärung 
der  auf  der  Erde  wahrgenommenen  Zweckmässigkeit,  d.  h.  zur  Er- 
klärung des  Daseins  und  der  geschichtlichen  Entwicklung  an. 

Zur  Erklärung  unseres  Seelenlebens  mussten  wir  annehmen,  dass 
die  in  unseren  Nervenprocessen  erzeugten  Geistesmassen  als  Theile 
unserer  Seele  fortdauern,  dass  ihr  innerer  Zusammenhang  ungeändert 
fortbesteht,  und  sie  nur  in  sofern  einer  Veränderung  unterworfen  sind, 
als  sie  mit  anderen  Geistesmassen  in  Verbindung  treten. 

Eine  unmittelbare  Consequenz  dieser  Erklärungsprincipien  ist  es, 
dass  die  Seelen  der  organischen  Wesen,  d.  h.  die  während  ihres  Lebens 
entstandenen  compacten  Geistesmassen,  auch  nach  dem  Tode  fortbestehen. 
(Ihr  isoiirtes  Fortbestehen  genügt  nicht).  Um  aber  die  planraässige 
Entwicklung  der  organischen  Natur,  bei  welcher  offenbar  die  früher 
gesammelten  Erfahrungen  den  späteren  Schöpfungen  zur  Grundlage 
dienten,  zu  erklären,  müssen  wir  annehmen,  dass  diese  Geistesmassen 
in  eine  grössere  compacte  Geistesmasse,  die  Erdseele,  eintreten  und 
dort  nach  denselben  Gesetzen  einem  höheren  Seelenleben  dienen,  wie 
die  in  unseren  Nervenprocessen  erzeugten  Geistesmassen  unserem  eigenen 
Seelenleben. 

Wie  also  z.  B.  bei  dem  Sehen  einer  rothen  Fläche  die  in  einer 
Menge  einzelner  Primitivfasern  erzeugten  Geistesmassen  zu  einer  ein- 
zigen comjiacten  Geistesmasse  sich  verbinden,  welche  gleichzeitig  in 
unserem  Denken  auftritt,  so  werden  auch  die  in  den  verschiedenen 
Individuen  eines  Pflanzengeschlechts  erzeugten  Geistesmassen,  welche 
aus  einer  klimatisch  wenig  verschiedenen  Gegend  der  Erdoberfläche  in 
die  Erdseele  eintreten,  zu  einem  Gesammteindruck  sich  verbinden. 
Wie  die  verschiedenen  Sinneswahrnehmungen  von  demselben  Gegen- 
stände   sich   in   unserer  Seele  zu   einem  Bilde  desselben  vereinigen,  so 
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werden  sämmtliche  Pflanzen  eines  Tlieils  der  Erdoberfläche  der  Erd- 
seele ein  bis  ins  Feinste  ausgearbeitetes  Bild  von  dem  klimatischen 
und  chemischen  Zustande  desselben  geben.  Auf  diese  Weise  erklärt 
sich,  wie  aus  dem  früheren  Leben  der  Erde  sich  der  Plan  zu  späteren 
Schöpfungen  entwickelt. 

Aber  nach  unseren  Erklärungsprincipien  bedarf  zwar  das  Fort- 
bestehen vorhandener  Geistesmassen  keines  materiellen  Trägers,  aber 
alle  Verbindung  derselben,  wenigstens  alle  Verbindung  verschieden- 
artiger Geistesmassen  kann  nur  mittelst  neuer  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Nervenprocesse  erzeugter  Geistesmassen  geschehen. 

Aus  Gründen,  die  später  entwickelt  werden  sollen,  können  wir 
das  Substrat  einer  geistigen  Thätigkeit  nur  in  der  ponderablen  Materie 
suchen. 

Nun  ist  es  eine  Thatsache,  dass  die  starre  Erdrinde  und  alles 
Ponderable  über  ihr  nicht  einem  gemeinschaftlichen  geistigen  Processe 
dient,  sondern  die  Bewegungen  dieser  ponderablen  Massen  aus  andern 
Ursachen  erklärt  werden  müssen. 

Hiernach  bleibt  nur  die  Annahme  übrig,  dass  die  ponderablen 
Massen  innerhalb  der  erstarrten  Erdrinde  Träger  des  Seelenlebens  der 
Erde  sind. 

Sind  diese  dazu  geeignet?  Welches  sind  die  äusseren  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  des  Lebensprocesses?  Die  allgemeinen  Erfahrungen 
über  die  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Lebeusprocesse  müssen 
dabei  die  Grundlage  bilden;  aber  nur  in  soweit -es  uns  gelingt,  sie  zu 
erklären,  können  wir  daraus  Schlüsse  ziehen,  welche  auch  auf  andere 
Erscheinungskreise  anwendbar  sind. 

Die  allgemeinen  Erfahrungen  über  die  äusseren  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  in  dem  uns  zugänglichen  Erscheinungskreise  sind: 

1.  Je  höher  und  vollständiger  entwickelt  der  Lebensprocess,  desto 
mehr  bedürfen  die  Träger  desselben  des  Schutzes  gegen  äussere  Be- 
wegungsursachen, welche  die  relative  Lage  der  Theile  zu  verändern 
streben. 

2.  Die  uns  bekannten  physikalischen  Processe  (Stoffwechsel),  welche 
dem  Denkprocesse  als  Mittel  dienen: 

a)  Absorption  von  elastischen  durch  liquide  Flüssigkeiten. 
h)  Endosmose. 

c)  Bildung  und  Zersetzung  von  chemischen  Verbindungen. 

d)  galvanische  Ströme. 

3.  Die  Stoffe  in  den  Organismen  haben  keine  erkennbare  kry- 
stallinische   Structur,    sie    sind    theils    fest    (sehr  wenig   spröde)   theils 
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gelatinös,  theils  liquide  oder  elastisclie  Flüssigkeiten,  immer  aber  porös, 
d.  h.  von  elastischen  Flüssigkeiten  merklich  durchdringbar. 

4.  Unter  allen  chemischen  Elementen  sind  nur  die*  vier  sogenannten 
organischen  allgemeine  Träger  des  Lebensprocesses,  und  von  diesen 
sind  wieder  ganz  bestimmte  Verbindungen,  die  sogenannten  orgaui- 
sirenden,  Bestandtheile  der  organischen  Körper  (Proteinstoffe,  Cellu- 
lose  etc.) 

5.  Die  organischen  Verbindungen  bestehen  nur  bis  zu  einer  be- 
stimmten oberen  Temperaturgrenze,  und  nur  bis  zu  einer  bestimmten 
unteren  können  sie  Träger  des  Lebensprocesses  sein. 

ad.  1.  Veränderungen  in  der  relativen  Lage  der  Theile  werden  in 
stufenweise  geringerem  Grade  bewirkt  durch  mechanische  Kräfte,  durch 
Temperaturveränderungen,  durch  Lichtstrahlen;  hiernach  können  wir 
die  Thatsachen,  deren  allgemeiner  Ausdruck  unser  Satz  ist,  folgeuder- 
maassen  ordnen: 

1.  Die  Fortpflanzbarkeit  der  niederen  Organismen  durch  Theilung. 
Die  bei  den  höheren  Thierorganismen  allmählich  abnehmende  Re- 
productionsfähigkeit. 

2.  Die  Theile  der  Pflanze  sind  gegen  Temperaturänderungen  desto 
empfindlicher,  je  intensiver  und  je  höher  entwickelt  der  Lebensprocess 
in  ihnen  ist.  In  den  höheren  Thierorganismen  herrscht,  und  zwar  in 
den  wichtigsten  Theilen  am  vollkommensten,  eine  fast  constante  Wärme. 

3.  Die  Theile  des  Nervensystems,  welche  selbständiger  Denk- 
thätigkeit  dienen,   sind  gegen  alle  diese  Einflüsse  möglichst  geschützt. 

Die  zuerst  aufgeführte  Thatsache  hat  ihren  Grund  offenbar  darin, 
dass  die  relative  Lage  der  Theile  desto  eher  von  Vorgängen  im  Lmern 
^  der  Materie  bestimmt  werden  kann,  je  weniger  sie  von  äusseren  Be- 
wegungsursachen bestimmt  wird.  Diese  Unabhängigkeit  von  äusseren 
Beweffungsursachen  findet  aber  innerhalb  der  Erdrinde  in  einem  weit 
höheren  Grade  statt,  als  es  sich  durch  organische  Eim'ichtungen  ausser- 
halb der  Erdrinde  irgend  erreichen  Hess. 

Unter  den  folgenden  Thatsachen,  welche  wir  im  Zusammenhang 
betrachten,  sind  die  unter  4.  und  5.  zusammengestellten  anscheinend 
unserer  Amiahme  entgegen;  in  der  That  würden  sie  es  sein,  wenn 
diesen  von  uns  wahrgenommenen  Bedingungen  für  die  Möglichkeit 
eines  Lebensprocesses  eine  absolute  Gültigkeit  beizulegen  wäre  und 
nicht  bloss  eine  relative  für  unsern  Erfahrungskreis.  Gegen  ersteres 
aber  sprechen  folgende  Gründe: 

1.  Man  müsste  alsdann  die  ganze  Natur,  mit  Ausnahme  der  Erd- 
oberfläche   für    todt   halten,    denn    auf   allen    andern    Himmelskörpern 
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herrschen  Wärme-  und  Druckverhältnisse,  unter  welchen  die  organischen 
Verbindungen  nicht  bestehen  können. 

2.  Es  ist  ungereimt,  anzunehmen,  dass  auf  der  erstarrten  Erdrinde 
Oro-anisches  aus  Unorganischem  entstanden  sei.  Um  das  Entstehen  der  nie- 
dersten Organismen  auf  der  Erdrinde  zu  erklären,  muss  man  schon  ein 
organisirendes  Prineip,  also  einen  Denkprocess  unter  Bedingungen  anneh- 
men unter  welchen  die  organischen  Verbindungen  nicht  bestehen  konnten. 

Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  diese  Bedingungen  nur  für  den 
Lebensproeess  unter  den  jetzigen  Verhältnissen  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  gültig  sind,  und  nur  in  soweit  es  uns  gelingt,  sie  zu  erklären, 
können  wir  daraus  die  Möglichkeit  des  Lebensprocesses  unter  anderen 
Verhältnissen  beurtheilen. 

Weshalb  also  sind  nur  die  vier  organischen  Elemente  allgemeine 
Träo-er  des  Lebensprocesses?  Der  Grund  kann  nur  in  Eigenschaften 
gesucht  werden,  durch  welche  sich  diese  vier  Elemente  von  allen 
übrigen  unterscheiden. 

1.  Eine  solche  allgemeine  Eigenschaft  dieser  vier  Elemente  findet 
sich  nun  darin,  dass  sie  und  ihre  Verbindungen  von  allen  Stoßen  am 
schwersten  und  zum  Theil  bis  jetzt  gar  nicht  condensirt  werden  können. 

2.  Eine  andere  gemeinsame  Eigenschaft  derselben  ist  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  ihrer  Verbindungen  und  deren  leichte  Zersetzbarkeit. 
Diese  Eigenschaft  könnte  aber  ebenso  wohl  Folge,  als  Grund  ihrer 
Verwendung  zu  Lebensprocessen  sein. 

Dass  aber  die  erstere  Eigenschaft,  schwer  condensirt  werden  zu 
können,  diese  vier  Elemente  vorzugsweise  geeignet  macht,  Lebens- 
processen zu  dienen,  wird  einigermassen  schon  unmittelbar  aus  den 
unter  2.  und  3.  zusammengestellten  thatsächlichen  Bedingungen  des 
Lebensprocesses  erklärlich,  noch  mehr  aber  wenn  man  die  Erschei- 
nungen bei  der  Condensation  der  Gase  zu  liquiden  Flüssigkeiten  und 
festen  Körpern  auf  Ursachen  zurück  zu  führen  sucht.  .  .  . 


Zend-Avesta  in  der  That  ein  lebendig  machendes  Wort,*)  neues 
Leben  schaffend  unserem  Geiste  im  Wissen  wie  im  Glauben;  denn  wie 
mancher  Gedanke,  welcher,  einst  zwar  im  Entwicklungsgang  der  Mensch- 
heit mächtig  wirkend,  nur  durch  Ueberlieferung  in  uns  fortdauerte, 
ersteht  jetzt  auf  einmal  aus  seinem  Scheintode  in  reinerer  Form  zu 
neuem  Leben,  neues  Leben  enthüllend  in  der  Natur.  Denn  wie  un- 
ermesslich  erweitert  sich  vor  unserm  Blick  das  Leben  der  Natur,  wel- 
ches bisher  nur  auf  der  Oberfläche  der  Erde  sich  ihm  kund  that,  wie 


*)  Vgl.  Fechner,  Zend-Avesta,  I,  Vorrede  S.  V. 
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unausspreclilicli  erhabener  erseheint  es  als  bisher.  Was  wir  als  den 
Sitz  sinn-  und  bewusstlos  wirkender  Kräfte  betrachteten,  das  erscheint 
jetzt  als  die  Werkstatt  der  höchsten  geistigen  Thätigkeit.  In  Avunder- 
barer  Weise  erfüllt  sich,  was  unser  grosser  Dichter  als  das  Ziel, 
welches  dem  Geist  des  Forschers  vorschwebte,  in  vorschauender  Be- 
geisterung geschildert  hat. 

Wie  Fechner  in  seiner  Nanna  die  Beseeltheit  der  Pflanzen  dar- 
zuthun  sucht,  so  ist  der  Ausgangspunkt  seiner  Betrachtungen  im  Zend- 
Avesta  die  Lehre  von  der  Beseeltheit  der  Gestirne.  Die  Methode, 
deren  er  sich  bedient,  ist  nicht  die  Abstraction  allgemeiner  Gesetze 
durch  die  Induction  und  die  Anwendung  und  Prüfung  derselben  in  der 
Naturerklärung,  sondern  die  Analogie.  Er  vergleicht  die  Erde  mit 
unserem  eigenen  Organismus,  von  welchem  wir  wissen,  dass  er  be- 
seelt ist.  Er  sucht  dabei  nicht  bloss  einseitig  die  Aehnlichkeiten  auf, 
sondern  lässt  auch  ebenso  sehr  den  Unähnlichkeiten  ihr  Recht  ange- 
deihen,  und  kommt  so  zu  dem  Resultat,  dass  alle  Aehnlichkeiten  dar- 
auf hinweisen,  dass  die  Erde  ein  beseeltes  Wesen,  alle  Unähnlich- 
keiten aber  darauf,  dass  sie  ein  weit  höher  stehendes  beseeltes  Wesen, 
als  wir,  sei.  Die  überzeugende  Kraft  dieser  Darstellung  liegt  in  ihrer 
allseitigen  Durchführung  im  Einzelnen.  Der  Gesammteindruck  des  vor 
uns  aufgerollten  Bildes  von  dem  Leben  der  Erde  muss  der  Ansicht 
Evidenz  geben  und  ersetzen,  was  den  einzelnen  Schlüssen  an  Strenge 
fehlt.  Diese  Evidenz  beruht  wesentlich  auf  der  Anschaulichkeit  des 
Bildes ,  auf  seiner  grösstmöglichen  Ausführung  ins  Einzelne.  Ich 
würde  daher  der  Fechner'schen  Ansicht  zu  schaden  glauben,  wenn 
ich  hier  den  Gang,  welchen  er  in  seinem  Werke  nimmt,  im  Auszug 
darzulegen  versuchte.  Bei  der  folgenden  Besprechung  der  Fechner'- 
schen Ansichten  werde  ich  also  von  der  Form,  in  welcher  sie  vor- 
getragen sind,  absehen  und  nur  das  Substantielle  derselben  ins  Auge 
fassen,  und  mich  dabei  auf  die  erstere  Methode,  die  Abstraction  all- 
gemeiner Gesetze  durch  Induction  und  ihre  Bewährung  in  der  Natur- 
erklärung stützen. 

Fragen  wir  zunächst:  woraus  schliessen  wir  die  Beseeltheit  eines 
Dinges  (das  Stattfinden  eines  fortdauernden  einheitlichen  Denkprocesses 
in  ihm).  Unserer  eigenen  Beseeltheit  sind  wir  unmittelbar  gewiss,  bei 
Anderen  (Menschen  und  Thieren)  schliessen  wir  sie  aus  individuellen 
zweckmässigen  Bewegungen. 

Ueberall,  wo  wir  wohlgeordnete  Zweckmässigkeit  auf  eine  Ursache 
zurückführen,  suchen  wir  diese  Ursache  in  einem  Denkprocesse;  eine 
andere  Erklärung  haben  wir  nicht.  Das  Denken  selbst  aber  kann  ich 
wenigstens  nur  für  einen  Vorgang  im  Innern  der  ponderablen  Materie 
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halten.  Die  Uumöglichkeit,  das  Deukeu  aus  räumlichen  Bewegungen 
der  Materie  zu  erklären,  wird  bei  einer  unbefangenen  Zergliederung 
der  inneren  Wahrnehmung  wohl  Jedermann  einleuchten;  doch  mag 
die  abstracte  Möglichkeit  einer  solchen  Erklärimg  hier  zugegeben 
werden. 

Dass  auf  der  Erde  Zweckmässigkeit  wahrgenommen  werde,  wird 
niemand  läugnen.  Es  fragt  sich  also,  wohin  haben  wir  den  Denk- 
process,  w^elcher  die  Ursache  dieser  Zweckmässigkeit  ist,  zu  ver- 
legen. 

Es  ist  hier  nur  von  bedingten  (in  begrenzten  Zeiten  und  Räumen 
stattfindenden)  Zwecken  die  Rede;  unbedingte  Zwecke  finden  ihre  Er- 
klärung in  einem  ewigen  (nicht  in  einem  Denkprocess  erzeugten)  Wollen. 
Die  einzige  Zweckmässigkeit,  deren  Ursache  wir  wahrnehmen,  ist  die 
Zweckmässigkeit  unserer  eigenen  Handlungen.  Sie  entspringt  aus  dem 
Wollen  der  Zwecke  und  dem  Nachdenken  über  die  Mittel. 

Finden  wir  nun  einen  aus  ponderabler  Materie  bestehenden  Kör- 
per, in  welchem  ein  System  von  fortlaufenden  Zweck-  und  Wirkungs- 
bezügen vollkommen  zum  Abschluss  kommt,  so  können  wir  zur  Er- 
klärung dieser  Zweckmässigkeit  einen  fortwährenden  einheitlichen  Denk- 
process in  demselben  annehmen;  und  diese  Hypothese  wird  die  wahr- 
scheinlichste sein,  wenn  1)  die  Zweckmässigkeiten  nicht  schon  in 
Theilen  des  Körpers  zum  Abschluss  kommen,  und  2)  kein  Grund  vor- 
handen ist,  die  Ursache  derselben  in  einem  grösseren  Ganzen,  welchem 
der  Körper  angehört,  zu  suchen. 

Wenden  wir  dies  auf  die  in  Menschen,  Thieren  und  Pflanzen  wahr- 
genommene Zweckmässigkeit  an,  so  ergiebt  sich,  dass  ein  Theil  dieser 
Zweckmässigkeiten  aus  einem  Denkprocess  im  Innern  dieser  Körper  zu 
erklären  ist,  ein  anderer  Theil,  die  Zweckmässigkeit  des  Organismus, 
aber  aus  einem  Denkprocess  in  einem  grösseren  Ganzen. 

Die  Gründe  hierfür  sind: 

1.  Die  Zweckmässigkeit  der  organischen  Einrichtungen  findet 
nicht  in  den  einzelnen  Organismen  ihren  Abschluss.  Die  Gründe  für 
die  Einrichtung  des  menschlichen  Organismus  sind  offenbar  in  der  Be- 
schaffenheit der  ganzen  Erdoberfläche,  die  organische  Natur  mit  ein- 
gerechnet, zu  suchen. 

2.  Die  organischen  Bewegungen  wiederholen  sich  unzählbar,  tlieils 
in  verschiedenen  Individuen  neben  einander,  theils  in  dem  Leben  eines 
Individuums  oder  eines  Geschlechts  nach  einander.  Für  die  Zweck- 
mässigkeit, welche  in  ihnen  für  sich  schon  liegt,  ist  also  nicht  in  je- 
dem Fall  eine  besondere,  sondern  eine  gemeinsame  Ursache  anzunehmen. 
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3.  Die  organischen  Einrichtungen  erhalten  theils  (bei  Menschen 
und  Thieren)  im  Leben  der  einzelnen  Individuen,  theils  (bei  Pflanzen 
und  Embryonen)  im  Leben  der  einzelnen  Geschlechter  keine  Fortbildung. 
Die  Ursache  ihrer  Zweckmässigkeit  ist  also  nicht  in  einem  gleich- 
zeitig fortlaufenden  Denkprocess  zu  suchen. 

Nach  Abzug  dieser  (organischen)  Zweckmässigkeiten  bleibt  nun 
bei  Menschen  und  Thieren  anerkannter  Maassen,  bei  Pflanzen  nach 
Fechner's  Ansicht,  noch  ein  abgeschlossenes  System  in  einander  greifen- 
der veränderlicher  Zweck-  und  Wirkungsbezüge  übrig;  und  diese  Zweck- 
mässigkeit ist  aus  einem  einheitlichen  Denkproeesse  in  ihnen  zu  er- 
klären. 

Diese  Folgerungen  aus  unseren  Principien  werden  durch  unsere 
innere  Wahrnehmuno;  bestätigt. 

Nach  denselben  Principien   aber  müssen   wir  die  Ursache  der  in 
den   Organismen    wahrgenommenen    Zweckmässigkeiten    in    einem    ein- 
heitlichen Denkprocesse  in  der  Erde  suchen  aus  folgenden  Gründen: 
et)  Die   Zweck-  und  Wirkungsbezüge    in   dem   organischen  Leben 
auf  der  Erde  zerfallen  nicht  in  einzelne   Systeme,  sondern  es 
greift   alles    in    einander.      Sie    können   daher  nicht  aus    meh- 
reren  besonderen   Denkprocessen  in   Theilen   der  Erde  erklärt 
werden. 

b)  Es  ist,  so  weit  unsere  Erfahrung  reicht,  kein  Grund  vorhanden, 
die  Ursachen  dieser  Zweckmässigkeiten  in  einem  grösseren 
Ganzen  zu  suchen.  Alle  Organismen  sind  nur  zum  Leben  auf 
der  Erde  bestimmt.  Der  Zustand  der  Erdrinde  enthält  daher 
sämmtliche  (äussere)  Gründe  ihrer  Einrichtung. 

c)  Sie  sind  individuell.  Nach  allem  Avas  die  Erfahrung  darüber 
lehrt,  müssen  wir  annehmen,  dass  sie  sich  auf  andern  Himmels- 
körpern nicht  wiederholen. 

(7)  Sie  bleiben  nicht  während   des   Lebens    der  Erde.     Es   treten 
vielmehr    im   Lauf  desselben  immer  neue,   vollkommenere   Or- 
ganismen auf.     Wir  müssen  also  die  Ursache  in  einem  gleich- 
zeitig zu  höheren  Stufen  fortschreitenden  Denkprocesse  suchen. 
Vom  Standpunkt  der  exacten  Naturwissenschaft,  der  Natur-Erklärung 
aus  Ursachen  ist  also  die  Annahme  einer  Erdseele  eine  Hypothese  zur 
Erklärung  des  Daseins  und  der  geschichtlichen  Entwicklung  der  organi- 
schen Welt. 


„Wenn  der  Leib  der  niederen  Seele  stirbt"  sagt  Fechner,  „nimmt 
die  obere  Seele  sie  aus  ihrem  Anschauuugsleben  in  ihr  Erinnerungsleben 
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auf."     Die  Seelen  der  gestorbenen  Gescliöjife  sollen  also  die  Elemente 
bilden  für  das  Seelenleben  der  Erde. 

Die  verschiedenen  Denkprocesse  scheinen  sich  hauptsächlich  zu 
unterscheiden  durch  ihren  zeitlichen  Rhythmus.  Wenn  die  Pflanzen 
beseelt  sind,  so  müssen  Stunden  und  Tage  für  sie  sein,  was  für  uns 
Secunden  sind;  der  entspreehende  Zeitraum  für  die  Erdseele,  wenigstens 
für  ihre  Thätigkeit  nach  aussen,  umfasst  vielleicht  viele  Jahrtausende. 
Soweit  die  geschichtliche  Erinnerung  der  Menschheit  reicht,  sind  alle 
Bewegungen  der  unorganischen  Erdrinde  wohl  noch  aus  mechanischen 
Gesetzen  zu  erklären. 


Antinomien. 

Thesis. 

Anti 

ithesis. 

Endliches 

,  Vorstellbares. 

Unendliches, 

Beg 

riffssysteme  die 

an    der   Grenze 

des 

Vorstellbaren 

liegen. 

I. 

EndHche 

Zeit-    und 

Raumele- 

Stetiges. 

mente. 

II. 


Freiheit,  d.  h.  nicht  das  Ver- 
mögen, absolut  anzufangen,  son- 
dern zwischen  zwei  oder  mehreren 
gegebenen  Möglichkeiten  zu  ent- 
scheiden. 

Damit  trotz  völlig  bestimmter 
Gesetze  des  Wirkens  der  Vor- 
stellungen Entscheidung  durch  Will- 
kür möglich  sei  muss  man  anneh- 
uien,  dass  der  psychische  Mechanis- 
mus selbst  die  Eigenthümlichkeit 
hat  oder  Avenigstens  in  seiner  Ent- 
wicklung annimmt,  die  Nothwen- 
diu'keit  derselben  herbeizuführen. 


Determinismus. 


Niemand  kann  beim  Handeln 
die  Ueberzeugung  aufgeben,  dass 
die  Zukunft  durch  sein  Handeln 
mitbestimmt  wird. 


ID. 


Ein    zeitlich 
(Weltregierung). 


wirkender     Gott 


Ein  zeitloser,  persönlicher,  all- 
wissender, allmächtiger,  allgütiger 
Gott  (Vorsehung). 
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IV. 


Thesis. 
Unsterbliclikeit. 


Freiheit  ist  sehr  Avohl  verein- 
bar mit  strenger  Gesetzmässigkeit 
des  Naturlaufs.  Aber  der  Begriff 
eines  zeitlosen  Gottes  ist  daneben 
nicht  haltbar.  Es  muss  vielmehr 
die  Beschränkung,  welche  Allmacht 
und  Allwissenheit  durch  die  Frei- 
heit der  Geschöpfe  in  der  oben 
festgestellten  Bedeutung  erleiden, 
aufgehoben  werden  durch  die  An- 
nahme eines  zeitlich  wirkenden 
Gottes,  eines  Lenkers  der  Herzen 
und  Geschicke  der  Menschen,  der 
Begriff  der  Vorsehung  muss  er- 
gänzt und  zum  Theil  ersetzt  wer- 
den durch  den  Begriff  der  Welt- 
retjierunff. 


Antithesis. 
Ein  unserer  zeitlichen  Erschei- 
nung zu  Grunde  liegendes  Ding  an 
sich  mit  transcendentaler  Freiheit, 
radicalem  Bösen,  intelligiblem  Cha- 
rakter auscjestattet. 


Allgemeines  Verhältniss  der  Begriffssysteme  der  Thesis  und 

Antithesis. 

Die  Methode,  welche  Newton  zur  Begründung  der  Infinitesimal- 
rechnung anwandte,  und  welche  seit  Anfang  dieses  Jahrhunderts  von 
den  besten  Mathematikern  als  die  einzige  anerkannt  worden  ist,  welche 
sichere  Resultate-  liefert,  ist  die  Grenzmethode.  Die  Methode  besteht 
darin,  dass  man  statt  eines  stetigen  Uebergangs  von  einem  Werth 
einer  Grösse  zu  einem  andern,  von  einem  Orte  zu  einem  andern,  oder 
überhaupt  von  einer  Bestimmuugsweise  eines  Begriffs  zu  einer  andern 
zunächst  einen  Uebergang  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Zwischen- 
stufen betrachtet  und  dann  die  Anzahl  dieser  Zwischenstufen  so  wachsen 
lässt,  dass  die  Abstände  zweier  aufeinanderfolgender  Zwischenstufen 
sämmtlich  ins  Unendliche  abnehmen. 

Die  Begriffssysteme  der  Antithesis  sind  zwar  durch  negative  Prä- 
dicate  fest  bestimmte  Begriffe,  aber  nicht  positiv  vorstellbar. 
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Eben  desshalb,  weil  ein  genaues  und  vollständiges  Vorstellen  dieser 
Begriffssysteme  unmöglich  ist,  sind  sie  der  direeten  Untersuchung  und 
Bearbeitung  durch  unser  Nachdenken  unzugänglich.  Sie  können  aber 
als  an  der  Grenze  des  Vorstellbaren  liegend  betrachtet  werden,  d.  h. 
man  kann  ein  innerhalb  des  Vorstellbaren  liegendes  Begriffssystem 
bilden,  welches  durch  blosse  Aenderung  der  Grössenverhältnisse  in  das 
gegebene  Begriffssystem  übergeht.  Von  den  Grössenverhältnissen  ab- 
gesehen bleibt  das  Begriffssystem  bei  dem  üebergang  zur  Grenze  un- 
geändert.  In  dem  Grenzfall  selbst  aber  verlieren  einige  von  den  Cor- 
relativbegriffen  des  Systems  ihre  Vorstellbarkeit,  und  zwar  solche, 
Avelche  die  Beziehung  zwischen  andern  Begriffen  vermitteln. 


II.    Erkenntnisstheoretisches. 

Versuch   einer  Lehre   von  den  Grundbegriffen  der  Mathematik  und 
Physik  als  Grundlage  für  die  Naturerklärung. 

Naturwissenschaft  ist  der  Versuch,  die  Natur  durch  genaue 
Begriffe  aufzufassen. 

Nach  den  Begriffen,  durch  welche  wir  die  Natur  auffassen,  werden 
nicht  bloss  in  jedem  Augenblick  die  Wahrnehmungen  ergänzt,  sondern 
auch  künftige  Wahrnehmungen  als  noth wendig,  oder,  insofern  das 
Begriffssystem  dazu  nicht  vollständig  genug  ist,  als  wahrscheinlich 
vorher  bestimmt;  es  bestimmt  sich  nach  ihnen,  was  „möglich"  ist  (also 
auch  was  „nothwendig"  oder  wessen  Gegentheil  unmöglich  ist)  und  es 
kann  der  Grad  der  Möglichkeit  (der  „Wahrscheinlichkeit")  jedes  ein- 
zelnen nach  ihnen  möglichen  Ereignisses,  wenn  sie  genau  genug  sind, 
mathematisch  bestimmt  werden. 

Tritt  dasjenige  ein,  was  nach  diesen  Begriffen  nothwendig  oder 
wahrscheiulich  ist,  so  werden  sie  dadurch  bestätigt,  und  auf  dieser 
Bestätigung  durch  die  Erfahrung  beruht  das  Zutrauen,  Avelches  wir 
ihnen  schenken.  Geschieht  aber  Etwas,  was  nach  ihnen  nicht  erwartet 
Avird,  also  nach  ihnen  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  ist,  so  ent- 
steht die  Aufgabe,  sie  so  zu  ergänzen  oder,  wenn  nöthig,  umzuarbeiten, 
dass  nach  dem  vervollständigten  oder  verbesserten  Begriffssystem  das 
Wahrgenommene  aufhört,  unmöglich  oder  unwahrscheinlich  zu  sein. 
Die  Ergänzung  oder  Verbesserung  des  Begriffssystems  bildet  die  „Er- 
klärung" der  unerwarteten  Wahrnehmung.  Durch  diesen  Process  wird 
unsere  Auffassung  der  Natur  allmählich  immer  vollständiger  und  rich- 
tiger, geht  aber  zugleich  immer  mehr  hinter  die  Oberfläche  der  Er- 
scheinungen zurück. 

Die  Geschichte  der  erklärenden  Naturwissenschaften,  soweit  wir 
sie  rückwärts  verfolgen  können,  zeigt,  dass  dieses  in  der  That  der 
Weg  ist,  auf  welchem  unsere  Naturerkenntniss  fortschreitet.  Die  Be- 
griffssysteme, welche  ihnen  jetzt  zu  Grunde  liegen,  sind  durch  all- 
mählige  Umwandlung  älterer  Begriffssysteme  entstanden,  und  die  Gründe, 
welche  zu  neuen  Erklärungsweisen  trieben,  lassen  sich  stets  auf  Wider- 
sprüche oder  UnWahrscheinlichkeiten,  die  sich  in  den  älteren  Erklärungs- 
weisen herausstellten,  zurückführen. 
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Die  Bildung  neuer  Begriffe,  soweit  sie  der  Beobachtung  zugänglich 
ist,  geschieht  also  durch  jenen  Process. 

Es  ist  nun  von  Herbart  der  Nachweis  geliefert  worden,  dass 
auch  die  zur  Weltauffassung  dienenden  Begriffe,  deren  Entstehung  wir 
weder  in  der  Geschichte,  noch  in  unserer  eigenen  Entwicklung  ver- 
folo"en  können,  weil  sie  uns  unvermerkt  mit  der  Sprache  überliefert 
werden,  sämmtlich,  in  soweit  sie  mehr  sind  als  blosse  Formen  der 
Verbindung  der  einfachen  sinnlichen  Vorstellungen,  aus  dieser  Quelle 
abgeleitet  werden  können  und  daher  nicht  (wie  nach  Kant  die  Kate- 
gorien) aus  einer  besonderen  aller  Erfahrung  voraufgehenden  Be- 
schaffenheit der  menschlichen  Seele  hergeleitet  zu  werden  brauchen. 

Dieser  Nachweis  ihres  Ursprungs  in  der  Auffassung  des  durch  die 
sinnliche  Wahrnehmung  Gegebenen  ist  für  uns  desshalb  wichtig,  weil 
nur  dadurch  ihre  Bedeutung  in  einer  für  die  Naturwissen- 
schaft genügenden  AVeise  festgestellt  werden  kann.  .  .  . 


Nachdem  der  Begriff  für  sich  bestehender  Dinge  gebildet  worden 
ist,  entsteht  nun  beim  Nachdenken  über  die  Veränderung,  welche  dem 
Begriffe  des  für  sich  Bestehens  widerspricht,  die  Aufgabe,  diesen  schon 
bewährten  Begriff  so  weit  als  möglich  aufrecht  zu  erhalten.  Hieraus 
entspringen  gleichzeitig  der  Begriff  der  stetigen  Veränderung,  und  der 
Begriff  der  Causalität. 

Beobachtet  wird  nur  ein  Uebergang  eines  Dinges  aus  einem  Zu- 
stand in  einen  anderen,  oder,  allgemeiner  zu  reden,  aus  einer  Be- 
stimmungsweise in  eine  andere,  ohne  dass  dabei  ein  Sprung  wahr- 
genommen wird.  Bei  der  Ergänzung  der  Wahrnehmungen  kann  man 
nun  entweder  annehmen,  dass  der  Uebergang  durch  eine  sehr  grosse 
aber  endliche  Anzahl  für  unsere  Sinne  unmerklicher  Sprünge  geschieht, 
oder  dass  das  Ding  durch  alle  Zwischenstufen  aus  dem  einen  Zustand 
in  den  andern  übergeht.  Der  stärkste  Grund  für  die  letztere  Auf- 
fassung liegt  in  der  Forderung,  den  schon  bewährten  Begriff  des  für 
sich  Bestehens  der  Dinge  so  weit  als  möglich  aufrecht  zu  erhalten. 
Freilich  ist  es  nicht  möglich,  sich  einen  Uebergang  durch  alle  Zwischen- 
stufen wirklich  vorzustellen,  was  aber,  wie  bemerkt,  genau  genommen 
von  allen  Begriffen  gilt. 

Zugleich  aber  wird  nach  dem  früher  gebildeten  und  in  der  Er- 
fahrung bewährten  Begriffe  des  für  sich  Bestehens  der  Dinge  geschlossen, 
das  Ding  würde  bleiben,  was  es  ist,  wenn  nichts  Anderes  hinzukäme. 
Hierin  liegt  der  Antrieb,  zu  jeder  Veränderung  eine  Ursache  zu  suchen. 
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I.     Wann  ist  unsere  Auffassung  der  Welt  wahr? 

„Wenn  der  Zusammenhang  unserer  Vorstellungen  dem  Zusammen- 
hange der  Dinge  entspricht." 

Die  Elemente  unseres  Bildes  von  der  Welt  sind  von  den  ent- 
sprechenden Elementen  des  abgebildeten  Realen  gänzlich  verschieden. 
Sie  sind  etwas  in  uns;  die  Elemente  des  Realen  etwas  ausser  uns. 
Aber  die  Verbindungen  zwischen  den  Elementen  im  Bilde  und  im  Ab- 
gebildeten müssen  übereinstimmen,  wenn  das  Bild  wahr  sein  soll.  Die 
Wahrheit  des  Bildes  ist  unabhängig  von  dem  Grade  der  Feinheit  des 
Bildes;  sie  hängt  nicht  davon  ab,  ob  die  Elemente  des  Bildes  grössere' 
oder  kleinere  Mengen  des  Realen  repräsentiren.  Aber  die  Verbindunn-en 
müssen  einander  entsprecheii;  es  darf  nicht  im  Bilde  eine  unmittelbare 
Wirkung  zweier  Elemente  auf  einander  angenommen  werden,  wo  in 
der  Wirklichkeit  nur  eine  mittelbare  stattfindet.  In  diesem  Fall  würde 
das  Bild  falsch  sein  und  der  Berichtigung  bedürfen;  wird  dagegen  ein 
Element  des  Bildes  durch  eine  Gruppe  von  feineren  Elementen  ersetzt, 
so  dass  seine  Eigenschaften  theils  aus  einfacheren  Eigenschaften  der 
feineren  Elemente,  theils  aber  aus  ihrer  Verbindung  sich  ergeben  und 
also  zum  Tlieil  begreiflich  werden,  so  wächst  dadurch  zwar  unsere 
Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  Dinge,  aber  ohne  dass  die  frühere 
Auffassung  für  falsch  erklärt  werden  müsste. 

IL     Woraus  soll  der  Zusammenhang  der  Dinge  gefunden  werden? 

„Aus  dem  Zusammenhange  der  Erscheinungen." 

Die  Vorstellung  von  Sinnendingen  in  bestimmten  räumlichen  und 
zeitlichen  Verhältnissen  ist  dasjenige,  was  beim  absichtlichen  Nach- 
denken über  die  Natur  vorgefunden  wird  oder  für  dasselbe  gegeben 
ist.  Es  ist  jedoch  bekanntlich  die  Qualität  der  Merkmale  der  Sinnen- 
dinge, Farbe,  Klang,  Ton,  Geruch,  Geschmack,  Wärme  oder  Kälte, 
etwas  lediglich  unserer  Empfindung  Entnommenes,  ausser  uns  nicht 
Existirendes. 

Dasjenige,  woraus  der  Zusammenhang  der  Dinge  erkannt  werden 
muss,  sind  also  quantitative  Verhältnisse,  die  räumlichen  und  zeit- 
lichen Verhältnisse  der  Sinnendinge  und  die  Intensitätsverhältnisse  der 
Merkmale  und  ihrer  Qualitätsunterschiede. 

Aus  dem  Nachdenken  über  den  beobachteten  Zusammenhang  dieser 
Grössenverhältnisse  muss  sich  die  Erkenntniss  des  Zusammenhangs  der 
Dinge  ergeben. 
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Causalität. 

I.  Was  ein  Agens  zu  bewirken  strebt  rauss  durcli  den  Begriff 
des  Agens  bestimmt  sein;  seine  Action  kann  von  niclits  Anderem  als 
von  seinem  eigenen  Wesen  abhängen. 

IL  Dieser  Forderung  wird  genügt,  wenn  das  Agens  sicli  selbst 
zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt. 

III.  Eine  solche  Action  ist  aber  nicht  denkbar,  wenn  das  Agens 
ein  Ding,  ein  Seiendes  ist,  sondern  nur  wenn  es  ein  Zustand  oder  ein 
Verhältniss  ist.  Findet  ein  Streben  etwas  zu  erhalten  oder  her- 
zustellen Statt,  so  müssen  auch  Abweichungen,  und  zwar  in  verschie- 
denen Graden,  von  diesem  Etwas  möglich  sein;  und  es  wird  in  der 
That,  in  sofern  dieser  Bestrebung  andere  Bestrebungen  widerstreiten, 
nur  möglichst  nahe  erhalten  oder  hergestellt  werden.  Es  giebt  aber 
keine  Grade  des  Seins,  eine  gradweise  Verschiedenheit  ist  nur  von  Zu- 
ständen oder  Verhältnissen  denkbar.  Wenn  also  ein  Agens  sich 
selbst  zu  erhalten  oder  herzustellen  strebt,  so  muss  es  ein  Zustand 
oder  ein  Verhältniss  sein. 

IV.  Eine  solche  Action  eines  Ziistandes  kann  selbstredend  nur 
auf  solche  Dinge  stattfinden,  die  eines  gleichen  Zustandes  fähig  sind. 
Auf  welche  von  diesen  Dingen  sie  aber  stattfindet  und  ob  sie  über- 
haupt stattfindet,  kann  aus  dem  Begriff  des  Agens  nicht  geschlossen 
werden.*) 


*)  Diese  Sätze  gelten  nur  wenn  einem  einfachen  Realgrund  das  Wirken  zu- 
geschrieben werden  soll. 

Wenn  zwei  Dinge  a  und  b  durch  einen  äusseren  Grund  in  Verbindung  treten, 
so  kann  entweder  an  die  Verbindung,  das  Verbundensein,  selbst,  oder  auch  an 
die  Veränderung  ihres "  Grades ,  eine  Folge  c  geknüpft  sein.  Die  einfachste  An- 
nahme ist,  dass  die  Folge  c  an  das  Verhundensein  geknüpft  ist. 

Es  ist  unnöthig,  diese  Betrachtungen  weiter  fortzuführen.  Ihr  Princip  besteht 
darin,  dass  man  den  Satz  festhält:  „Was  ein  Agens  zu  bewirken  strebt,  muss 
durch  den  Begriff  des  Agens  bestimmt  sein",  diesen  Satz  aber  nicht,  wie  Leibuitz 
oder  Spinoza  auf  Wesen  mit  einer  Mannigfaltigkeit  von  Bestimmungen,  sondern 
auf  Ilealgründe  von  möglichst  grösster  Einfachheit  anwendet. 


Man  pflegt  im  Deutschen  sowohl  actio  als  effectus  durch  Wirkung  zu  übersetzen. 
Da  das  Wort  in  der  letzteren  Bedeutung  viel  häufiger  vorkommt,  so  entsteht 
leicht  eine  Undeutlichkeit,  wenn  man  es  für  actio  braucht,  wie  z.  B.  bei  der  ge- 
bräuchlichen Uebersetzuug  von  „actio  aequalis  est  reactioni",  „principium  actionis 
minimae."  Kant  sucht  sich  dadurch  zu  helfen,  dass  er  neben  Wirkung,  Wechsel- 
wirkung, den  lateinischen  Ausdruck  actio,  actio  mutua  in  Klammern  hinzufügt. 
Man  könnte  vielleicht  sagen:  „die  Kraft  ist  gleich  der  Gegenkraft",  ,,Satz  vom 
kleinsten  Kraftaufwunde."  Da  aber  in  der  That  uns  ein  einfacher  Ausdruck  für 
agere,  ein  auf  etwas  Anderes  gerichtetes  Streben,  fehlt,  so  möge  mir  der  Ge- 
brauch des  Fremdworts  gestattet  sein. 
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Sehr  richtig  bemerkt  Kaut,  dass  durch  die  Zergliederimg  des  Be- 
griffs vou  einem  Diuge  weder  gefunden  werden  könne,  dass  es  sei, 
noch  dass  es'  die  Ursache  von  etwas  Anderem  sei,  dass  also  die  Be- 
griffe des  Seins  und  der  Causalität  nicht  analytisch  seien  und  nur  aus 
der  Erfahrung  entnommen  werden  können.  Wenn  er  aber  später 
sich  zu  der  Annahme  genöthigt  glaubt,  dass  der  Causalbegriff  aus 
einer  aller  Erfahrung  vorausgehenden  Beschaffenheit  des  erkennenden 
Subjects  stamme,  und  ihn  desshalb  zu  einer  blossen  Regel  der  Zeit- 
folge stempelt,  durch  welche  in  der  Erfahrung  mit  jeder  Wahrnehmung 
als  Ursache  jede  beliebige  andere  als  Wirkung  verknüpft  werden 
könnte,  so  heisst  dies  das  Kind  mit  dem  Bade  ausschütten.  (Freilich 
müssen  wir  die  Causalitätsverhältnisse  aus  der  Erfahrung  entnehmen; 
aber  wir  dürfen  nicht  darauf  verzichten,  unsere  Auffassung  dieser  Er- 
fahrungsthatsachen  durch  Nachdenken  zu  berichtigen  und  zu  ergänzen.) 


Das  Wort  Hypothese  hat  jetzt  eine  etwas  andere  Bedeutung  als 
bei  Newton.  Man  pflegt  jetzt  unter  Hypothese  alles  zu  den  Erschei- 
nungen Hinzugedachte  zu  verstehen. 

Newton  war  weit  entfernt  von  dem  ungereimten  CJedanken,  als 
könne  die  Erklärung  der  Erscheinungen  durch  Abstracti<jn  gewonnen 
werden. 

Newton:  Et  haec  de  deo;  de  quo  utique  ex  phaenomenis  disscrere 
ad  philosophiam  experimentalem  pertinet.  liationem  vero  harum  Cira- 
vitatis  proprietatum  ex  phaenomenis  nondum  potui  deducero,  et  Hypo- 
theses  non  fingo.  Quicquid  enim  ex  Phaenomenis  non  deducitur, 
Hypothesis  vocanda  est. 

Arago,  Oeuvres  completes  T.  3.  505: 

Une  fois,  une  seule  fois  Lajjlace  s'elanca  dans  la  region  des  con- 
jectures.     Sa  conception  ne  fut  alors  rien  nioins  C]u'une  cosmogonie. 

Laplace  auf  Napoleons  Frage,  wesshalb  in  seiner  M«k'.  cel.  der 
Name  Gottes  nicht  vorkomme:  Sire,  je  n'avais  pas  besoiu  de  cette 
hypothese. 

Die  Unterscheidung,  welche  Newton  zwischen  BeAvegungsgesetzen 
oder  Axiomen  und  Hypothesen  macht,  scheint  mir  nicht  haltbar.  Das 
Trägheitsgesetz  ist  die  Hypothese:  Wenn  ein  materieller  Funkt  allein 
in  der  Welt  vorhanden  wäre  und  sich  im  Raum  mit  einer  bestimmten 
Geschwindigkeit  bewegte,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeit  beständig 
behalten. 


IIL    Natnrphilosopliie. 

1.     Molecularmechanik. 

Die  freie  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte  m^ ,  m.^  .  .  . 
mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x^^y^jS^-^  ^2?  2/2;  ^2  5  •••  ^^^^  welche 
parallel  den  drei  Axen  die  Kräfte  X^,  Y^,  Z^\,  X^,  Y^,  Z.,\  ...  wirken 
geschieht  den  Gleichungen  gemäss: 

(1)  „,,-^  =  A,,      m,-^=Y.,      m,~^  =  Z,. 

Dies  Gesetz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  die  Beschleunigungen 
bestimmen  sich  so,  dass 


^m. 


ein  Minimum  wird;   denn  diese  Function  der  Beschleunigungen  nimmt 

ihren  kleinsten  Werth   0   an,    wenn   die  Beschleunigungen  sämmtlich 

den   Gleichungen    (1)    gemäss    bestimmt    werden,    d.    h.    die    Grössen 

(Px         X 

~~4 '  •  •  •  sämmtlich  =  0  sind,  und  sie  nimmt  auch  nur  dann  einen 

dt-         vi^  ^ 

d'-x^         X^ 
Minimumwerth   an:   demi  wäre   eine   dieser   Grössen,  z.  B.  —7-^ 

(l^^i    .  -11 

nicht  gleich  Null,  so  könnte  man  -77^  immer   stetig   so   ändern,   dass 

der  absolute  Werth  dieser  Grösse  und  folglich  ihr  Quadrat  abnähme. 
Die  Function  würde  also  dann  kleiner  werden,  wenn  man  zugleich 
alle  übrigen  Beschleunigungen  ungeäiidert  Hesse. 

Diese  Function  der  Beschleunigungen  unterscheidet  sich  von 


^^  /  ^  d-x^  ^(^^Vl  ^^^^\ 


nur  um  eine   Constante,   d.   h.   eine   von   den  Beschleunigungen  unab- 


hängige Grösse. 
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Wenn  die  Kräfte  nur  von  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen 
den  Punkten  herrühren,  welche  Functionen  der  Entfernung  sind,  und 
der  ite  Punkt  und  der  t'te  Punkt  sich  in  der  Entfernung  r  mit  der 
Kraft  /",,<■(>■)  abstossen  oder  mit  der  Kraft  — ft.iif)  anziehen,  lassen 
sich  bekanntlich  die  Componenten  der  Kräfte  ausdrücken  durch  die  par- 
tiellen Derivirten  einer  Function  von  den  Coordinaten  sämmtlicher  Punkte 


P=2^"''(^'-') 


worin  F,,c'(r)  eine  Function  bedeutet,   deren  Derivirte  fi,i'{r),  und  für 
i  und  i   je  zwei  verschiedene  Indices  zu  setzen  sind. 
Substituirt  man  diese  Werthe  der  Componenten 

in  obiger  Function  der  Beschleunigungen  und  multiplicirt  dieselbe  mit 
— -,  wodurch  die  Lage  ihrer  Maxim a  und  Minima  nicht  geändert  wird, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck,  der  sich  von 

nur  um  eine  von  den  Beschleunigungen  unabhängige  Grösse  unter- 
scheidet. Wenn  die  Lage  und  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  zur 
Zeit  t  gegeben  sind,  so  bestimmt  sich  diese  Lage  zur  Zeit  t  -\-  dt  so, 
dass  diese  Grösse  möglichst  klein  wird.  Es  findet  demnach  ein  Streben 
statt,  diese  Grösse  möglichst  klein  zu  machen. 

Dieses  Gesetz  kann  man  nun  aus  Actioneu  erklären,  welche  die 
einzelnen  Glieder  dieses  Ausdrucks  möglichst  klein  zu  machen  streben, 
wenn  man  annimmt,  dass  einander  widerstreitende  Bestrebungen 
sich  so  ausgleichen,  dass  die  Summe  der  Grössen,  welche  die 
einzelnen  Actionen  möglichst  klein  zu  erhalten  streben,  ein 
Minimum  wird. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Massen  der  Punkte  m^,  dl^,  ,  .  .,  ?i^„  sich 
verhalten  wie  die  ganzen  Zahlen  l\,  h^,  .  .  .,  /^„,  so  dass  w,  =  /i',^,  so 
besteht  der  Ausdruck,  welcher  möglichst  klein  wird,  aus  der  Summe 
der  Grössen 

für  sämmtliche  Massentheilchen  ^i  und  der  Grösse  Ft  +  dt-  Wenn  man 
also  mit  Gauss  die  Grösse 


(lt.  )      '     V     <tf  /      '     V     dt 
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als  Maass  der  Abweichung  des  Bewegungszustandes  der  Masse  {i  zur 
/ejt  t  -\-  dt  von  ihrem  Bewegungszustnnd  zur  Zeit  t  betrachtet^  so  er- 
giebt  die  Zerlegung  der  Gesammtaction  in  Bezug  auf  jede  Masse  eine 
Action,  welche  die  Abweichung  ihres  Bewegungszustandes  zur  Zeit 
f  _|-  (jf  Yon  ihrem  Bewegungszustande  zur  Zeit  t  möglichst  klein  zu 
machen  strebt,  oder  ein  Streben  ihres  Bewegungszustandes,  sich  zu 
erhalten,  und  ausserdem  eine  Action,  welche  die  Grösse  —  P  möglichst 
klein  zu  erhalten  strebt. 

Diese  letztere  Action  lässt  sich  zerlegen  in  Bestrebungen,  die  ein- 
zelnen   Glieder    der   Summe   U F,^i{r,^,-)   möglichst    klein    zu    erhalten, 

d.  h.  in  Anziehungen  und  Abstossungen  zwischen  je  zwei  Punkten, 
und  dies  Avürde  zu  der  gewöhnlichen  Erklärung  der  Bewegungsgesetze 
aus  dem  Gesetz  der  Trägheit  und  Anziehungen  und  Abstossungen  zurück- 
l'ühren;  sie  lässt  sich  aber  bei  allen  uns  bekannten  Naturkräften  auch 
auf  Kräfte,  Avelche  zwischen  benachbarten  Kaumelementen  thätig  sind, 
zurückführen,  wie  im  folgenden  Artikel  an  der  Gravitation  erläutert 
werden  soll. 


2.     Gravitation  und  Lieht. 

Die  Newton'sche  Erklärung  der  Fallbewegungen  und  der  Be- 
wegungen der  Ilinmielskörper  besteht  in  der  Annahme  folgender  Ur- 
sachen: 

1.  Es  existirt  ein  unendlicher  Eaum  mit  den  Eigenschaften,  welche 
die  Geometrie  ihm  beilegt,  und  ponderable  Körper,  welche  in  ihm 
ihren  Ort  nur  stetig  verändern. 

2.  In  jedem  ponderablen  Punkte  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache,  vermöge  der  er 
eine  bestimmte  Bewegung  hat  (Materie  in  bestimmtem  Bewegungs- 
zustande).    Das  Maass  dieser  Ursache  ist  die  Geschwindigkeit.*) 

Die  hier  zu  erklärenden  Erscheinungen  führen  noch  nicht  auf  die 
Annahme  verschiedener  Massen  der  ponderablen  Körper. 

3.  In  jedem  Punkt  des  Raumes  existirt  in  jedem  Augenblicke 
eine  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache  (beschleunigende 
Kraft),    welche  jedem   dort   befindlichen   ponderablen   Punkte   eine   be- 


*)  Jeder  materielle  Körper  würde,  wenn  er  sich  im  Raum  allein  befände, 
entweder  seinen  Ort  in  demselben  nicht  verändern  oder  mit  unveränderlicher  Ge- 
schwindigkeit in  gerader  Linie  durch  denselben  sich  bewegen. 

Dieses  Bewegungsgesetz  kann  nicht  aus  dem  Princip  des  zureichenden  Grun- 
des erklärt  werden.  Dass  der  Körper  seine  Bewegung  fortsetzt,  muss  eine  Ur- 
sache haben,  welche  nur  in  dem  inneren  Zustand  der  Materie  sresucht  werden  kann. 


III.     Naturphilosophie.  497 

stimmte,  und  zwar  allen  dieselbe  Bewegung  mittlieilt,  die  sich  mit  der 
Bewegung,  die  er  schon  hat,  geometrisch  zusammensetzt. 

4.  'In  jedem  ponderablen  Punkt  existirt  eine  der  Grösse  nach 
bestimmte  Ursache  (absolute  Schwerkraft),  vermöge  welcher  in  jedem 
Punkte  des  Raumes  eine  dem  Quadrat  der  Entfernung  von  diesem 
ponderablen  Punkte  umgekehrt  und  seiner  Schwerkraft  direct  propor- 
tionale beschleunigende  Kraft  stattfindet,  die  sich  mit  allen  andern  dort 
stattfindenden   beschleunigenden  Kräften  geometrisch  zusammensetzt.*) 

Die  nach  Grösse  und  Richtung  bestimmte  Ursache  (beschleunigende 
Schwerkraft),  welche  nach  3.  in  jedem  Punkte  des  Raumes  stattfindet, 
suche  ich  in  der  Bewegungsform  eines  durch  den  ganzen  unendlichen 
Raum  stetig  verbreiteten  Stofi'es,  und  zwar  nehme  ich  an,  dass  die 
Richtung  der  Bewegung  der  Richtung  der  aus  ihr  zu  erklärenden  Kraft 
gleich,  und  ihre  Geschwindigkeit  der  Grösse  der  Kraft  proportional  sei. 
Dieser  Stoft'  kann  also  vorgestellt  werden  als  ein  physischer  Raum, 
dessen  Punkte  sich  in  dem  geometrischen  bewegen. 

Nach  dieser  Annahme  müssen  alle  von  ponderablen  Körpern  durch 
den  leeren  Raum  auf  ponderable  Körper  ausgeübte  Wirkungen  durch 
diesen  Stoti^'  fortgepflanzt  werden.  Es  müssen  also  auch  die  Bewegungs- 
formen, in  denen  das  Licht  und  die  Wärme  besteht,  welche  die 
Himmelskörper  einander  zusenden,  Bewegungsformen  dieses  Stoffes  sein. 
Diese  beiden  Erscheinungen,  Gravitation  und  Lichtbewegung  durch  den 
leeren  Raum,  aber  sind  die  einzigen,  welche  bloss  aus  Bewegungen 
dieses  Stoffes  erklärt  werden  müssten. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  die  wirkliche  Bewegung  des  Stoffes  im 
leeren  Raum  zusammengesetzt  ist  aus  der  Bewegung,  welche  zur  Er- 
klärung der  Gravitation,  und  aus  der,  welche  zur  Erklärung  des  Lichtes 
angenommen  Averden  muss. 

Die  weitere  Entwicklung  dieser  Hypothese  zerfällt  in  zwei  Theile, 
insofern  aufzusuchen  sind 

L  Die  Gesetze  der  Stoffbewegungen,  welche  zur  Erkläruno;  der 
Erscheinungen  angenommen  werden  müssen. 

2.  Die  Ursachen,  aus  welchen  diese  Bewegungen  erklärt  werden 
können. 

Das  erste  Geschäft  ist  ein  mathematisches,   das   zweite  ein  meta- 


*)  Derselbe  ponderable  Punkt  würde  an  zwei  verschiedenen  Orten  Bewegungs- 
änderungen erleiden,  deren  Ilichtung  mit  der  Richtung  der  Kräfte  zusammenfällt, 
und  deren  Grössen  sich  verhalten  wie  die  Kräfte. 

Die  Kraft,  dividirt  durch  die  Bewegungsänderung  giebt  daher  bei  demselben 
ponderablen  Punkt  stets  denselben  Quotienten.  Dieser  Quotient  ist  bei  verschie- 
denen ponderablen  Piinkten  verschieden  und  heisst  ihre  Masse. 

Biemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    I.  32 
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physisches.  In  Bezug  auf  letzteres  bemerke  ich  im  Voraus,  dass  als 
Ziel  desselben  nicht  die  Erklärung  aus  Ursachen,  welche  die  Entfernung 
zweier  Stoffpunkte  zu  verändern  streben,  zu  betrachten  sein  wird. 
Diese  Erklärungsmethode  durch  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte 
verdankt  ihre  allgemeine  Anwendung  in  der  Physik  nicht  einer  un- 
mittelbaren Evidenz  (besonderen  Vernunftgemässheit),  noch,  von  Electri- 
citilt  und  Schwere  abgesehen,  ihrer  besonderen  Leichtigkeit,  sondern 
vielmehr  dem  Umstände,  dass  das  Newton 'sehe  Anziehungsgesetz  gegen 
die  Meinung  des  Entdeckers  so  lange  für  ein  nicht  weiter  zu  erklären- 
des gegolten  hat.*) 

I.    Gesetze  der  Stoffbewegung,  welche  nach  unserer  Annahme 
die  Gravitations-  und  Lichterscheinungen  verursacht. 

Indem  ich  die  Lage  eines  Raumpunktes  durch  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  a\,  x.^,  ^3  ausdrücke,  bezeichne  ich  die  dort  parallel  den- 
selben zur  Zeit  t  stattfindenden  Geschwindigkeitscomponenten  der  Be- 
wegung, welche  die  Gravitationserscheinungen  verursacht,  durch  u^,  it.,,  i(^, 
der  Bewegung,  welche  die  Lichterscheinungen  verursacht,  durch  tv^,  iv.^,  w^, 
der  wirklichen  Bewegung  durch  v^,  v.,,  v.^,  so  dass  v  =  u  -\-  w.  Wie 
sich  aus  den  Bewegungsgesetzen  selbst  ergeben  wird,  behält  der  Stoff, 
wenn  er  in  Einem  Zeitpunkte  überall  gleich  dicht  ist,  stets  allenthalben 
dieselbe  Dichtigkeit,  ich  werde  diese  daher  zur  Zeit  t  überall  =  1  an- 
nehmen. 

a.    Bewegung,  welche  mir  Gravitatioiisersclieiiiinigen  verursacht. 

Die  Schwerkraft  ist  in  jedem  Punkte  durch  die  Potentialfunction 

dV     dV     cV 
V  bestimmt,  deren  partielle  Differentialquotienten  ^ — ,  ^ — ,  0—7  die  Com- 

ponenten  der  Schwerkraft  sind,  und  dieses  V  ist  wieder  bestimmt  durch 
folgende  Bedingungen  (abgesehen  von  einer  hinzufügbaren  Constanten): 

1.     dx,  dx.ydx.,  [-—^  +  vr^  +  w~?\  ist  ausserhalb  der  anziehenden 

Körper  =  0  und  hat  für  jedes  ponderable  Körperelement  einen  un- 
veränderlichen Werth.  Dieser  ist  das  Product  aus  —  43r  in  die  ab- 
solute Grösse  der  Anziehungskraft,  welche  nach  der  Attractionstheorie 


*)  Newton  says:  „That  gravity  should  be  innate,  inherent,  and  essential 
to  matter,  so  that  one  body  may  act  upon  another  at  a  distance  through  a  va- 
cuum,  withont  the  mediation  of  anything  eise,  by  and  through  which  their  action 
and  force  may  be  conveyed  from  one  to  another,  is  to  me  so  great  an  absurdity, 
that  I  believe  no  man  who  has  in  philosophical  matters  a  competent  faciüty  of 
thinking  can  ever  fall  into  it."     See  the  third  letter  to  Bentley. 
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demselben    beigelegt    werden    muss,    und    durch    dm    bezeichnet    wer- 
den soll. 

2.  Wenn  alle  anziehenden  Körper  sich  innerhalb  eines  endlichen 
Raumes  befinden,   sind   in  unendlicher  Entfernung  r  von  einem  Punkt 

dieses  Raumes  r  ts, — ,  r-^ — ,  r  7^ —  unendlich  klein. 
ox^^     0x2'     cx„ 

dV 
Nach  unserer  Hypothese  ist  nun  i^~=  u  und  folglich 

d  V  =  u^  dx^  -j-  «*2  ^^2  ~h  "^h  ^^^'s  • 
Dieses  schliesst  die  Bedingungen  ein: 

^  ^  dx^        cx^  '      dx^        dx^  '      dx.2        dx^  ' 

(2)  (t  + 15  +  ai)  <^^'  ''^  "^-^  =  -  *'"""' 

(3)  ruj^  =  0,     ri<2  =  0,     rit^  =  0,     für  >•  =  oo- 

Umgekehrt  sind  auch  die  Grössen  u,  wenn  sie  diesen  Bedingungen  ge- 
nügen, den  Componenten  der  Schwerkraft  gleich.  Denn  die  Bedingungen  (1) 
enthalten  die  Möglichkeit  einer  Function  U,  von  welcher  das  Differen- 
tial dU  =  t<i dx^  -{-  u.,  dx^  -f-  M3  dx.^  und  also  die  Differentialquotienten 

Q  TT 

^  =  u,  und  die  übrigen  ergeben  dann   TJ  =  V  -\-  const.  *) 


*)  Diese  Function  U  ist  also  durch  die  Erfahrung  (aus  den  relativen  Be- 
wegungen) mittelst  der  allgemeinen  Bewegungsgesetze  gegeben,  aber  nur  abge- 
sehen von  einer  linearen  Function  der  Coordinaten ,  weil  wir  nur  relative  Be- 
wegungen beobachten  können. 

Die  Bestimmung  dieser  Function  gründet  sich  auf  folgenden  mathematischen 
Satz:  Eine  Function  V  des  Ortes  ist  innerhalb  eines  endlichen  Raumes  bestimmt 
(abgesehen  von    einer  Constanten),    wenn    sie    nicht    längs    einer  Fläche    unstetig 

sein  soll  und  für  alle  Elemente  desselben  j  7^ — ^  -r  :r— 7  +  7; — .r )  dx,  dx^  dx.,  ,    an 

\3^,       ox^^      dxy      ^      ^      •* ' 

der  Grenze  entweder  V  oder  deren  Diflferentialquotient  für  eine  Ortsänderung  nach 
Innen  senkrecht  auf  die  Begrenzung  gegeben  ist.     Wobei  zu  bemerken: 

cV 

1.  Wird    dieser  Differentialquotient    im  Begrenzungselement    ds  durch    ^ — 

bezeichnet,  so  muss  in  letzterem  Falle    I   ^   -^-^dx^dx,j,dx^   durch  den  ganzen 

/dV 
■^^ds   durch   dessen  Begrenzung  sein;   übrigens  aber  können  in 

beiden  Fällen  sämmtliche  Bestimmungsstücke  willkürlich  angenommen  werden  und 
sind  daher  zur  Bestimmung  nothwendig. 

2.  Für  ein  Raumelement,  wo  ^   -^—^  unendlich  gross  wird,  ist  das  Froduct 

CdV 
beider  durch  —    f    ,- —  ds  in  Bezug  auf  die  Begrenzung  dieses  Elements  zu  ersetzen. 

J    <^P 
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b.    Bewegung,  welche  nur  Lichterselieiuungeu  verursaclit. 

Die  Bewegung,  welche  im  leeren  Raum  zur  Erklärung  der  Liclit- 
erscheinungen  angenommen  werden  muss ,  kann  betrachtet  werden 
(zufolge  eines  Theorems)  als  zusammengesezt  aus  ebenen  Wellen,  d.  h. 
aus  solchen  Bewegungen,  wo  längs  jeder  Ebene  einer  Schaar  paralleler 
Ebenen  (Wellenebenen)  die  Beweguiigsform  constant  ist.  Jedes  dieser 
Wellens3^steme  besteht  dann  (der  Erfahrung  nach)  aus  Bewegungen 
parallel  der  Wellenebene,  die  sich  mit  einer  für  alle  Bewegungsformen 
(Arten  des  Lichts)  gleichen  constanteu  Geschwindigkeit  c  senkrecht  zur 
Wellenebene  fortpflanzen. 

Sind  für  ein  solches  Wellensystem  h,^,  |^,  1,  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  eines  Raumpunktes,  die  erste  senkrecht,  die  andern  parallel 
zur  Wellenebene,  cj^,  a^,  Cg  die  ihnen  parallelen  Geschwindigkeits- 
componenten  in  diesem  Punkte  zur  Zeit  ^,  so  hat  man: 

Der  Erfahrung  nach  ist  erstlich: 

«1  =  0, 
zweitens  ist  die  Bewegung  zusammengesetzt  aus  einer  nach  der  posi- 
tiven und  einer  nach  der  negativen  Seite  der  Wellenebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  fortschreitenden  Bewegung.  Sind  co'  die  Geschwindigkeits- 
componenten  der  ersteren,  co"  die  der  letzteren,  so  bleiben  die  co'  unge- 
ändert,  wenn  t  um  dt  und  1^  um  cdt  wächst,  die  co",  wenn  t  um  dt 
und  li  um  —  cdt  wächst,  und  man  hat  co  =  co'  -\-  co".     Hieraus  folgt: 

{cm     .       d(o'\  ,,        p.        f'doj"  c(o"\  j,        ,, 

[jf+c^jdt  =  0,     [^^-c^jdt^i), 


also 


d~(o  d^co 


Diese  Gleichungen  geben  folgende  symmetrische: 
^Mj    ^^d(o.^     1^  ?a)3   .. 


3.   Wenn  nur  innerhalb  eines  endlichen  Raumes     x    t; — 5-  einen    von  0  ver- 

schied enen  Wertli  hat,  so  kann  die  Grenzbedingung  dadurch  ersetzt  werden,  dass 

dV 
in  unendlicher  Entfernung  Tt  von    einem  Punkte   dieses  Raumes  M  tt—  unendlich 

klein  sein  soll. 
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welche,    ausgedrückt    durcli    das   ursprüngliche    Coordinatensy stein,    in 
Gleichungen  von  derselben  Form  übergehen,  d.  h.  in 

(1)  f^  +  S^  +  |^  =  o, 


df'  \dxl    '    dx;  ^    dx\ 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jede  den  Punkt  {x^^  x.^,  x.^  zur  Zeit  t 
durchschreitende  ebene  Welle  und  folglich  auch  für  die  aus  allen  zu- 
sammengesetzte Bewegung. 

c.    Bewegung,  welche  beiderlei  Ersclieiimiigoii  veriirsiicht. 

Aus  den  gefundenen  Bedingungen  für  u  und  iv  fliessen  folgende 
Bedingungen  für  v  oder  Gesetze  der  Stoffbewegung  im  leeren  Räume: 

(I)  1^  +  ?^  +  l"^  =  0, 

(f?-«(aj,  +  ai  +  ?l.))(|5-|5)  =  o 
(II)  (f,_„(,.+ai  +  gi))(g-fi)  =  o 

wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  die  Operationen  ausführt. 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Bewegung  eines  Stoffpunktes 
nur  abhängt  von  den  Bewegungen  in  den  angrenzenden  Raum-  und 
Zeittheilen,  und  ihre  (vollständigen)  Ursachen  in  den  Einwirkungen 
der  Umgebung  gesucht  werden  können. 

Die  Gleichung  (I)  beweist  unsere  frühere  Behaujitung,  dass  bei 
der  Stoffbewegung  die  Dichtigkeit  ungeändert  bleibe;  denn 


Vä^  +  ä^  +  dxj  ^^^'i  ^^^  ^^-^3  f?^ 


welches  zufolge  dieser  Gleichung  =  0  ist,  drückt  die  in  das  Raum- 
element dXj^  dx^  dx^  im  Zeitelement  dt  einströmende  Stoffmenge  aus, 
und  die  in  ihm  enthaltene  Stoffmenge  bleibt  daher  constant. 

Die  Bedingungen  (II)  sind  identisch  mit  der  Bedingung,  dass: 

{dj  —  cc  {c\  +  fi  +  dl^))  {vy  dx^  +  v.j,  dx,  +  v.^  dx.^) 
gleich  einem  vollständigen  Differential  dW  sei.     Nun  ist: 

{c}  —  cc {cl  -\-  dl^  4-  clS)  {tv^dx^  -f  iv.^dx.i  +  tv^dx.^)  =  0 
und  folglich 
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dW=  {cf  —  cc(c^l  +  aj,  +  di,))  (mi  (Ix^  +  tt^dx^  -\-  u^  dx.^) 
=  {dl-cc{dX  +  dl  +  dl))dV 
oder,  da  (?.?.  +  dl  +  d^)  dV  =  0  , 


d.     fieinciuschaftlichcr  Ausdruck  für  die  Gesetze  der  Stoffbewegung  und  der 
Eiinvirkuiig-  der  Schwerkraft  auf  die  Bewegung  der  ponderablen  Körper. 

Die  Gesetze  dieser  Erscheinungen  lassen  sich  zusammenfassen  in 
der  Bedingung,  dass  die  Variation  des  Integrals 

f[2  m-^^  m  -  feT+ (k  -  ^s) + (k  -ßi  '^^ '-'  ^- ' 

+  j  ^  \2  d^t  ^^'  ^^-^^  ^^-^3  +  47r  (7»i)  dt  +  2;rJ  dm^  [jjj  dt 

unter  geeigneten  Grenzbedingungen  0  werde. 

In  diesem  Ausdrucke  sind  die  beiden  ersten  Integrale  über  den 
ganzen  geometrischen  Raum,  die  letzteren  über  alle  ponderablen  Körper- 
elemente auszudehnen,  die  Coordinaten  jedes  ponderablen  Körijerelements 
aber  als  Functionen  der  Zeit,  und  t]^,  t].,,  r].^,  Fals  Functionen  yonXy,x.2,x^ 
und  t  so  zu  bestimmen,  dass  eine  den  Grenzbedingungen  genügende 
Variation  derselben  nur  eine  Variation  zweiter  Ordnung  des  Integrals 
hervorbringt. 

Alsdann  sind  die  Grössen  -öt  (=  v)   gleich   den   Geschwindigkeits- 

componenten  der  Stoffbewegung,  und   V  gleich  dem  Potential  zur  Zeit 
t  im  Punkte  (x^,  x^,  x^. 


3.     Neue  matlieniatische  Principien  der  Naturphilosophie.*) 

Obgleich  die  Ueberschrift  dieses  Aufsatzes  bei  den  meisten  Lesern 
schwerlich  ein  günstiges  Vorurtheil  erwecken  wird,  so  schien  sie  mir 
doch  die  Tendenz  desselben  am  besten  auszudrücken.  Sein  Zweck  ist, 
jenseits  der  von  Galiläi  und  Newton  gelegten  Grundlagen  der  Astro- 
nomie und  Physik  ins  Innere  der  Natur  zu  dringen.  Für  die  Astronomie 
kann  diese  Speculation  freilich  unmittelbar  keinen  praktischen  Nutzen 
haben,  aber  ich  hoffe,  dass  dieser  Umstand  auch  in  den  Augen  der 
Leser  dieses  Blattes  dem  Interesse  keinen  Eintrat  thun  wird 


*)  Gefunden  am  1.  März  1853. 
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Der  Griuitl  der  ullgemeinen  Bewegungsgesetze  für  Pouderabilien, 
welche  sich  im  Eingänge  zu  Newton's  Prineipien  zusammengestellt 
finden,  liegt  in  dem  inneren  Zustande  derselbeii.  Versuchen  wir  aus 
unserer  eigenen  inneren  Wahrnehnumg  nach  der  Analogie  auf  den- 
selben zu  schliessen.     Es  treten  in  uns  fortwährend  neue  Vorstellunffs- 

o 

niassen  auf,  welche  sehr  rasch  aus  unserm  Bewusstsein  wieder  ver- 
schwinden. Wir  beobachten  eine  stetige  Thätigkeit  unserer  Seele. 
Jedem  Act  derselben  liegt  etwas  Bleibendes  zu  Grunde,  welches  sich 
bei  besonderen  Anlässen  (durch  die  Erinnerung)  als  solches  kundgiebt, 
ohne  einen  dauernden  Einfluss  auf  die  Erscheinungen  auszuüben.  Es 
tritt  also  fortwährend  (mit  jedem  Denkact)  etwas  Bleibendes  in  unsere 
Seele  ein,  welches  aber  auf  die  Erscheinungswelt  keinen  dauernden 
Einfluss  ausübt.  Jedem  Act  unserer  Seele  liegt  also  etwas  Bleibendes 
zu  Grunde,  welches  mit  diesem  Act  in  unsere  Seele  eintritt,  aber  in 
demselben  Augenblick  aus   der  Erscheinungswelt  völlig  verschwindet. 

Von  dieser  Thatsache  geleitet,  mache  ich  die  Hypothese,  dass  der 
Weltraum  mit  einem  Stoff  erfüllt  ist,  welcher  fortwährend  in  die  pon- 
derablen  Atome  strömt  und  dort  aus  der  Erscheinungswelt  (Körper- 
welt) verschwindet. 

Beide  Hypothesen  lassen  sich  durch  die  Eine  ersetzen,  dass  in  allen 
ponderablen  Atomen  beständig  Stoff  aus  der  Körperwelt  in  die  Geistes- 
welt eintritt.  Die  Ursache,  wesshalb  der  Stoff  dort  verschwindet,  ist 
zu  suchen  in  der  unmittelbar  vorher  dort  gebildeten  Geistessubstanz, 
und  die  ponderablen  Körper  sind  hiernach  der  Ort,  wo  die  Geisteswelt 
in  die  Körperwelt  eingreift.  *) 

Die  Wirkuno-   der  allgemeinen  Gravitation,   welche   nun  zunächst 

DO  ' 

aus  dieser  Hypothese  erklärt  werden  soll,  ist  bekanntlich  in  jedem 
Theil  des  Raumes  völlig  bestimmt,  wenn  die  Potentialfunction  P 
sämmtlicher  ponderablen  Massen  für  diesen  Theil  des  Raumes  gegeben 
ist,  oder  was  dasselbe  ist,  eine  solche  Function  P  des  Ortes,  dass  die 
im  Innern  einer  geschlossenen  Fläche  S  enthaltenen  ponderablen  Massen 

Nimmt  man  nun  an,  dass  der  raumerfüllende  Stoff  eine  incom- 
pressible  homogene  Flüssigkeit  ohne  Trägheit  sei,  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom   in  gleichen  Zeiten   stets   gleiche,   seiner  Masse  pro- 


,  ^-dS  sind 
inj  cp 


*)  In  jedes  ponderable  Atom  tritt  in  jedem  Augenblick  eine  bestimmte,  der 
Gravitationskraft  proportionale  Stoffmenge  ein  und  verschwindet  dort. 

Es  ist  die  Consequenz  der  auf  Herbart'schem  Boden  stehenden  Psychologie, 
dass  nicht  der  Seele,  sondern  jeder  einzelnen  in  uns  gebildeten  Vorstellung  Sub- 
stantialität  zukomme. 
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portionale  Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck,  den  das 
ponderable  Atom  erfährt,  (der  Geschwindigkeit  der  Stoffbewegung  an 
dem  Orte  des  Atoms  jiroportional  sein?) 

Es  kann  also  die  Wirkung  der  allgemeinen  Gravitation  auf  ein 
ponderables  Atom  durch  den  Druck  des  raumerfüllenden  Stoffes  in  der 
unmittelbaren  Umgebung  desselben  ausgedrückt  und  von  demselben  ab- 
häjiu'ig  gedacht  werden. 

Aus  unserer  Hypothese  folgt  nothwendig,  dass  der  raumerfüllende 
Stoff  die  SchAvinguugen  fortpflanzen  muss,  welche  wir  als  Licht  und 
W  arme  wahrnehmen. 

Betrachten  wir  einen  einfach  polarisirten  Strahl,  bezeichnen  durch 
X  die  Entfernung  eines  unbestimmten  Punktes  desselben  von  einen 
festen  Anfangspunkte,  durch  y  dessen  Elongation  zur  Zeit  t,  so  muss, 
weil  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  SchAvingungen  im  von 
Ponderabilien  freien  Raum  unter  allen  Umständen  sehr  nahe  constant 
(gleich  a)  ist,  die  Gleichung: 

y  =  f(x  -{-  dt)  -{-  cp{x  —  at) 
wenigstens  sehr  nahe  erfüllt  werden. 

Wäre  sie  streng  erfüllt,  so  müsste    . 


sein;  offenbar  kann  aber  unserer  Erfahrung  auch  durch  die  Gleichung: 


-wv  =  Cid  l  7^,ar 


dy_ 
dt 


aa  I  -TT^  (p(t  —  t)  dt 


genügt  werden,  wenn  auch  q){t  —  r)  nicht  für  alle  positiven  Werthe 
von  t  -^  t  gleich  1  ist  (mit  wachsendem  t  —  t  ins  Unendliche  abnimmt), 
wofern  es  nur  für  einen  hinreichend  grossen  Zeitraum  sehr  wenig  von 

1  verschieden  bleibt 

Mau  drücke  die  Lage  der  Stoffpunkte  zu  einer  bestimmten  Zeit  t 
durch  ein  rechtwinkliges  Coordinaten System  aus,  und  es  seien  die  Co- 
ordinaten  eines  unbestimmten  Punktes  0  x,  y,  s.  Aehnlicher  Weise 
seien,  ebenfalls  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  die 
Coordinaten  des  Punktes  0'  x ,  y,  s.  Es  sind  dann  x,  y ,  /  Functionen 
von  x,y,  z  und  ds"^  =  dx"^  -\-  dy-  -\-  dz'^  wird  gleich  einem  homogenen 
Ausdruck  zweiten  Grades  von  dx,  dy,  dz.  Nach  einem  bekannten 
Theorem  lassen  sicli  nun  die  linearen  Ausdrücke  von  dx,  dy,  dz 

a^  dx  -f  ß^  dy  -\-  y^  dz  =  ds^ 

«2  dx  -{-  ß,,  dy  -f-  y^  dz  =  ds^ 

a.^  dx  +  /3y  dy  +  y._^  dz  =  ds^ 
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stets  und  mir  auf  Eine  Weise  so  bestimmen,  dass 

(IjP  +  ihß  +  dz''  =  G'ldsl  +  G^dsl  +  Gldsl 
wird,  während 

ds^  =  dx^  +  <^y^  +  i^^^  =  (fsl  -{-  dsl  -{-  dsl  • 
Die  Grössen   G^  —  1,  G^2  —  1,  G._^  —  1   lieissen   dann  die  Hauptdilata- 
tionen des  Stofftheilchens  in  0  beim  Uebergange  von  der  ersteren  Form 
zur  letzteren;  ich  bezeichne  sie  durch  A^,  A^,  A^. 

Ich  nehme  nun  an,  dass  aus  der  Verschiedenheit  der  früheren 
Formen  des  Stofftheilchens  von  seiner  Form  zur  Zeit  t  eine  Kraft  resul- 
tirt,  welche  diese  zu  verändern  strebt,  dass  der  Einfluss  einer  früheren 
Form  (caeteris  paribus)  desto  geringer  wird,  je  länger  vor  t  sie  statt- 
fand, und  zwar  so  dass  von  einer  gewissen  Grenze  an  alle  früheren 
vernachlässigt  werden  können.  Ich  nehme  ferner  an,  dass  diejenigen 
Zustände,  welche  noch  einen  merklichen  Einfluss  äussern,  so  wenig 
von  demjenigen  zur  Zeit  t  verschieden  sind,  dass  die  Dilatationen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  kömien.  Die  Kräfte,  welche  A^,  A^,  A3 
zu  verkleinern  streben,  köimeu  dann  als  lineare  Functionen  von  A^,  A^,  A3 
angesehen  werden;  und  zwar  erhält  man  wegen  der  Homogeneität  des 
Aethers  für  das  Gesammtmoment  dieser  Kräfte  (die  Kraft,  welche  A^ 
zu  verkleinern  strebt,  muss  eine  Function^ von  A^,  l.^,  A3  sein,  welche 
unverändert  bleibt,  wenn  man  A^  mit  A3  vertauscht,  und  die  übrigen 
Kräfte  müssen  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  A^  mit  A^,  A3  mit  A^  ver- 
tauscht wird)  folgenden  Ausdruck: 

dl,  («A,  +  hL,  +  hl.)  +  dl,  {hX,  +  aA.  +  hl,)  -f  ÖX,  {hl,  +  hl,  +  «A3) 
oder  mit  etwas  veränderter  Bedeutung  der  Constanten 

dl,  [a  (A,  +  L  +  A3)  +  hl,)  +  dl,  {a  (l,  +  l,  +  A3)  -f  hl,) 

-{-dl,{a(l,-{-l,-\-l,)  +  hl^ 
=  h  Ö  {a  (l,  +  A,  +  A3)^'  4-  6  (A?  4-  A^  +  ll))  • 

Man  kann  nun  das  Kraftmoment,  welches  die  Form  des  unendlich 
kleinen  Stofi'theilchens  in  0  zu  verändern  strebt,  als  resultirend  be- 
trachten aus  Kräften,  welche  die  Länge  der  in  0  endenden  Linien- 
elemente zu  verändern  streben.  Man  gelangt  dann  zu  folgendem  Wir- 
kungsgesetz: Bezeichnet  dV  das  Volumen  eines  unendlich  kleinen  Stoff- 
theilchens in  0  zur  Zeit  t,  dV  das  Volumen  desselben  Stofftheilchens 
zur  Zeit  t',  so  wird  die  aus  der  Verschiedenheit  beider  Stoffzustände 
herrührende  Kraft,  welche  ds  zu  verlängern  strebt,  durch 

dV  —  dV    ,    -,  ds  —  ds' 

^     dv     +^-^~dr~ 

ausgedrückt. 


506  Fragmeute  philosophischeu  Inhalts. 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  rührt  von  der  Kraft  lier,  mit 
welcher  ein  Stoff'theilchen  einer  Vohiniünderung  ohne  Formänderung, 
der  zweite  von  der  Kraft,  mit  welcher  ein  physisches  Linienelement 
einer  Längenänderung  widerstrebt. 

Es  ist  nun  kein  Grund  vorhanden,  anzunehmen,  dass  die  Wirkungen 
beider  Ursachen  nach  demselben  Gesetz  mit  der  Zeit  sich  änderten-, 
fassen  wir  also  die  Wirkungen  sämmtlicher  früheren  Formen  eines 
Stofftheilchens    auf  die   Aenderung    des   Linienelements   ds   zur   Zeit   t 

zusammen,  so  Avird  der  Werth  von  -j~ ,  welchen  sie  zu  bewirken 
streben , 

— •  »  —  oc 

Wie  müssen  mm  die  Functionen  j^  und  (p  beschaffen  sein,  damit  Gra- 
vitation, Licht  und  strahlende  Wärme  durch  den  Raumstoff  vermittelt 
werde  ? 

Die  Wirkungen  ponderabler  Materie  auf  ponderable  Materie  sind: 

1)  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrat  der  Entfernung. 

2)  Licht  und  strahlende  Wärme. 

Beide  Classen  von  Erscheinungen  lassen  sich  erklären,  wenn  man 
annimmt,  dass  den  ganzen  unendlichen  Raum  ein  gleichartiger  Stoff 
erfüllt,  und  jedes  Stofftheilchen  unmittelbar  nur  auf  seine  Umgebung 
einwirkt. 

Das  mathematische  Gesetz,  nach  welchem  dies  geschieht,  kann  zer- 
fällt gedacht  werden 

1)  in  den  Widersland,  mit  welchem  ein  Stofftheilchen  einer  Voliim- 
änderung,  und 

2)  in   den   Widerstand,   mit   welchem    ein  physisches   Linienelement 
einer  Längenänderung  widerstrebt. 

Auf  dem  ersten  Theil  beruht  die  Gravitation  und  die  electrostatische 
Anziehung  und  Abstossung,  auf  dem  zweiten  die  Fortpflanzung  des 
Lichts  und  der  Wärme  und  die  electrodynamische  oder  magnetische 
Anziehung  und  Abstossunsr. 


Bernliard  Riemaiiu's  LebeiLslaiif. 


Elemann's  gesammelte  mathematische  Werke.    II. 


Die  nachfolgeude  Darstellung  von  Riemann's  Lebenslauf  bezweckt 
keineswegs,  die  Bedeutung  seiner  wissenschaftlichen  Leistungen  und 
deren  Verhültniss  zu  dem  früheren  und  gegenwärtigen  Zustande  der 
Mathematik  in's  Licht  zu  stellen,  sie  ist  vielmehr  nur  für  solche  Leser 
bestimmt,  welche  einige  Nachrichten  über  den  Bildungsgang,  den  Cha- 
rakter und  die  äusserlichen  Schicksale  des  grossen  Mathematikers  zu 
erhalten  wünschen,  dessen  Werke  jetzt  zum  ersten  Male  vollständig 
gesammelt  erscheinen.    . 

Georg  Friedrich  Bernhard  Riemann  ist  am  17.  September  182G 
in  Breselenz,  einem  Dorfe  im  Königreich  Hamiover  bei  Damienberg 
nahe  der  Elbe,  geboren.  Sein  Vater  Friedrich  Bernhard  Riemann,  ge- 
boren in  Boitzenburg  an  der  Elbe  in  Mecklenburg,  der  als  Lieutenant 
unter  Wallmoden  an  den  Befreiungskriegen  Theil  genommen,  war  dort 
Prediger  und  mit  Charlotte,  der  Tochter  des  Hofrath  Ebell  aus  Han- 
nover verheirathet;  er  siedelte  später  mit  seiner  Familie  nach  der  etwa 
drei  Stunden  entfernten  Pfarre  Quickborn  über.  Bernhard  war  das 
zweite  von  sechs  Kindern.  Schon  früh  wurde  seine  Lernbegierde  durch 
den  Vater  geweckt,  der  ihn  bis  zum  Abgange  auf  das  Gymnasium  fast 
allein  unterrichtete.  Als  Knabe  von  fünf  Jahren  interessirte  er  sich 
sehr  für  Geschichte,  für  Züge  aus  dem  Alterthum,  und  ganz  besonders 
für  das  unglückliche  Schicksal  Polens,  welches  sein  Vater  ihm  immer 
von  Neuem  erzählen  musste.  Sehr  bald  aber  trat  dies  in  den  Hinter- 
grund, und  sein  entschiedenes  Talent  für  das  Rechnen  brach  sich  Bahn; 
er  kannte  kein  grösseres  Vergnügen,  als  selbst  schwierige  Exempel  zu 
«•finden  und  dann  seinen  Geschwistern  aufzugeben.  Später,  vom  zehn- 
ten Jahre  Bernhard's  an,  liess  sich  der  Vater  bei  dem  Unterrichte  der 
Kinder  von  dem  Lehrer  Schulz  unterstützen;  dieser  gab  guten  Unter- 
richt im  Rechnen  und  in  der  Geometrie,  musste  sich  jedoch  bald  sehr 
anstrengen,  seines  Schülers  rascher,  oft  besserer  Lösung  einer  Auf- 
gabe zu  folgen, 

Ln  Alter  von  dreizehn  und  einem  halben  Jahr  wurde  Bernhard 
von  dem  Vater  confirmirt  und  verliess  darauf  das  elterliche  Haus,   in 
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welchem  ein  ernster,  frommer  Sinn  und  hänslicli  angeregtes  Leisen 
herrschte.  Die  Eltern  sahen  ihre  Haujitaufgabe  in  der  Erziehung  ihrer 
Kinder;  die  innigste  Liebe  verband  Riemann  mit  seiner  Familie  und 
hat  sich  durch  sein  ganzes  ferneres  Leben  erhalten;  sie  spricht  sich 
in  seinen  Briefen  aus,  die  er  an  die  entfernten  Lieben  richtet,  wo  er 
an  Allem,  was  das  Elternhaus  betrifft,  auch  an  den  Ideinsten  Vor- 
siins;en  das  lebhafteste  Interesse  zeigt,  und  auch  sie  treulich  alle  seine 
Freuden  und  Leiden  theilen  lässt. 

Zu  Ostern  1840  kam  Riemann  nach  Hannover,  wo  seine  Gross- 
mutter lebte,  und  wo  er  zwei  Jahre  —  bis  zum  Tode  derselben  — 
die  Tertia  des  Lyceums  besuchte.  Anfangs  hatte  er,  wie  es  nach 
seiner  bisherigen  Erziehung  zu  erwarten  war,  mancherlei  Schwierig- 
keiten zu  überwinden,  doch  werden  bald  seine  Fortschritte  in  den  ein- 
zelnen Unterrichtsgegenständen  gelobt,  und  immer  ist  er  ein  fleissiger 
und  folgsamer  Schüler.  Namentlich  aus  dieser  Zeit  sind  zahlreiche 
Briefe  Riemann's  an  die  geliebten  Eltern  und  Geschwister  erhalten,  in 
welchen  er,  oft  mit  glücklichem  Humor,  von  den  Schulereignissen  be- 
richtet. Vorwiegend  ist  aber  die  Sehnsucht  nach  dem  Elternhause; 
wenn  die  Ferien  herannahen,  so  bittet  er  inständig  um  die  Erlaubniss, 
dieselben  in  Quickborn  zubringen  zu  dürfen,  und  lange  vorher  sinnt 
er  auf  Mittel,  die  Reise  mit  möglichst  wenigen  Kosten  bewerkstelligen 
zu  können;  zu  den  Geburtstagen  der  Eltern  und  Geschwister  macht 
er  kleine  Einkäufe  und  ist  eifrig  darauf  bedacht,  sie  damit  wirklich 
zu  überraschen.  Er  lebt  in  Gedanken  noch  ganz  in  dem  häuslichen 
Kreise.  Bisweilen  klingt  aber  auch  eine  wehmüthige  Klage  durch,  wie 
schwer  es  ihm  werde,  mit  fremden  Menschen  zu  verkehren,  und  die 
Schüchternheit,  welche,  eine  natürliche  Folge  seines  früheren  abge- 
schlossenen Lebens,  ihn  zu  seinem  Kummer  auch  den  Lehrern  bis- 
weilen in  falschem  Lichte  erscheinen  lässt,  hat  ihn  auch  später  nie 
gänzlich  verlassen  und  oft  angetrieben,  sich  der  Einsamkeit  und  seiner 
Gedankenwelt  zu  überlassen,  in  welcher  er  die  grösste  Kühnheit  und 
Vorurtheilslosigkeit  entfaltet  hat. 

Nach  dem  Tode  der  Grossmutter  wurde  Riemann,  wie  es  scheint 
auf  seinen  eigenen  Wunsch,  Ostern  1842  von  dem  Vater  auf  ds^s 
Johanneum  zu  Lüneburg  gebracht,  wo  er  zwei  Jahre  in  Secunda  und 
zwei  Jahre  in  Prima  bis  zu  seinem  Abgange  nach  der  Universität 
blieb.  Gleich  in  die  erste  Zeit  seines  dortigen  Aufenthaltes  fiel  der 
grosse  Brand  von  Hamburg,  der  tiefen  Eindruck  auf  ihn  machte,  und 
über  den  er  ausführlich  an  seine  Eltern  berichtete.  Die  grössere  Nähe 
bei  seiner  Heimath  und  die  Möglichkeit,  die  Ferien  in  Quickborn  in 
seiner  Familie  zu  verleben,  trug  dazu  bei,  die  fernere  Schulzeit  zu  einer 
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glücklichen  für  ihn  zu  machen.  Freilich  war  die  Hin-  und  Herreise, 
die  zum  grössten  Theil  zu  Fuss  gemacht  wurde,  mit  Anstrengungen 
verbunden,  denen  sein  Körjier  nicht  immer  gewachsen  war;  schon  in 
dieser  Zeit  spricht  sich  in  den  schönen  Briefen  seiner  Mutter,  die  er 
leider  bald  verlieren  sollte,  ängstliche  Sorge  um  seine  Gesundheit  aus, 
und  oft  wiederholen  sich  ihre  herzlichen  Ermahnungen,  zu  grosse 
körperliche  Anstrengungen  zu  vermeiden.  Er  wohnte  später  bei  dem 
Gymnasiallehrer  Seffer,  der  sich  lebhaft  für  ihn  interessirte,  und  an 
dem  er,  wie  aus  seinen  Briefen  hervorgeht,  einen  väterlichen  Freund 
und  Beschützer  gefunden  hat.  Er  bekam  gute  Zeugnisse  auch  in  an- 
deren Fächern,  in  Mathematik  aber  immer  glänzende,  beim  Abgange 
die  Eins.  Seine  grosse  Begabung  für  diese  Wissenschaft  wurde  von 
dem  trefflichen  Director  Schmalfuss  erkannt;  dieser  lieh  ihm  mathe- 
matische Werke  zum  Privatstudium  und  wurde  oft  überrascht  und  in 
Erstaunen  gesetzt,  wenn  Riemann  dieselben  schon  nach  wenigen  Tagen 
zurückbrachte  und  dann  in  der  Unterhaltung  zeigte,  dass  er  sie  durch- 
gearbeitet und  vollständig  aufgefasst  hatte.  Diese  neben  seinen  Schul- 
arbeiten betriebenen  Studien  müssen  ihn  weit  über  die  Grenzen  des 
Gymnasial-Unterrichtes  hinaus  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathematik 
geführt  haben;  die  Bekanntschaft  mit  der  höheren  Analysis  hat  er, 
soviel  bekannt  ist,  durch  das  Studium  der  Euler'schen  Werke  erworben; 
auch  Legendre's  Theorie  des  Nombres  soll  er  in  dieser  Zeit  gelesen  haben. 
Im  Alter  von  neunzehn  und  einem  halben  Jahr  bezog  Riemann 
Ostern  1846  die  Universität  Göttingen.  Der  seinem  geistlichen  Berufe 
von  Herzen  ergebene  Vater  hegte  den  natürlichen  Wunsch,  er  möge 
sich  der  Theologie  widmen,  und  wirklich  Hess  Riemann  sich  am  25. 
April  als  Studiosus  der  Philologie  und  Theologie  immatriculiren;  zu 
diesem  mit  seiner  deutlich  hervorgetretenen  Neigung  und  Begabung 
für  die  Mathematik  nicht  im  Einklänge  stehenden  Entschlüsse  wird 
vor  Allem  die  Rücksicht  auf  die  Mittellosigkeit  der  kinderreichen  Familie 
und  die  Hoffnung  beigetragen  haben,  früher  eine  Anstellung  zu  finden 
und  dadurch  seinem  Vater  eine  Erleichterung  zu  gewähren.  Neben 
den  philologischen  und  theologischen  Vorlesungen  hörte  er  aber  auch 
mathematische,  und  zwar  gleich  im  Sommersemester  über  die  numeri- 
sche Auflösung  der  Gleichungen  bei  Stern,  und  über  Erdmagnetismus 
bei  Goldschmidt,  sodann  im  Wintersemester  1846  — 1847  über  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei  Gauss,  und  über  bestimmte  Inte- 
grale bei  Stern.  Er  sah  bei  dieser  fortgesetzten  Beschäftigung  mit 
der  Mathematik  bald  ein,  dass  die  Neigung  zu  derselben  zu  mächtig 
in  ihm  war,  und  erwirkte  von  seinem  Vater  die  Erlaubniss,  sich  ganz 
seinem  Liebliugsstudium  widmen  zu  dürren. 
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Obgleich  nun  Gauss  seit  fast  einem  halben  Jahrhundert  unbestritten 
den  Rang  des  grössten  lebenden  Mathematikers  einnahm^  so  beschränkte 
sich  seine  zwar  sehr  anregende  Lehrthätigkeit  doch  nur  auf  ein 
kleines  Feld,  welches  mehr  der  angewandten  Mathematik  angehörte, 
und  für  Riemann  war  bei  dem  vorgeschrittenen  Standpunkte  seines 
Wissens  eine  wesentliche  Bereicherung  desselben  und  eine  Befruchtung 
mit  neuen  Ideen  damals  in  Göttingen  nicht  mehr  zu  erwarten.  Er 
bezog  daher  Ostern  1847  die  Universität  Berlin,  wo  Jacobi,  Lejeune 
Dirichlet  und  Steiner  durch  den  Glanz  ihrer  Entdeckungen,  welche  sie 
zum  Gegenstande  ihrer  Vorlesungen  machten,  zahlreiche  Schüler  um 
sich  versammelten.  Er  blieb  dort  zwei  Jahre,  bis  Ostern  1849,  und 
hörte  unter  Anderem  bei  Dirichlet  Zahlentheorie,  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale  und  der  partiellen  Differentialgleichungen,  bei  Jacobi 
analytische  Mechanik  und  höhere  Algebra.  Leider  sind  nur  sehr  wenige 
Briefe  aus  dieser  Zeit  erhalten;  in  einem  derselben  (vom  29.  Nov.  1847) 
spricht  er  seine  grosse  Freude  darüber  aus,  dass  Jacobi  sich  gegen 
seine  anfängliche  Absicht  noch  entschlossen  habe,  Mechanik  vorzutragen. 
In  einen  näheren  Verkehr  mit  ihm  trat  Eisenstein,  bei  dem  er  in  dem 
ersten  Jahre  Theorie  der  elliptischen  Functionen  hörte.  Riemann  hat 
später  erzählt,  dass  sie  auch  über  die  Einführung  der  complexeu  Grössen 
in  die  Theorie  der  Functionen  mit  einander  verhandelt  haben,  aber 
gänzlich  verschiedener  Meinung  über  die  hierbei  zu  Grunde  zu  legenden 
Principien  gewesen  seien;  Eisenstein  sei  bei  der  formellen  Rechnung 
stehen  geblieben,  während  er  selbst  in  der  partiellen  Differential- 
gleichuncf  die  wesentliche  Definition  einer  Function  von  einer  com- 
plexen  Veränderlichen  erkannt  habe.  Wahrscheinlich  sind  diese,  für 
seine  ganze  spätere  Laufbahn  maassgebeuden  Ideen  zuerst  in  den 
Herbstferien  1847  gründlich  von  ihm  verarbeitet. 

Von  dem  übrigen  Leben  Rieniann's  während  seines  zweijährigen 
Aufenthaltes  in  Berlin  ist  nur  wenig  aus  den  Briefen  zu  ersehen.  Die 
grossen  politischen  Ereignisse  des  Jahres  1848  ergriffen  auch  ihn 
mächtig;  er  war  Augenzeuge  der  März-Revolution  und  hatte  als  Mit- 
glied des  von  den  Studenten  gebildeten  Corps  die  Wache  im  könig- 
lichen Schlosse  vom  24.  März  Morgens  9  Uhr  bis  zum  folgenden  Tage 
Mittags  1  Uhr. 

Ostern  1849  kehrte  Riemann,  nachdem  er  noch  die  Ankunft  der  Frank- 
furter Kaiser-Deputation  in  Berlin  erlebt  hatte,  nach  Göttingen  zurück. 
Er  besuchte  in  den  drei  folgenden  Semestern  noch  einige  naturwissen- 
schaftliche und  philosophische  Vorlesungen,  unter  anderen  mit  gröss- 
tem  Interesse  die  genialen  Vorlesungen  über  Experimental-PKysik  von 
Wilhelm  Weber,  an  welchen  er  sich  später  eng  anschloss,  und  der  ihm 
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bis  zu  seinem  Tode  ein  treuer  Freund  und  Rathgeber  gewesen  ist.  In 
dieser  Zeit  müssen  bei  gleichzeitiger  Beschäftigung  mit  philosophischen 
Studien,  welche  sich  namentlich  auf  Herbart  richteten^  die  ersten 
Keime  seiner  naturphilosophischen  Ideen  sich  entwickelt  haben;  dies 
scheint  wenigstens,  soweit  es  sich  nur  um  das  Streben  nach  einer  ein- 
heitlichen Naturauffassung  handelt,  aus  einer  Stelle  eines  Aufsatzes 
„Ueber  Umfang,  Anordnung  und  Methode  des  naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  auf  Gymnasien"  hervorzugehen,  den  er  im  November  1850 
als  Mitglied  des  pädagogischen  Seminars  verfasste,  und  in  welchem  er 
sagt:  „So  z.  B.  lässt  sich  eine  vollkommen  in  sich  abgeschlossene 
mathematische  Theorie  zusammenstellen,  welche  von  den  für  die  ein- 
zelnen Punkte  geltenden  Elementargesetzen  bis  zu  den  Vorgängen  in 
dem  uns  wirklich  gegebenen  continuirlich  erfüllten  Räume  fortschreitet, 
ohne  zu  scheiden,  ob  es  sich  um  die  Schwerkraft,  oder  die  Electricität, 
oder  den  Magnetismus,  oder  das  Gleichgewicht  der  Wärme  handelt." 
Im  Herbst  1850  trat  er  auch  in  das  kurz  vorher  gegründete  mathe- 
matisch-physikalische Seminar  ein,  welches  von  den  Professoren  Weber, 
Ulrich,  Stern  und  Listing  geleitet  wurde,  und  betheiligte  sich  nament- 
lich an  den  physikalischen  experimentellen  Uebungen,  obgleich  er  da- 
durch von  seiner  Hauptaufgabe,  der  Ausarbeitung  der  Doctordissertation, 
oft  abgezogen  wurde.  Theils  diesem  Umstände,  theils  aber  auch  der 
fast  ängstlichen  Sorgfalt,  welche  Riemann  auf  die  Ausarbeitung  seiner 
für  den  Druck  bestimmten  Schriften  verwendete,  und  die  ihn  auch 
später  bei  der  Verööentlichung  seiner  Arbeiten  wesentlich  gehemmt 
hat,  wird  es  zuzuschreiben  sein,  dass  er  seine  Abhandlung  „Grundlagen 
für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen  com- 
plexen  Grösse"  erst  im  November  des  folgenden  Jahres  1851  der  philo- 
sophischen Facultät  einreichen  konnte.  Dieselbe  fand  eine  sehr  an- 
erkennende Beurtheilung  von  Gauss,  welcher  Riemann  bei  dessen  Besuch 
mittheilte,  dass  er  seit  Jahren  eine  Schrift  vorbereite,  welche  denselben 
Gegenstand  behandele,  sich  aber  freilich  nicht  darauf  beschränke.  Das 
Examen  war  am  Mittwoch  den  3.  December,  die  öffentliche  Disputation 
und  Doctor- Promotion  am  Dinstag  den  16.  December.  An  seinen 
Vater  schreibt  er:  „Durch  meine  jetzt  vollendete  Dissertation  glaube 
ich  meine  Aussichten  bedeutend  verbessert  zu  haben ;  auch  hoffe 
ich,  dass  ich  mit  der  Zeit  fliessender  und  rascher  schreiben  lerne, 
namentlich  wenn  ich  mehr  Umgang  suche  und  auch  erst  Gelegen- 
heit habe,  Vorträge  zu  halten;  ich  habe  daher  jetzt  guten  Muth." 
Zugleich  entschuldigt  er  sich  in  Rücksicht  auf  die  Kosten,  die  er 
dem  Vater  verursacht,  dass  er  sich  nicht  eifriger  um  die  durch 
Goldschmidt's  Tod  erledigte  Observatorstelle  an  der  Sternwarte  bemüht 
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liabe,*)  und  theilt  mit,  dass  seiner  Habilitation  als  Privatdocent  Nichts 
im  Wege  stehe,  sobald  er  die  Habilitationsschrift  fertig  habe.  Es 
scheint  schon  früh  seine  Absicht  gewesen  zu  sein,  zum  Gegenstande 
derselben  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  zu  wählen,  allein 
es  vero-ehen  bis  zu  seiner  Habilitation  doch  wieder  zwei  und  ein  halbes 
Jahr. 

In  den  Herbstferien  1852  hielt  sich  Lejeune  Dirichlet,  dem  er 
noch  von  Berlin  her  wohl  bekannt  war,  eine  Zeit  lang  in  Göttingen 
auf,  und  Riemann,  der  eben  von  Quickborn  dorthin  zurückgekehrt  war, 
hatte  das  Glück,  ihn  fast  täghch  zu  sehen.  Gleich  bei  seinem  ersten 
Besuche  in  der  Krone,  wo  Dirichlet  wohnte,  und  am  folgenden  Tage 
in  einer  Mittagsgesellschaft  bei  Sartorius  von  Waltershausen,  in  wel- 
cher auch  die  Professoren  Dove  aus  Berlin  und  Listing  gegenwärtig 
waren,  fragte  er  Dirichlet,  den  er  nächst  Gauss  als  den  grössten  da- 
mals lebenden  Mathematiker  anerkannte,  um  Rath  wegen  seiner  Arbeit. 
„Am  anderen  Morgen  —  schreibt  Riemann  an  seinen  Vater  —  war 
Dirichlet  etwa  zwei  Stunden  bei  mir;  er  gab  mir  die  Notizen,  die  ich 
zu  meiner  Habilitationsschrift  bedurfte,  so  vollständig,  dass  mir  die 
Arbeit  dadurch  wesentlich  erleichtert  ist;  ich  hätte  sonst  auf  der 
Bibliothek  nach  manchen  Sachen  lange  suchen  können.  Auch  meine 
Dissertation  ging  er  mit  mir  durch  und  war  überhaupt  äusserst  freund- 
lich Segen  mich,  wie  ich  es  bei  dem  grossen  Abstände  zwischen  mir 
und  ihm  kaum  erwarten  durfte.  Ich  hoffe,  er  wird  mich  auch  später 
nicht  vergessen."  Einige  Tage  darauf  traf  auch  Wilhelm  Weber  von 
der  Wiesbadener  Naturforscher- Versammlung  wieder  in  Göttingen  ein; 
es  wurde  in  grösserer  Gesellschaft  ein  sehr  lohnender  Ausflug  nach 
dem  einige  Stunden  entfernten  Hohen  Hagen  gemacht,  und  am  folgen- 
den Tage  trafen  Dirichlet  und  Riemann  abermals  im  Weber'schen 
Hause  zusammen.  Solche  persönliche  Anregung  war  im  höchsten  Grade 
wohlthuend  für  Riemann,  und  er  schreibt  selbst  hierüber  an  seinen 
Vater:  „Du  siehst,  dass  ich  hier  im  Ganzen  noch  nicht  sehr  häuslich 
gelebt  habe;  aber  ich  bin  dafür  des  Morgens  desto  fleissiger  bei  der 
Arbeit  gewesen,  und  finde,  dass  ich  so  weiter  gekommen  bin,  als 
wenn  ich  den  ganzen  Tag  hinter  meinen  Büchern  sitze." 


*)  Einer  Mittheilung  von  W.  Weber  zufolge  wünscbte  Gauss  selbst  nicht, 
tlass  Riemann  diese  Stellung  übernähme;  er  zweifelte  zwar  nicht  an  seiner  theo- 
retischen und  praktischen  Befähigung  für  dieselbe,  aber  er  hatte  schon  damals 
eine  so  hohe  Meinung  von  Riemann's  wissenschaftlicher  Bedeutung,  dass  er  be- 
fürchtete, derselbe  möchte  durch  die  mit  dieser  Stellung  verbundenen  zeitrauben- 
den und  zum  Theil  untergeordneten  Dieustgeschäfte  von  seinem  eigentlichen  Arbeits- 
felde gar  zu  sehr  abgelenkt  werden. 
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In  jenen  Tagen  schreibt  er  auch  von  seiner  Habilitation  und  von 
dem  Anfange  seiner  Vorlesungen,  wie  von  unmittelbar  bevorstehenden 
Dingen,  und  er  würde  gewiss  auch  viel  rascher  in  seiner  äusserlichen 
Laufbahn  fortgeschritten  sein,  wenn  ihm  öfter  eine  solche  treibende 
Anregung  zu  Theil  geworden  wäre.  Offenbar  fällt  in  den  Anfang  des 
Jahres  1853  eine  fast  ausschliessliche  Beschäftigung  mit  Naturphilo- 
sophie; seine  neuen  Gedanken  gewinnen  eine  feste  Gestalt,  auf  die  er 
nach  allen  Unterbrechungen  stets  wieder  zurückgekommen  ist.  End- 
lich ist  auch  die  Habilitationsschrift  fertig,  und  er  schreibt  an  seinen 
jüngeren  Bruder  Wilhelm  am  28.  December  1853:  „Mit  meinen  Arbei- 
ten steht  es  jetzt  so  ziemlich ;  ich  habe  Anfangs  December  meine 
Habilitationsschrift*)  abgeliefert  und  musste  dabei  drei  Themata  zur 
Probevorlesung  vorschlagen,  von  denen  dann  die  Facultät  eines  wählt. 
Die  beiden  ersten  hatte  ich  fertig  und  hoffte,  dass  man  eins  davon 
nehmen  würde;  Gauss  aber  hat  das  dritte**)  gewählt,  und  so  bin  ich 
nun  wieder  etwas  in  der  Klemme,  da  ich  dies  noch  ausarbeiten  muss. 
Meine  andere  Untersuchung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Electrici- 
tät,  Galvanismus,  Licht  und  Schwere  hatte  ich  gleich  nach  Beendigung 
meiner  Habilitationsschrift  wieder  aufgenommen  und  bin  mit  ihr  so 
weit  gekommen,  dass  ich  sie  in  dieser  Form  unbedenklich  veröffent- 
lichen kann.  Es  ist  mir  dabei  aber  zugleich  immer  gewisser  geworden, 
dass  Gauss  seit  mehreren  Jahren  auch  daran  arbeitet,  und  einigen 
Freunden,  u.  A.  Weber,  die  Sache  unter  dem  Siegel  der  Verschwiegen- 
heit mitgetheilt  hat,  —  Dir  kann  ich  dies  wohl  schreiben,  ohne  dass 
es  mir  als  Anmaassung  ausgelegt  wird  —  ich  hoffe,  dass  es  nun  für 
mich  noch  nicht  zu  spät  ist  und  es  anerkannt  werden  wird,  dass  ich 
die  Sachen  vollkommen  selbständig  gefunden  habe." 

Um  diese  Zeit  wurde  Riemann  im  mathematisch -physikalischen 
Seminar  Assistent  von  W.  Weber  und  hatte  als  solcher  die  Uebungen 
der  Neueintretenden  zu  leiten,  auch  einige  Vorträge  zu  halten.  Ueber 
den  weiteren  Fortgang  seiner  Arbeiten  schreibt  er  am  26.  Juni  1854 
aus  Quickborn  seinem  Bruder:  „Um  Weihnachten  habe  ich  Dir  von 
Göttingen  aus,  wie  ich  glaube,  geschrieben,  dass  ich  meine  Habilitations- 
schrift Anfang  December  vollendet  und  an  den  Decan  abgegeben  hätte, 
sowie  auch  dass  ich  bald  darauf  mich  wieder  mit  meiner  Untersuchung 
über  den  Zusammenhang  der  physikalischen  Grundgesetze  beschäftigte 
und  mich  so  darin  vertiefte,  dass  ich,  als  mir  das  Thema  zur  Probe- 
vorlesung  beim   Colloquium   gestellt   war,   nicht    gleich  wieder  davon 


*)  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 
**)  Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen. 
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loskommen  konnte.  Ich  ward  nun  baki  darauf  krank,  theils  wohl  in 
Folge  zu  vielen  Grübelns,  theils  in  Folge  des  vielen  Stubensitzens  bei 
dem  schlechten  Wetter;  es  stellte  sich  mein  altes  Uebel  wieder  mit 
orosser  Hartnäckigkeit  ein  und  ich  kam  dabei  mit  meinen  Arbeiten 
nicht  vom  Fleck.  Erst  nach  mehreren  Wochen,  als  das  Wetter  besser 
wurde  und  ich  wieder  mehr  Umgang  suchte,  ging  es  mit  meiner  Ge- 
sundheit besser.  Für  den  Sommer  habe  ich  nun  eine  Gartenwohnung 
o-emiethet  und  habe  seitdem  gottlob  über  meine  Gesundheit  nicht  zu 
klagen  gehabt.  Nachdem  ich  etwa  vierzehn  Tage  nach  Ostern  mit 
einer  andern  Arbeit,  die  ich  nicht  gut  vermeiden  konnte,  fertig  ge- 
worden war,  ging  ich  nun  eifrig  an  die  Ausarbeitung  meiner  Probe- 
vorlesung und  wurde  um  Pfingsten  damit  fertig.  Ich  erreichte  es  in- 
dess  nur  mit  vieler  Mühe,  dass  ich  mein  Colloquium  gleich  machen 
konnte  und  nicht  noch  wieder  unverrichteter  Sache  nach  Quickborn 
abreisen  musste.  Gauss's  Gesundheitszustand  ist  nemlich  in  der  letzten 
Zeit  so  schlimm  geworden,  dass  man  noch  in  diesem  Jahre  seinen 
Tod  fürchtet  und  er  sich  zu  schwach  fühlte,  mich  zu  examiniren.  Er 
wünschte  nun,  dass  ich,  weil  ich  doch  erst  im  nächsten  Semester  lesen 
könnte,  wenigstens  noch  bis  zum  August  auf  seine  Besserung  warten 
möchte.  Ich  hatte  mich  schon  in  das  Unvermeidliche  gefügt.  Da  ent- 
schloss  er  sich  plötzlich  auf  mein  wiederholtes  Bitten,  „um  die  Sache 
vom  Halse  los  zu  werden"  am  Freitag  nach  Pfingsten  Mittag  das 
Colloquium  auf  den  andern  Tag  um  halb  elf  anzusetzen  und  so  war 
ich  am  Sonnabend  um  eins  glücklich  damit  fertig.  —  Lass  Dir  nun 
noch  in  aller  Eile  erzählen,  was  es  mit  der  andern  Arbeit,  die  mich 
um  Ostern  beschäftigte,  für  eine  Bewandtniss  hat.  In  den  Osterferien 
war  Kohlrausch  —  ein  Sohn  vom  Oberschulrath  und  Vetter  und  Schwager 
von  Schmalfuss  —  der  jetzt  Professor  in  Marburg  ist,  auf  vierzehn 
Tage  bei  Weber  zum  Besuch,  um  mit  ihm  gemeinschaftlich  eine  ex- 
perimentelle Untersuchung  über  Electricität  zu  machen,  da  Weber  zu 
dem  einen  Theil  dieser  Untersuchung,  Kohlrausch  zu  dem  anderen 
Theil  derselben  die  Vorarbeiten  gemacht  und  die  Apparate  erdacht  und 
construirt  hatte.  Ich  nahm  an  ihren  Experimenten  Theil  und  lernte 
bei  dieser  Gelegenheit  Kohlrausch  kennen.  Kohlrausch  hatte  nmi  einige 
Zeit  vorher  sehr  genaue  Messungen  über  eine  bis  dahin  unerforschte 
Erscheinung  (den  electrischen  Rückstand  in  der  Leidener  Flasche)  ge- 
macht und  veröffentlicht  und  ich  hatte  durch  meine  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  den  Zusammenhang  zwischen  Electricität,  Licht  und 
Magnetismus  die  Erklärung  davon  gefunden.  Ich  sjarach  nun  mit  K. 
darüber  und  dies  war  die  Veranlassung,  dass  ich  die  Theorie  dieser 
Erscheinung  für  ihn  ausarbeitete  und  ihm  zuscliickte.     Kohlrausch  hat 
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mir  uiin  jetzt  sehr  Ireuudlicli  geantwortet,  mir  angeboten,  meine  Arbeit 
an  Poggendortf,  den  Herausgeber  der  Annalen  der  Physik  und  Chemie, 
in  Berlin  zum  Druck  zu  schicken,  und  mich  eingeladen  ihn  in  diesen 
Herbstl'erien  zu  besuchen,  um  die  Sache  weiter  zu  verfolgen.  Mir  ist 
diese  Sache  deshalb  wichtig,  weil  es  das  erste  Mal  ist,  avo  ich  meine 
Arbeiten  auf  eine  vorher  noch  nicht  bekannte  Erscheinung  anwenden 
konnte,  und  ich  hoffe,  dass  die  Veröffentlichung  dieser  Arbeit  dazu 
beitragen  wird,  meiner  grösseren  Arbeit  eine  günstige  Aufnahme  zu 
verschaffen.  Hier  in  Quickborn  werde  ich  mich  nun  wohl  theils  mit 
dem  Druck  dieser  Arbeit,  da  mir  die  Correcturbogen  wahrscheinlich 
zugeschickt  werden,  theils  mit  der  Ausarbeitung  einer  Vorlesung  für 
nächstes  Semester  beschäftigen  müssen." 

Zu-  dem  ersten  Theile  dieses  Briefes  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
Iliemann  die  Ausarbeitung  seiner  Probevorlesung  über  die  Hypothesen 
der  Geometrie  sich  durch  sein  Streben,  allen,  auch  den  nicht  mathe- 
matisch gebildeten  Mitgliedern  der  Facultät  möglichst  verständlich  zu 
bleiben,  wesentlich  erschwert  hat;  die  Abhandlung  ist  aber  hierdurch 
in  der  That  zu  einem  bewunderungswürdigen  Meisterstück  auch  in  der 
Darstellung  geworden,  indem  sie  ohne  Mittheilung  der  analytischen 
Untersuchung  den  Gang  derselben  so  genau  angiebt,  dass  sie  nach 
diesen  Vorschriften  vollständig  hergestellt  werden  kann.  Gauss  hatte 
gegen  das  übliche  Herkommen  von  den  drei  vorgeschlagenen  Thematen 
nicht  das  erste,  sondern  das  dritte  gewählt,  weil  er  begierig  war  zu 
hören,  wie  ein  so  schwieriger  Gegenstand  von  einem  so  jungen  Manne 
behandelt  werden  würde;  nun  setzte  ihn  die  Vorlesung,  welche  alle 
seine  Erwartungen  übertraf,  in  das  grösste  Erstaunen,  und  auf  dem 
Rückwege  aus  der  Facultäts- Sitzung  sprach  er  sich  gegen  Wilhelm 
Weber  mit  höchster  Anerkennung  und  mit  einer  bei  ihm  seltenen  Er- 
regung über  die  Tiefe  der  von  Riemann  vorgetragenen  Gedanken  aus. 

Nach  einem  längeren  Aufenthalte  in  Quickborn  kehrte  Riemann 
im  September  nach  Göttingen  zurück,  um  au  der  Naturforscher- Ver- 
sammlung Theil  zu  nehmen;  auf  Webers  und  Stern's  Aufforderung 
entschloss  er  sich,  in  der  mathematisch -physikalisch -astronomischen 
Section  einen  Vortrag  über  die  Verbreitung  der  Electricität  in  Nicht- 
leitern zu  halten.  Er  schreibt  darüber  an  seinen  Vater:  „Mein  Vor- 
trag kam  am  Donnerstag  an  die  Reihe,  und  da  für  diese  Sitzung 
unserer  Section  kein  anderer  angekündigt  war,  so  arbeitete  ich  die 
Sache  noch  den  Abend  vorher  etwas  weiter  aus,  um  die  gewöhnliche 
Zeit  der  Sitzungen  einigermaassen  auszufüllen.  Ich  hatte  anfangs  nur 
das  Gesetz,  welches  ich  mittheilen  wollte,  kurz  angeben  wollen,  wandte 
es  aber  nun  noch  auf  mehrere  Erscheinungen  an  und  zeigte  die  Ueber- 
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einstimmimg  mit  der  Erfahrung.  Mein  Vortrag  war  nun  freilicli  in 
diesem  letzten  Theile  weniger  fliesseud,  aber  ich  glaube  doch,  dass  der 
Eindruck  des  Ganzen  durch  Hinzufügung  desselben  gewonnen  hat;  ich 
sprach  ungefähr  %  Stunden.  —  Dass  ich  bei  der  Versammlung  einmal 
öffentlich  gesprochen  habe,  hat  mir  wieder  etwas  mehr  Muth  zu  meiner 
Vorlesung  gemacht;  doch  habe  ich  zugleich  gesehen,  wie  gross  der 
Unterschied  ist,  ob  man  schon  längere  Zeit  vorher  mit  seinen  Ge- 
danken in's  Reine  gekommen  ist,  oder  noch  unmittelbar  vorher  daran 
bearbeitet  hat.  Ich  hoffe  in  einem  halben  .Jahre  schon  mit  mehr  Ruhe 
an  meine  Vorlesungen  zu  denken,  und  mir  nicht  wieder  meinen  Auf- 
enthalt in  Quickborn  und  mein  Zusammensein  mit  Euch  so  dadurch 
verleiden  zu  lassen,  wie  das  letzte  Mal."  Auch  mit  Kohlrausch  war 
er  in  Göttingen  wieder  zusammengetroffen;  nach  einem  weiteren^ Brief- 
wechsel entschloss  sich  aber  Riemann,  auf  die  Veröffentlichung  seines 
Aufsatz(;s  über  den  Rückstand  in  der  Leidener  Flasche  zu  verzichten, 
vermuthlich  weil  er  nicht  gern  auf  eine  ihm  angerathene  Abänderung 
desselben  eingehen  wollte.  Statt  dessen  erschien  in  Poggendorfl"s  An- 
nalen  der  Aufsatz  über  die  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe,  über 
welchen  er  an  seine  ältere  Schwester  Ida  schreibt:  „Es  ist  dieser 
Gegenstand  deshalb  wichtig,  weil  sich  hiernach  sehr  genaue  Messungen 
anstellen  und  die  Gesetze,  nach  denen  die  Electricität  sich  bewegt,  sehr 
genau  daran  prüfen  lassen." 

In  demselben  Briefe  vom  9.  October  1854  schreibt  er  mit  grosser 
Freude  von  dem  Zustandekommen  seiner  ersten  Vorlesung,  zu  welcher 
über   sein  Erwarten   viele   Zuhörer,   etwa  acht,   sich   gemeldet  hatten. 
Der  Gegenstand  derselben  war  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  Anwendungen  auf  physikalische  Probleme;  als  Vorbild 
dienten  ihm   der  Hauptsache   nach   die   Vorlesungen,   welche   Dirichlet 
unter  gleichem  Titel   in  Berlin  gehalten  hatte,     üeber  seinen  Vortrag 
schreibt  er   am  18.  November  1854   seinem  Vater:    „Mein   Leben  hat 
hier  jetzt  nach   und   nach   eine   ziemlich   regelmässige  und   einförmige 
Gestalt   angenommen.     Meine  Collegia  habe   ich  bis  jetzt   regelmässig 
halten  können,  meine   anfängliche  Befangenheit  hat  sich  schon  ziem- 
lich  gelegt  und  ich  gewöhne   mich   daran,   mehr  an  die  Zuhörer,   als 
an  mich  dabei  zu  denken,  und  in  ihren  Mienen  zu  lesen,  ob  ich  vor- 
wärts   gehen    oder    die   Sache  noch   weiter   auseinander   setzen  muss." 
Es  ist  indessen  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  der  mündliche  Vor- 
trag   ihm   in   den    ersten   Jahren   seiner    akademischen   Lehrthätigkeit 
grosse    Schwierigkeiten   verursachte.     Seine    glänzende  Denkkraft  und 
vorahnende  Phantasie    liess  ihn  meist,    was    besonders    bei    zufälligen 
mündlichen   Unterhaltungen    über    wissenschaftliche    Gegenstände  zum 
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Vorschein  lauu,  sehr  grosse  Schritte  nehmen,  denen  man  nicht  so  leicht 
folgen  konnte,  und  wenn  man  ihn  zu  einer  näheren  Erörterung  einiger 
Zwischenglieder  seiner  Schlüsse  aufforderte,  so  konnte  er  stutzig  wer- 
den und  es  verursachte  ihm  einige  Mühe,  sich  in  den  langsameren 
Gedankengang  des  Anderen  zu  fügen  und  dessen  Zweifel  rasch  zu  be- 
seitigen. So  hat  ihn  auch  bei  seinen  Vorlesungen  die  Beobachtung 
der  Mienen  seiner  Zuhörer,  von  der  er  oben  schreibt,  oft  empfindlich 
gestört,  wenn  er,  bisweilen  ganz  gegen  sein  Erwarten,  sich  genöthigt 
glaubte,  einen  für  ihn  fast  selbstverständlichen  Punkt  noch  besonders 
zu  beweisen.  Dies  hat  sich  aber  nach  längerer  Uebung  verloren,  und 
die  verhältnissmässig  grosse  Zahl  seiner  Schüler  ist  nicht  blos  der  An- 
ziehungskraft seines  durch  die  tiefsinnigsten  Werke  berühmt  gewordenen 
Namens,  sondern  auch  seinem  Vortrage  zuzuschreiben,  auf  den  er  sich 
stets  sehr  sorgfältig  vorbereitete,  und  durch  welchen  es  ihm  gelang, 
seine  Zuhörer  über  die  grossen  Schwierigkeiten  hin  wegzuführen,  die 
sich  dem  Eindringen  in  die  von  ihm  geschafienen  neuen  Principien 
entgegenstellen. 

Am  23.  Februar  1855  starb  Gauss,  und  bald  darauf  wurde  Lejeune 
üirichlet  von  Berlin  nach  Göttingen  berufen.  Bei  dieser  Gelegenheit 
wurde  von  mehreren  Seiten,  aber  vergeblich  dahin  gewirkt,  dass 
Iliemann  zum  ausserordentlichen  Professor  ernannt  werden  möchte ; 
erreicht  wurde  nur,  dass  ihm  eine  Remuneration  von  jährlich  200  Tha- 
ler von  der  Regierung  ausgesetzt  wurde;  so  gering  diese  Summe  war, 
eine  so  wichtige  Erleichterung  gewährte  sie  Riemann,  der  in  dieser 
und  der  nächsten  Zeit  wohl  oft  mit  düsterem  Blick  in  die  Zukunft 
schaute.  Es  begann  eine  Reihe  von  traurigen  Jahren,  in  denen  ihn 
ein  schmerzlicher  Schlag  nach  dem  anderen  traf.  Noch  im  Jahre  1855 
verlor  er  seinen  Vater  und  eine  Schwester,  Clara;  die  alte,  so  innig 
geliebte  Ileimath  in  Quickborn  wurde  verlassen,  seine  drei  Schwestern 
zogen  zu  dem  Bruder  Wilhelm  nach  Bremen,  der  dort  Postsecretair 
war  und  von  jetzt  an  die  Sorge  für  die  Erhaltung  der  Familie  über- 
nahm. 

Riemann  wandte  sieh  jetzt  mit  erneutem  Eifer  wieder  seinen  schon 
in  den  Jahren  1851  und  1852  begonnenen  Untersuchungen  über  die 
Theorie  der  Aberschen  Functionen  zu  und  machte  dieselbe  zum  ersten 
Male  von  Michaelis  1855  bis  Michaelis  1856  zum  Gegenstande  seiner 
Vorlesungen,  an  denen  drei  Zuhörer,  Schering,  Bjerknes  und  sein 
College  Dedekind  Theil  nahmen.  Im  Sommer  1856  wurde  er  zum 
Assessor  der  mathematischen  Classe  der  Göttinger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  ernannt;  als  solcher  überreichte  er  am  2.  November 
seine  Abhandlung  über  die  Gauss'sche  Reihe  und  schrieb  an  demselben 
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Tage  seinem  Bruder:  „Audi  hoffe  ich,  dass  meine  Arbeiten  mir  Früchte 
tragen  sollen.     Meine  Abhandlung  ist,  wie  ich  Dir  schon  schrieb,  jetzt 
zum  Druck  fertig,  und  vielleicht  wird  sie  die  Societät  in  ihren  Schrif- 
ten drucken  lassen,  allerdings  eine  grosse  Ehre,  da  diese  in  den  letzten 
50  Jahren  nur  mathematische  Abhandlungen  von  Gauss  enthalten  haben. 
Die  mathematische  Section  der  Societät,  bestehend  aus  Weber,  Ulrich 
und  Dirichlet  wird  wenigstens   nach  Weber's  Aeusserungen  wohl   auf 
den  Druck  meiner  Abhandlung  antragen.  -  Mit  meinen  Vorlesungen 
d.  h.  mit  dem  Besuch  derselben,  bin  ich  ziemlich  zufrieden,  besonders 
bei  der  geringen  Zahl  der  neu  angekommenen  Studenten.    Es  sind  crar 
keine   Mathematiker  unter  diesen   und  das   ist   auch   wohl   der  Grund 
dass  Dedekind   und  Westphal  ihre  Privatvorlesungen  nicht   zu   Stande 
bekommen  haben.    Die  Anzahl  meiner  Zuhörer  betrug  nun  an  den  vier 
Tagen,  an  denen  ich  gelesen  habe,  erst  drei,   dann  vier  und  die  letz- 
ten beiden  Male  fünf;    doch   war  hierunter  wohl  ein  Hospitant.     Sehr 
lieb  ist  es  mir,   dass   ich   diesmal  auch  einige  Zuhörer  aus  den  ersten 
Semestern  habe,  nicht  wie  sonst  bloss  aus  dem  sechsten  und  späteren 
Semestern,   weil  ich   dies   als   ein  Zeichen   betrachte,   dass  meine  Vor- 
lesungen   leichter    verständlich    werden.     Bei    alledem    kann  ich  noch 
nicht  behaupten,   dass   meine  Vorlesungen   zu  Stande  gekommen  sind- 
denn  es  hat  sich  noch  Niemand  bei  mir  gemeldet  und  ist  also  immer 
noch  möghch,  dass  meine  Herrn   Zuhörer  mich  im  Stiche  lassen    - 
Meine  freie  Zeit  werde  ich  von  jetzt  an  ganz  auf  die  Arbeit  über*  die 
Abel'schen  Functionen,  von  der  ich  Dir  erzählt  habe,  verwenden     Kurz 
vor   meiner    Wiederankunft    hier    in    Göttingen    ist    auch    der    Haupt  ^ 
redacteur  des  mathematischen  Journals,  der  Dr.  Borchardt  aus  Berlin 
hier    gewesen    und    hat    mir    durch    Dirichlet   und   Dedekind   die  Auf- 
forderung zugehen  lassen,  ihm   doch   so   bald   wie   möglich   eine  Dar- 
stellung meiner  Untersuchungen   über  die  AbeFschen  Functionen     sie 
sei  so  roh  wie  sie  wolle,  zu  schicken.     Weierstrass  ist  jetzt  stark  im 
Fubhciren,  doch  enthält  das  jetzt  veröffentlichte  Heft,  von  dem  Scherk 
mir  erzählte,  nur  die  ersten  Vorbereitungen  zu  seiner  Theorie." 

In  der  That  widmete  er  sich  nun  mit  allen  Kräften  der  Aus 
arbeitung  dieses  Werkes,  so  dass  er  die  ersten  drei  kleineren  Abhand- 
lungen am  18.  Mai,  die  vierte  grössere  am  2.  Juli  1857  im  Manuscript 
nach  Berlin  abschicken  konnte;  allein  durch  die  übermässige  An- 
strengung hatte  seine  Gesundheit  sehr  gelitten,  und  er  befand  sich  am 
Ende  des  Sommersemesters  in  einem  Zustande  geistiger  Abspannung, 
der  seine  Stimmung  im  höchsten  Grade  verdüsterte.  Zur  Erfrischung 
und  Stail'ung  seiner  Gesundheit  nahm  er  ftir  einige  Wochen  seinen 
Autenthalt  m  Harzburg,  wohin  ihn  sein  Freund  Ritter  (damals  Lehrer 
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an  dem  Polyteclinicum  zu  Haiiuover,  jetzt  Professor  in  Aachen)  auf 
einige  Tage  begleitete,  und  wohin  ihm  später  sein  College  Dedekind 
folgte,  mit  dem  er  viele  Spaziergänge  und  auch  grössere  Ausflüge  in 
den  Harz  machte.  Auf  solchen  Spaziergängen  erheiterte  sich  seine 
Stimmung,  sein  Zutrauen  zu  Anderen  und  zu  sich 'selbst  wuchs;  sein 
harmloser  Scherz  und  seine  rückhaltlose  Unterhaltung  über  wissen- 
schaftliche Gegenstände  machten  ihn  zu  dem  liebenswürdigsten  und 
anregendsten  Gesellschafter.  In  dieser  Zeit  wandten  sich  seine  Ge- 
danken wieder  der  Naturphilosophie  zu,  und  eines  Abends  nach  der 
Rückkehr  von  einer  anstrengenden  Wanderung  griff  er  zu  Brewster's 
Life  of  Newton,  und  sprach  lange  mit  Bewunderung  über  den  Brief 
an  Bentley,  in  welchem  Newton  selbst  die  Unmöglichkeit  unmittelbarer 
Fernwirkung  behauptet. 

Bald  nach  seiner  Rückkehr  nach  Göttingen  wurde  er  am  9.  No- 
vember 1857  zum  ausserordentlichen  Professor  in  der  philosophischen 
Facultät  ernannt,  und  seine  Remuneration  von  200  Thaler  auf  300 
Thaler  erhöht.  Aber  fast  ""leichzeitio;  erschütterte  ihn  auf  das  Tiefste 
der  Tod  seines  innig  geliebten  Bruders  Wilhelm;  er  übernimmt  nun 
ganz  die  Sorge  für  seine  drei  noch  lebenden  Schwestern  und  dringt 
inständig  darauf,  dass  sie  noch  im  Laufe  des  Winters  zu  ihm  nach 
Göttingen  übersiedeln;  dies  geschah  auch  im  Anfang  März  1858,  aber 
erst  nachdem  ihnen  die  jüngste  Schwester,  Marie,  noch  durch  den  Tod 
entrissen  war.  Nach  so  vielen  Schicksalsschlägen  trug  das  Zusammen- 
leben mit  den  Schwestern  wesentlich  zur  Besserung  seiner  tief  nieder- 
gedrückten Gemüthsstimmung  bei,  und  die  Anerkennung,  welche  von 
nun  an,  wenn  auch  langsam,  seinen  Werken  auch  in  weiteren  Kreisen 
zu  Theil  wurde,  hob  allmälich  sein  gesunkenes  Selbstvertrauen  und 
Hess  ihn  frischen  Muth  zu  neuen  Arbeiten  finden.  Schon  vorher  hatte 
er  den  später  viel  besprochenen  Aufsatz  „Ein  Beitrag  zur  Electro- 
dynamik"  verfasst,  über  welchen  er  seiner  Schwester  Ida  schreibt: 
„Meine  Entdeckung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Electricität  und 
Licht  habe  ich  hier  der  Königl.  Societät  übergeben.  Nach  manchen 
Aeusserungen ,  die  ich  darüber  vernommen,  muss  ich  schliessen,  dass 
Gauss  eine  andere  von  der  meinigen  verschiedene  Theorie  dieses  Zu- 
sammenhangs aufgestellt  und  seinen  nächsten  Bekannten  mitgetheilt 
hat.  Ich  bin  aber  völlig  überzeugt,  dass  die  meinige  die  richtige  ist 
und  in  ein  paar  Jahren  allgemein  als  solche  anerkannt  werden  wird." 
Er  hat  bekanntlich  diese  Arbeit  bald  wieder  zurückgezogen  und  auch 
später  nicht  veröffentlicht,  wahrscheinlich  weil  er  selbst  mit  der  in  ihr 
enthaltenen  Ableitung  nicht  mehr  zufrieden  war. 

In  den  Herbstferien  1858  machte  er  die  Bekanntschaft  der  italieni- 
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sehen  Mathematiker  Brioschi,  Betti  und  Casorati,  welche  damals  eine  Reise 
durch  Deutschland  machten  und  auch  einige  Tage  in  Göttingen  verweil- 
ten; diese  Verbindung  sollte  später  in  Italien  wieder  angeknüpft  werden. 

In  diese  Zeit  fiel  die  Erkrankung  Diriclilet's,  welcher  seinen  langen 
Leiden  am  5.  Mai  1859  erlag.  Er  hatte  von  Anfang  an  das  leb- 
hafteste persönliche  Interesse  für  Riemann  empfunden  und  bei  allen 
Gelegenheiten  bethätigt,  wo  er  auf  eine  Verbesserung  der  äusserlichen 
Verhältnisse  Riemann's  hinwirken  konnte.  Inzwischen  war  des  Letz- 
teren wissenschaftliche  Bedeutung  so  allgemein  anerkannt,  dass  die 
Regierung  nach  Dirichlet's  Tode  von  der  Berufung  eines  auswärtigen 
Mathematikers  absah;  Ostern  1859  wurde  für  Riemann  eine  Wohnung 
in  der  Sternwarte  eingeräumt,  am  30.  Juli  wurde  er  zum  ordentlichen 
Professor  ernamit  und  im  December  einstimmig  zum  ordentlichen  Mit- 
aliede  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  erwählt.  Schon  vorher,  am 
11.  August,  hatte  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  ihn  zum  corre- 
spondirenden  Mitgliede  in  der  physikalisch-mathematischen  Classe  ernannt, 
und  dies  veranlasste  ihn,  im  September  in  Dedekind's  Gesellschaft  nach 
Berlin  zu  reisen,  wo  er  von  den  dortigen  Gelehrten,  Kummer,  Borchardt, 
Kronecker,  Weierstrass  mit  Auszeichnung  und  grosser  Herzlichkeit 
aufgenommen  wurde.  ■  Eine  Folge  seiner  Ernennung,  welcher  später, 
im  März  18G6,  die  Wahl  zum  auswärtigen  Mitgliede  gefolgt  ist,*)  und 
dieses  Besuchs  war  es,  dass  er  im  October  seine  Abhandlung  über  die 
Häufigkeit  der  Primzahlen  der  Berliner  Akademie  einreichte  und  ehien, 
nach  seinem  Tode  veröffentlichten  Brief  über  die  vielfach  periodischen 
Functionen  an  Weierstrass  richtete. 

Einen  Monat  später  übergab  er  der  Göttinger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  seine  Abhandlung  über  die  Fortpflanzung  ebener  Luft- 
wellen von  endlicher  Schwingungsweite. 

In  den  Osterferien  1860  machte  er  eine  Reise  nach  Paris,  wo  er 
sich  vom  26.  März  ab  einen  Monat  aufhielt;  leider  war  das  Wetter 
sehr  rauh  und  unfreundlich,  noch  in  der  letzten  Woche  gab  es  mehrere 
Tage  hinter  einander  Schnee  und  Hagel,  so  dass  die  Besichtigung  von 
Merkwürdigkeiten  oft  geradezu  unmöglich  war.  Dagegen  war  er  sehr 
zufrieden  mit  der  freundlichen  Aufnahme  von  Seiten  der  Pariser  Ge- 


*)  Bezüglicli  der  ilusserlicheu  Auszeichnungen,  deren  Riemann  theilliaftig 
geworden  ist,  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Baierische  Aliademie  der 
WissGDschaften  ihn  am  28.  November  1859  zum  correspondirenden,  am  28.  No- 
vember 1863  zum  ordentlichen  Mitgliede,  ferner  dass  die  Pariser  Akademie  ihn 
am  19.  März  1866  zu  ihrem  correspondirenden  Mitgliede  ernannte;  ebenso  wurde 
er  am  14.  Juni  1866,  kurz  vor  seinem  Tode,  von  der  Londoner  Royal  Society  zu 
deren  auswärtigem  Mitgliede  erwählt. 
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lehrten  Serret,  Bertrand,  Hermite,  Tuiseux  und  Briot,  bei  welchem  er 
einen  Tag  auf  dem  Lande  in  Chatenay  mit  Bouquet  sehr  angenehm 
verlebte. 

In  demselben  Jahre  vollendete  er  seine  Abhandlung  über  die  Be- 
wegung eines  flüssigen  Ellipsoides  und  wendete  sich  der  Bearbeitung 
der  von  der  Pariser  Akademie  gestellten  Preisaufgabe  über  die  Theorie 
der  Wärmeleitung  zu,  für  welche  er  durch  seine  Untersuchungen  über 
die  Hypothesen  der  Geometrie  schon  früher  die  Grundlagen  gewonnen 
hatte.  Im  Juni  1861  sandte  er  seine  in  lateinischer  Sprache  abgefasste 
Lösung  unter  dem  Motto  „Et  his  principiis  via  sternitur  ad  majora" 
ein;  dieselbe  errang  indessen  den  Preis  nicht,  weil  es  ihm  an  Zeit  ge- 
fehlt hatte,  die  zur  Durchführung  nöthige  Rechnung  vollständig  mit- 
zutheilen. 

Das  in  den  letzten  Jahren  ungetrübte,  glückliche  Leben,  dessen 
Riemann  sich  erfreuen  durfte,  erreichte  seinen  Höhepunkt,  als  er  sich 
am  3.  Juni  1862  mit  Fräulein  Elise  Koch  aus  Körchow  in  Mecklen- 
burg-Schwerin, einer  Freundin  seiner  Schwestern  verheirathete;  es  war 
ihr  beschieden,  die  bevorstehenden  Jahre  des  Leidens  mit  ihm  zu 
theilen  und  durch  unermüdliche  Liebe  zu  verschönern.  Schon  im  Juli 
desselben  Jahres  befiel  ihn  eine  Brustfellentzündung,  von  welcher  er 
scheinbar  zwar  sich  rasch  erholte,  welche  aber  doch  den  Keim  zu  einer 
Lungenkrankheit  zurückliess,  die  sein  frühes  Ende  herbei  führen  sollte. 
Als  ihm  von  den  Aerzten  ein  längerer  Aufenthalt  im  Süden  zur  Heilung 
angerathen  war,  gelang  es  der  dringenden  Verwendung  von  Wilhelm 
Weber  und  Sartorius  von  Waltershausen,  von  der  Regierung  nicht  mü- 
den erforderlichen  Urlaub,  sondern  auch  eine  ausreichende  Unterstützung 
zu  einer  Reise  nach  Italien  für  ihn  auszuwirken,  welche  er  im  No- 
vember 1862  antrat.  Durch  Sartorius  von  Waltershausen  auf  das 
Wärmste  empfohlen,  fand  er  das  freundhchste  Entgegenkommen  in 
der  Familie  des  Consuls  Jäger  in  Messina,  auf  deren  Villa  in  der  Vor- 
stadt Gazzi  er  den  Winter  verlebte.  Sein  Befinden  besserte  sich  rasch, 
und  er  konnte  Ausflüge  nach  Taormina,  Catania  und  Syracus  unter- 
nehmen. Auf  der  Rückreise,  welche  er  am  19.  März  1863  antrat,  be- 
suchte er  Palermo,  Neapel,  Rom,  Livorno,  Pisa,  Florenz,  Bologna, 
Mailand;  bei  längerem  Aufenthalte  in  diesen  Städten,  deren  Kunst- 
schätze und  Alterthümer  sein  grösstes  Interesse  erweckten,  machte  er 
zuo-leich  Bekanntschaft  mit  den  bedeutendsten  Gelehrten  Italiens,  und 
namentlich  schloss  er  sich  mit  inniger  Freundschaft  an  Professor  Enrico 
Betti  in  Pisa  an,  den  er  schon  im  Jahre  1858  in  Göttingen  kennen 
gelernt  hatte.  Ueberhaupt  bildet  der  mehrjährige  Aufenthalt  Riemann's 
in  Italien,    so   traurig  die  nächste  Veranlassung  desselben  auch   war. 
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einen  wahren  Lichtpunkt  in  seinem  Leben;  nicht  allein,  dass  ihn  das 
Schauen  aller  Herrlichkeit  dieses  entzückenden  Landes,  von  Natur  und 
Kunst,  unendlich  beglückte,  er  fühlte  sich  dort  auch  als  freier  Mensch 
dem  Menschen  gegenüber,  ohne  alle  die  hemmenden  Rücksichten,  die 
er  in  Göttingen  auf  Schritt  und  Tritt  nehmen  zu  müssen  meinte;  dies 
Alles  und  der  wohlthätige  Einfluss  des  herrlichen  Klimas  auf  seine 
Gesundheit  stimmte  ihn  oft  recht  froh  und  heiter  und  Hess  ihn  dort 
viele  glückliche  Tage  verleben.       .  . 

Mit  den  besten  Hoffnungen  verliess  er  das  ihm  so  lieb  gewordene 
Italien,  allein  er  zog  sich  auf  dem  Uebergange  über  den  Splügen,  wo 
er  unvorsichtiger  Weise  eine  Strecke  lang  zu  Fuss  durch  den  Schnee 
ging,  eine  heftige  Erkältung  zu,  und  nach  der  Ankunft  in  Göttingen, 
welche  am  17.  Juni  erfolgte,  war  sein  Befinden  fortwährend  so  schlecht, 
dass  er  sich  sehr  bald  zu  einer  zweiten  Reise  nach  Italien  eutschliessen 
musste,  welche  er  am  21.  August  1863  antrat.  Er  wandte  sich  zu- 
nächst nach  Meran,  Venedig,  Florenz,  dann  nach  Pisa,  wo  ihm  am 
22.  December  1863  eine  Tochter  geboren  wurde,  welche  nach  seiner 
älteren  Schwester  den  Namen  Ida  erhielt.  Unglücklicher  Weise  war 
der  Winter  so  kalt,  dass  der  Arno  zufror.  Im  Mai  1864  bezog  er 
eine  Villa  vor  Pisa;  hier  verlor  er  Ende  August  seine  jüngere  Schwester, 
Helene;  er  selbst  wurde  von  der  Gelbsucht  befallen,  welche  auch  eine 
Verschlimmerung  seines  Brustleidens  zur  Folge  hatte.  Eine  Berufung 
nach  Pisa  an  Stelle  von  Professor  Mosotti,  welche  schon  im  Jahre  1863 
durch  Vermittlung-  von  Betti  •  an  ihn  ergangen  war,  hatte  er  theils 
auf  den  Rath  seiner  Göttinger  Freunde,  hauptsächlich  aber  wohl  aus 
dem  Grunde  abgelehnt,  weil  er  die  mit  der  ihm  angetragenen  Stellung 
verbundenen  Pflichten  bei  seinem  angegriffenen  Gesundheitszustande 
nicht  vollständig  erfüllen  zu  können  befürchtete  und  deshalb  sich  ausser 
Stande  fühlte,  die  Annahme  des  Rufes  vor  sich  zu  verantworten.  Das- 
selbe Pflichtgefühl  erweckte  den  dringenden  Wunsch  in  ihm,  nach 
Göttingen  zurückzukehren  und  sich  wieder  seinem  Lehramte  zu  wid- 
men, und  nur  auf  die  ernsten  Vorstellungen  der  Aerzte  und  seiner 
Freunde  entschloss  er  sich  dazu,  auch  den  folgenden  Winter  in  Italien 
zuzubringen,  welchen  er  zu  Pisa  in  angenehmem  geselligen  und  wissen- 
schaftlichen Verkehr  mit  den  dortigen  Gelehrten  Betti,  Felici,  Novi, 
Villari,  Tassinari,  Beltrami  verlebte;  in  jener  Zeit  arbeitete  er  auch  an 
seiner  Abhandlung  über  das  Verschwinden  der  Theta-Functionen.  Den 
Mai  und  Juni  1865  brachte  er  bei  schlechtem  Befinden  in  Livorno, 
den  Juli  und  August  am  Lago  Maggiore,  den  September  in  Pegli  bei 
Genua  zu,  wo  durch  ein  gastrisches  Fieber  eine  bedeutende  Ver- 
schlimmerung seines  Zustaudes  eintrat. 
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Unter  diesen  Umständen  konnte  Riemann  seinem  immer  lebhafteren 
Wunsche,  nach  Göttingen  zurückzukehren,  nicht  länger  widerstehen; 
er  langte  am  3.  October  an  und  verlebte  daselbst  den  Winter  bei  er- 
träglich gutem  Befinden,  welches  ihm  meistens  gestattete,  einige  Stun- 
den täglich  zu  arbeiten.  Er  vollendete  die  Abhandlung  über  das  Ver- 
schwinden der  Theta-Functionen  und  übertrug  seinem  früheren  Schüler 
Hattendorff  die  Ausarbeitung  der  Abhandlung  über  die  Minimalflächen; 
er  sprach  auch  öfter  den  Wunsch  aus,  vor  seinem  Ende  noch  über 
einige  seiner  unvollendeten  Arbeiten  mit  Dedekind  zu  sprechen,  fühlte 
sich  aber  stets  zu  schwach  und  angegriffen,  um  denselben  zu  einem 
Besuche  in  Göttingen  zu  veranlassen.  In  den  letzten  Monaten  be- 
schäftigte er  sich  mit  der  Ausarbeitung  einer  Abhandlung  über  die 
Mechanik  des  Ohres,  welche  leider  nicht  vollendet  und  nur  als  Frao-- 
meut  nach  seinem  Tode  von  Henle  und  Schering  herausgegeben  ist. 

Die  Vollendung  dieser  Abhandlung  sowie  einiger  anderen  Arbeiten 
lag  ihm  sehr  am  Herzen,  und  er  hoffte  durch  einen  Aufenthalt  von 
einigen  Monaten  am  Lago  Maggiore,  wohin  ihn  ausserdem  grosse 
Sehnsucht  nach  dem  ihm  so  lieb  gewordenen  Lande  trieb,  die  dazu 
erforderlichen  Kräfte  noch  sammeln  zu  können.  So  entschloss  er  sich 
am  15.  Juni  186G,  in  den  ersten  Kriegstagen,  zu  seiner  dritten  Reise 
nach  Italien;  dieselbe  wurde  schon  in  Cassel  unterbrochen,  weil  die 
Eisenbahn  zerstört  war,  doch  gelangte  er  mit  Fuhrwerk  glücklich  bis 
Giessen,  von  wo  die  Weiterreise  keine  ferneren  Hindernisse  fand.  Am 
28.  Juni  traf  er  am  Lago  Maggiore  ein,  avo  er  in  der  Villa  Pisoni  in 
Selasca  bei  Intra  wohnte.  Rasch  nahmen  seine  Kräfte  ab,  und  er 
selbst  fühlte  mit  voller  Klarheit  sein  Ende  herannahen;  aber  noch  am 
Tage  vor  seinem  Tode  arbeitete  er,  unter  einem  Feigenbaum  ruhend 
und  von  grosser  Freude  über  den  Anblick  der  herrlichen  Landschaft 
erfüllt,  an  seinem  letzten,  leider  unvollendet  gebliebenen  Werke.  Sein 
Ende  war  ein  sehr  sanftes,  ohne  Kampf  und  Todesschauer;  es  schien 
als  ob  er  mit  Interesse  dem  Scheiden  der  Seele  vom  Körper  folgte; 
seine  Gattin  musste  ihm  Brod  und  Wein  reichen,  er  trug  ihr  Grüsse 
an  die  Lieben  daheim  auf  und  sagte  ihr :  küsse  unser  Kind.  Sie  betete 
das  Vater  Unser  mit  ihm,  er  konnte  nicht  mehr  sj)rechen;  bei  den 
Worten  Vergieb  uns  unsere  Schuld  richtete  er  gläubig  das  Auge  nach 
oben;  sie  fühlte  seine  Hand  in  der  ihrigen  kälter  werden,  und  nach 
einigen  Athemzügen  hatte  sein  reines,  edeles  Herz  zu  schlagen  auf- 
gehijrt.  Der  fromme  Sinn,  der  im  Vaterhaus  gepflanzt  war,  blieb  ihm 
durch  das  ganze  Leben,  und  er  diente,  wenn  auch  nicht  in  derselben 
Form,  treu  seinem  Gott;  mit  der  grössten  Pietät  vermied  er.  Andere 
in  ihrem  Glauben  zu  stören;   die  tägliche  Selbstprüfung  vor  dem  An- 
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gesichte   Gottes   war,    nach   seinem   eigenen  Ausspruche,   für  ihn   eine 
Hauptsache  in  der  Religion. 

Er  ruht   auf  dem  Kirchhofe   zu  Biganzolo,   wohin  Selasca  einge- 
pfarrt  ist.     Sein  Grabstein  trägt  die  Inschrift: 

Hier  ruhet  in  Gott 

GEORG  FRIEDRICH  BERNHARD   RIEMANN,  Prof.   zu  Göttingen, 

geh.  in  Breselenz  17,  Sept.  1826,  gest.  in  Selasca  20.  Juli  1866. 

Denen  die  Gott  lieben  müssen  alle  Dinare  zum  Besten  dienen. 
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